ISLETMELERDE KULLANILAN MATEMATIK YONTEMLERI,
DOGRUSAL PROGRAMLAMA VE SIMPLEKS METODU
UZERINE BiR DENEME

Dr. Erol Ucgdal

6 — Dogrusal programiama:

Son yillarda sosyal ve ekonomik alanlarda ve bilhassa is-
letme problemlerindeki karmasik, faaliyetlerin ¢doziiminde ¢ok
onemli bir yer tutmaktadir.

Isletme faaliyeli denince akla tedarik, Gretim sorunlari, rek-
lam sorunlar, tasima ve depolama sorunlar gibi bir gok pazar-
fama sorunlart gelir, Bir faaliyetin baslayip, gelistirilmesi ve
devamina veya durdurulmasina ait verilecek karann en iyi bir
sekilde sonuglandiriimasi Dogrusal Programlama ile mimkiin ol-
maktadir. Demek ki Dogrusal Programlama neticenin en iyi ka-
rara baglanmasindaki araglardan bir tanesidir diyebiliriz.

Bir igletme faaliyetindeki en iyi bir conu¢ denince bu faa-
liyeite kullamlan kaynaklarin verilen sartlar altinda kar maksi-
mizasyonuna veya malivet minimizasyonuna gidilebilecegini ka-
rarlagtirmak ve burada toplam fayday! saptamaktir.

Bir isletmenin scrumlu sahsinin ideai bir karar verebilmesi
icin su iki kosulun «verinin» bilinmesi gereklidir:

1) Isletmenin ne miktar Gretim kaynagina sahip bulun-
gugu-
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2) Bu kaynaklarin misterek olarak tanimlayabilecegimiz bir
unitesinden ne mikiar kar veva o!culebilir bir fayda sagliyaca-
oidir. Mesela lretilen maddenin bir biriminden elde edilen karnn
bilinmesi gibi.

Herhangi bir islelmede yukarida siraladigimiz mevcut kosul-
iar daima ideal bir durum gostermezler, iste bu kosullarin ide-
allestiriimesi dogrusal programlama ile mimkin olabilir. Bu sira-
ladigimiz nedenlerden sonra cogrusal programlamaya ait bir ta-
rifi soyle verebiliriz.

Dogrusal programlama, belirli bir gayeye ulasmak igin (ga-
ye: minimum ralivet veva maksimum kar olabiiir) isletmelerdeki
mevcut kaynaklarin ve isietme kapasitelerinin kullanilisiarimi en
iyi sekilde saptama teknigidir diyebiliriz.

Dogrusal programlamanin igleyisi; Do¢rusal programlama
matematik kanuniar ve neiicelerle clugmaktadir. Yalniz rutin
olarak uygulamada pratik ve kclay matematik deyimlerie netice-
ve gidilebilir. Dogrusal programlamanin temelde dayandigi ma-
tematik kurallar Matris Gzelliklerin ve lineer esitsizliklerin ¢6-
ziimiine ait Ozelliklerdir. Bu iticaria yukaridaki matematik kav-
ramlara bize yeterli oldugu kadarina deginmekte favda gorii-
yorum.

a) Lineer Esiisizlikler:

iki tane aym x ve y deqgiskenleri igin ax + by > ¢ veya
ax - by < ¢ ifadelerini dusinelim. Bu sekilde x ve y'ye gore bi-
rinci dereceden bir esitsizlik tarif edilebiliyor ise bu esitsizlige
bir iinear esitsiziik denir. ax - by = c itadesinde ¢dzlim olan
x ve v ifadeyi cdzen x ve y'lerdir. Yalniz bu x ve y’'nin tek bir
deger halinde bulunamamasindan o6turd bunun ¢ozimleri X ve y
degerler climlesi olarak bulunur, Bu da koordinat eksenleri ara-
sinda bir boigeye tekabil eder, Bu bélgeye o esitsizligin ¢ozim
bélgesi denir.

% 4 2y < 4 esitsizligini sagliyan bodlgeyi misal olarak coze-
fim. Evvela bu esitsizligi bir lineer dogru ifadesi sekline koya-
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hm, x 4- 27 — 4 = 0. Bu gencl formdaki bir dogrunun denk-
lemidir, Bunu X v eksen sisteminde cizersek

%, v eksenierinin belirttigi diizlemde 0 nokiasmin bulundugu ta-
raftaki nokialarin bu degruya olan uzakhklan hep (—) isaretini
tagsirlar. Oyleyse bu esitsizligi cozen ncktalar dogrunun Gzerin-
deki noktalarla, tarali olan kisimdaki ncktalardir.

Bu esitsizlikler bir esitsizlik sistemleri halinde de verilebi-

lir. Bu esitcizlikleri ortak saghyan bolge her bir esitsizligi sag-
liyan bélgelerin ortak bolgesi olarak tarif edilir.

b) Matris Zzellikler ve temtilmasi:

Matris tanmimi: Sztir ve siitunlardaki elemanlardan meydana
gelmis bir tablodur.
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A matrisi m satir ve n situnlu bir matris gosterilisidir. Bu
yazisi daha kisa olarak A = (a;).. seklinde de gosterebiliriz.
Bir matrisin tipi, satir ve siitun sayilarinin carpimi olarak ifade
ediiebilir. A matrisinin tipi mxn seklindedir.

Bir matriste satir ve siitun sayilar esit ise boyle bir matrise
kare matris denir,

Mairislerin esitligi: Iki matrisin esit olmasi icin sart satir
ve stiun sayilar ve karsihkl elemanlarinin esit olmasidir.

dyp 8y -- &4, by by~ by,
A 2gq @y --— 4a ,B by ba—-— by
Bt Q= P N ™

Matrislerinde A = B alinan her (i = I, ..., m)her (j = |, ... n) igin
icin a; = b, halinde gergeklesir.

ki matrisi toplarken de karsihikit elemanlarini  toplayarak
yeni bir toplam matris elde ederiz.

Kartis matris: Bir matrisin biitin elemanlarinin isaretlerinin
tersini alarak elde ettigimiz matris karsit matristir,

Karsit matrisle, ashnin toolami sifir matrisi verir, Oyleyse
sifir maris bitlin elemanlar sifir clan bir matristir.

ki mairisin carsiimest:

Iki matrisin ¢arniimasi igin sart birinci matrisin sttun sayisi
‘kinci matrisin satir savisina esit clmahidir. Carnimda elde edilen

mztris, birinci matrisin sati sayisi m ikincinin sOtun sayisi r ise
m>»r boyutludur.
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A(mn) . E)(nr) : C(mr)

Birim matris: E. A = A veya A.E = A dzelligini saglyan
£ matrisine birim matris denir.

Transpoze Malris: Bir matrisin satirivia sttununu yer degis-
tirdigimiz zaman elde edilen matrise transpcze matris denir.

Simetrik Matris: Bir matris transpozesine denk ise bu matri-
se simetrik matris denir.

Ters Matris: Rir a matrisinde AA™! = E 06zelligini saghyan
bir A matrisi bulunabilirse A 'matrisine ters mairis denir.Yalniz
sunu da belirtmek gerekir ki her matrisin ters matrisi olmaya-
bilir. Ancak sifir bélensiz olan matrisierin ters matrisleri vardir,

Bu matris Ozellikleri lineer denklem sistemlerini ¢ozimleme-
de kullanilir.

Lineer denklem sistemini ¢ozerken, evvela katsayilar mat-
risi yazilir, ve butin iglemler bu katsayilar matrisi ve denklem
sistemlerinin ikinci tarafindaki sabit sayilarin meydana getirdigi
sttun matris Uzerinde yapilir,

2 — Simpleks Metot:

Verilen bir problemde mesela maksimum kar istendigine
gore bu maksimum kar meydana getirecek en uygun Unite
adetlerini bulmada bu metot lineer esitsizlikierin ¢6zim meto-
dundan daha sihhatli bir yorum verir, Giunki grafik usulle esit-
sizlik ¢ozlimlerinde sonug bir bdlge olarak tarif editir. Bu bolge
icindeki hangi noktanin maksimum karn sagliyacagi, ayri bir is-
lemle bulunmak mecburiyetini dogurur.

Simpleks metot igin gerekli olan evvela gaye denklemini yaz-
mak ve sonra o isletmedeki verilere gore tahdit denklemlerini
(Constraints) olusturmaktir. ‘Bagmsiz gaye denklemi ile ifade

edilen, bir fonksiyondur. Gaye fonksiyonu (Objektif function)
mesela kar fonksiyonu gibi.
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Simpieks Metodunun Isleyisi:

Simpleks metodun igleyisinin izahini bir pobleme tatbik ede-
ek anlatmay) daha uygun buluyorum,

Prchiem: Bir fabrikada farkii cesitte 2 tip civata imal edili-
vor. Civatalar (¢ imalat dairesinden gegirilerek yapimi tamam-
taniyor, Bu dairelerin calisma kapasiteleri giiniiik clarak soyle
saptanmistir: 1 inci dékum dairesi 10 saat, 2 nci hat cekme dai-
resi 10 seat, 3 incil olarak da kesme ve kontrol dairesi 13 is
saatidir. 1 inci tip civatanin bir Unitesinin imali igin 1 Inci daire
4 saat, 2 nci daire 5 saat ve 3 Uncl daire 3 saat caligmakta-
dir, 2 nci tip civata icin de zamanlarin dairelere dagilist sirasi
ile 5 saat, 2 saat, 8 saattir.

Fabrika sahibi bir Unite 1 incj tip civatadan 5 lira, 2 nci tip
civatadan 3 lira kar yapmayi diisinmektedir. Yukardaki kosul-
lar altinda miitesebbis ginlik toplam karini maksimum yapa-
cak 1 inci ve 2 nci tin civatalardan kacar Gnite imal etmelidir?

Gozlim: Bu problemdeki verilerle yazilacak iineer esitsizlik-
lerin fonksiyonlarni teskil edelim. 1 inci tip civata x ile 2 nci
lip civata y ile gosterilsin.

5% + 3y = WMaksimum Gaye fonksiyonu
(K8r denklemi) (l.1)

§x + 5 109 1 nei daire
o g y Kapasite ~denlilodleyri

Bx + 2y \< 10 2 nol daire Uretim mallarinin kabyd
Ix + 8y €12 3 ncid deire ) ¥3FE1- (4.%2)

Bu denklemlerde 5x 1 inci tip civatadan elde edilecek top-
lam kan 3 y ise 2'nci tip civatadan elde edilecek toplam kéari
gostermektedir.

Simpleks metodunun ¢oziimiine gecerken evvela kapasite
denklemlerini esitsizlik halinden gikartip esitlik haline getirmek
gerekir. Bunun i¢in de esitliklerin sol tarafina bir (w) degerini
koymak icap eder. Bu (w) degeri Gretim ile kapasite arasinda
tampon vazifesi g6rar, Mesela % 100 tam kapasite de w = 0
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olur, Bundan dclayl w degiskenine bos kapasite diyebiliriz (idle
equipment time). (1.2) esitsizliklerinden 1 inciye wi 2 nciye wa,
3 Uncuye de ws bos kapasitelerini ekliyelim. wi, w2, ws her daire
¢cin esit olmayabilir,

4 4+ 5y + wi = 10
5 + 2y + w2 = 10 (1.3)
3 4+ 8y + wa = 12

Bos gecen kapasileler bakimindan kar igin bir degisme
{kazang ve kayip) mevcut degil ise gaye fonksiyonu
5x -+ 3y + 0wy 4+ O.w2 ++ Gws = Maksimum
sekline girer. (1.3) denklemleri g6z dnine alindiginda iki degis-
kenli ifadeyle 5 degiskenli 3 denklem haline getirilmis olur,
Simpleks metot, ¢ok sayida ¢odzimden en etkilisini (opti-
mal ¢ozimi) elde eden bir vasitadir.

Simdi bu denklemleri katsayilarin meydana getirdigi bir
imatris seklinde gosterebiliriz.

10 Z Y Wy w, W
5 1 O o
10 g p
12 : 1 0
3 2 0 o 1
Sekil 1

Esitliklerin sag taraflan da bir siitun matris olarak gosteri-
iebilir. Yukarida gésterilen matris (3~5) matrisidir. (Uc swra 5
siitun),

Simpleks metotta evvela en az tercih edilen ¢ozimle bas
iayip kademe kademe en tercih!li ¢oziime gidilir,

En az tercihli ¢dziimden kasit; bir varsayim altinda fabrika-
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min hi¢ bir mamdl imal etmedigi ve butiin kapasitelerini bekler
vaziyelte bos tuttugu an olarak belirliyelim. Bu durumda degis
kenlerinex = 0,y = 0, wi = 10, w2 = 10, ws = 12 deger-

lerini alir.

Probleme giris otarak aldigimiz bu durumu matris dizeni

icinde yazalhim,

X W, w
b 4 1 5 w3
wl: 10 4 5 i3 §) 0
w, 10 5 2 0 i 0
Y3 12 3 8 0 0 1
Sekil 2
Bu durumda gaye denkleminde kar sifirdir. Veya imalatta
bulunulmadigi durumdur, Bu anda bos kapasiteler w: = 10,

w2 = 10, ws = 12 olarak bulunur.

Simdi bir adim daha ileri giderek gaye denklemini de mat-
ris diizeni icine almak zarureti dogar. Buna gore 3 {incii matris

fadesini yazahm.

5 3 0 o
x Yy w w.
0 L
0 6t T I DR H
0 L AR B
w

Burada 1 inci siitun olarak gosterilen 8 sttunu gaye denk-

0
lemindeki wi, ws, ws degiskenlerinin degerlerini almaktadr.
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Bu matriste 1 inci sira gaye sirasi, 2 nci sira degisken sira,
3 Uncl, 4 Uncl, 5 inci siralar problemimizin esitlikleri, x, y al-
undaki iki sttuna goévde sltun, wi, w2, wi altindaki situnlar
centik sttun, 1 inci sltun gaye situnu, 2 nci situn degisken
siitun, 3 Gncd sutun sabit sttundur, (1, 2, 3) nolu sltunlar da ko-
gan siitun olarak adlandiriiir,

Problemlerin mahiyetine gore burada govde ve centik sii-
tunlar adet itibariyle degisebilir. Fakat kocan situn adet ola-
rak daima sabit farz edilir. Neticede de bu situnlar ¢ozimi
vermekiedir,

Bu matris dizeni iginde kademe kademe en iyi ¢ozime gi-
derken indeks sira dedigimiz baslangi¢ sirasinin bulunmasi ge-
rekir. indeks sira igindeki sayilar, kogan kisim dedigimiz ki-
sim igindeki sabit situn, gévde ve gentik kisimlarin alt sirasin-
da yer alirlar,

Indeks saylyi hesaplamada su basit formali uygulamak ig-
lemin kolayli§t bakimindan daha uyqundur.

Indeks say1 = 3 [ (Sttundaki sayilar) x bu sayilara ayni sirada
tekabll eden gaye sayi] —

(Sutun basindaki ve gaye sirasi igindeki sayi)

Bu formili problemdeki matris diizeninin, sabit siitun, gov-
denin 1 inci ve 2 nci situnu ve gentik kismimin  situnlart igin
tatbik edelim.

Sabit stitun indeks sayisi = (10.0)(10.0)+(12.0)—0= 0
Sabit sttun indeks sayisi = (10.0)+(10.0) 4 (12.0)—5= 0
Govdenin 1 inci sttunu igin

indeks sayisi = (4.0) +(5.0)+ (8.0)—5= —5
Govdenin 2 nci situnu icin
indeks sayisi = (5.0)+(2.0)+ (BO)—3= —43

Centik’in 1 inci situnu igin indeks sayt = (1.0)-+(0.0)4 (0.0)
= O

i
i

Centik’in 2 nci sOtunu icin indeks sayr = (0.0)-+(1.0)+ (0.0)
—0= 0,
Centik’in 3 Gncl sltunu igin indeks sayr = (0.0)+(0.0) 4 (1.0)

)= 0.
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Bu bulgulara gore simpleks matris dizenini ya zalm.

5 3 O 8 0

S T B

0 Wy 10 4 5. g 0

A, 10 5 2 0 1 0

0 w, 1.2 3 8 0 0 L

.
0] 5 =3 O 0] 0 indeks sira
Anahtar
glitun
Sekil 4

Matris dizeninden de gérllecegi Uzere indeks siradaki sayi-
lar gayz sifasindaki sayilarin ters isaretlileri ofur. Buna da
sebep gaye slitundaki sayilar hep sifir olmasidir.

Indeks sirasindaki (—) sayiiarin bulunmasi ¢ozimin daha
iyi bir cozimi olduguna isaret eder. Bu (—) sayilarin kilgik-
len blyige do'gru siralanmasi bu kabullenmeyi daha da dogru-
lar,

Bu anda ise baslarken indeks siradaki mutlak degeri en
bliylik olan negatif say: ile ise baslamakta fayda vardir. Bu da
islemlerin tekrarim mimkin mertebe lkisaltir, Bizim tablonun da
bu —>5 rakkamidir, Bu rakkamin bulundugu situnu problemin
anzhtar situnu olarak secgebiliriz, Bu sltunun secilmesindeki
fayda, x degiskeninin ¢0zim bolgesi icindeki degiskenlerken
(w1, w2, ws) her hangi birisi ile yer degistireceginin saptanma-
sidir. Bu saptamanin baslama noktasini secerken sabit situn
icindeki sayilarin anahtar situn igindeki sayilarla oranlari bu-
lunur ve en kiiclik orani veren sira anahtar sira olarak segilir,

Oranlari yazacak olursak 10/4, 10/5, 12/3 en kicik oran
olarak 10/5 oranint buluruz. Buna gére matris dizeninin
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7] 3 0 0 0
% y v s
\ / _14 \N2 W3
0 . 10 \ 4 ) 1 0 0
4 ’ T £ #
{n = ) 1 u‘) nehtar sira
of\w [\ 2 /\ 3 9 0 0 )
\NO \ 5 = O 0 0
Anantar
sutun
Sekil 5

Seklini ahr. Burada anahtar siitunla anahtar siranin ara kesit
noktasindaki say! anahtar say) olarak kabul edilir. Anahiar si-
ray1 bulduktan sonra degiskenlerin yer dedistirmesi esnasinda
w: ile X'in yer degistirmesinin gerekli oldugu anlasihr,

Burada anahtar sira civata imalinde 2 nci daireve isabet
etmistir, Bunun yorumlanmasini s6yle yapabiliriz:

Eger 2 nolu daire tam kapasite ile x mam{liine hat cekme
islemi yaplyor ise ancak 2 Uniteye hat cekebiliyor demektir
£ger bu daire icin 2 den fazla Unitenin hat ¢ekimi istenirse o
zaman dairenin 10 saailik kapasite calismasindan daha fazla
pir kapasite zemanina inhtiyaci vardir,

Simdci simpleks metcdu bir kademe daha ileri gotirelim:

Bunun icin de esas siramn bulunmasi lazimdir, Esas sirayl
pbulurken anahtar siradaki sayilar anahtar sayi ile teker, teker

bolunir ve elde edilen degerlerin meydana getirdigi sira esas
sira olur,

$ekil 5’deki matris tablosundan esas sirayl meydana getiren
degerler, 10/2 = 2 5/5 == 1, 2/5,0/5 = 0, 1/5,0/5 = 0
olarak bulunur.
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7, 3 0] 0 0
, T T T
0 '-g_\ /10 4 5 L 0 0
v \ t ra
f2 J/ 14 2 O i (J) anahtar s
0 W3/ 12 ) g o 1
Uit -3 0 0
2 1
2 L 5 0 - O Esas sira
Anahiar
Swlbun
Sekil 6

Esas siradaki degerlerin bulunmasiyla w2 degiskeninin ye-
rine x degiskenini gecirmek gerekir. Buna gore yukaridaki tab-
foyu biraz degistirerek sbyle yazabiliriz.

: 4
sI{ x| 1 25 0 1 0)
0 w3

Bu tablo vasitasiyla govde centik, sabit situn ve indeks
Zira icinde geriye kalan butiin degerleri (yeni rakkamlar) bulmak

icap eder.
Eski sayi — (Eski sayinin paraielindeki anahtar sirg

icindeki sayi) x (Paralelindeki anahtar siitun igindeki
sayi)
Yeni sayr =

Anahtar sayi
Sabit sttunun 1 inci elemanindaki yeni sayly! bulalim,
10x4

Yeni sayt = 10 —
<

Yenisayi = 10 — 8 = 2
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Govdenin ilk sttunun 1 inci elemani icin yeni sayi

5x4
Yeni sayl = 4 — ————— =0
5
Indeks sira icindeki sabit sttunun 1 nci elemani icin yeni
sayl.
102 (—5)
Yeni sayl = Q0 — — = 10
5

Bu islemleri diger bitiin sayilar icin hesap edersek, bu deger-
wrle yeni bir matris diizeni yazilabilir.

o\ fw)\ /2 © IS =1L =445 0
5 x|/ 2 1 2/5 O /5 O
0 Wy 6 0 /5 0 =35 1

10 0 - 0 L 9

Sekil 7

Bu yazilan yeni tablo ile birinci tekrar islemleri sonuglan
mis olur. Burada indeks sira iginde yine (—) sayi ile Karsilagi-
yoruz. Buna gore prcblem 2 nci defa ele alinmasi gerekir. Gin-
ki gaye denklemimizi maksimum yapacak ¢dzium, indeks sira
icindeki sayilarin hepsini sifir veya (+) cimasi ile mimkindir.

Bundan dolayi da 2 nci tekrarlama islemi baslar. 2 nci tek-
rarlamada da ayni islemler kullanilarak yeni bir matris dizeni
elde edilir, lkinci kere ayni islemlere girmeyip netice olarak
{abloyu vermegi uygun buldum,

3 L s5/17 -4/17 O
D O -2/17 95/ L7 0
0 0 «P 1 ]
o s5/171  13/17 2

Sekil 8
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30

Sekil 8'deki matris diizeninden de qorilleceqdi gibi x = ——,
7

10

y = —— w3 =2 wi = 0, w2 = 0 bulunur, Buna gbre de top-
17

lam kar gaye denkleminden yerine konarek bulunur, Eu maksi-

180

rum bir degerdir. Toplam kzrin maksimum oldugu deger ——

17

dir. Simpleks matris diizeninde en son elde ediien tabloda in-
deks sira ile sabit stitunun kesistigi noktadaki deger maksimum
karin dederidir.
26
Sonug olarak 1 nci tip civatadan x = — {inite Il nci tip ol-
10 4
vatadany = — {nite imal edildigi takdirce elde edilen kar mak-
17 180

simum olacaktir ve maksimum karin degeri —— TL. olur.
17

Sonu¢ :  Simpleks metot, problemlerin neticelendiri'mesin-
de sthhatli bir yorumlama verecektir. Cinki nreblemin iikel ¢o-
ziiminden itibaren her kademede bir ileri ¢tziime gecmek neti-
ceyi her kademeds kuvvetlendirmek demektir. Soyleki kademe,
kademe coziimlerde indeks sira sayilarinin () olmalari halinde
bu sayilarin bulundudgu sttunlarda imalat mikiar tespit olunacak
mamilden bir (nite fazla imal edildigi takdirde toplam karmiz-
da meydana gelecck artist gdstermektedir,

Bu itibarla incleks sirada negatif sayr’arnin mevcut olusu prob-
lemin daha iyi bir ¢dziime gidecegini géstermektedir. Boylece
problemi bir kademea dana ileri goilirerek optimal ¢dzime biraz
daha yaklasmis oluruz,

Govde altuindaki () sayilar ise yukarndaki izah tarzina gore
imalatia 1 Unite fazla yapildigr zaman toplam karnmizdaki azal-
mayi gostermektedir,
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Bu izah tarzlanindan da anlasilacag lizere verilen bir prob-
lemin simpeks matris dizeni haline gstirmekle her kademede
probleme ait verilerin belirttigi mana agikga gozikmekiedir. Bu
itibarla simpleks metotla verdigimiz netice en uvgun coéziim ola-
rak nitelendirilir.

islemlerin biraz uzun ve matematiksel voninin fazla oima-
si tathikatta kullaniima olasiigini mimkin mertebe azalir. Fa-
kat sthhatli bir ¢6zim yoniinden bu metot digerierine nispetle
tercin edilir
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