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Oz

Bu ¢alismada, conformable kesirsel mertebeden tam deger fonksiyonlu lojistik model ele alinmigtir. Modele tam
deger fonksiyonlarinin kullanilmasina dayal: bir ayriklastirma islemi uygulanilarak bir fark denklem sistemi elde
edilmistir. Elde edilen bu fark denklem sisteminin pozitif denge noktasinm yerel asimptotik kararli olmasini
saglayan cebirsel kosullar Schur-Cohn kriterlerinin kullanilmasiyla elde edilmistir. Yine ¢atallanma analizi ile
sistemde r parametresinin degisimine bagl olarak Neimark-Sacker ¢atallanmasinin olustugu gosterilmistir. Ayrica
kesirsel mertebeden tiirev parametresi (@) ve kesiklilestirme parametresi (k) nin sistemin dinamik yapist
tizerindeki etkisi arastirilmistir. Elde edilen tiim teorik sonuglar niimerik simiilasyonlarla desteklenmistir.

Anahtar kelimeler: Conformable kesirli mertebeden tiirev, tam deger fonksiyonu, kararlilik, Neimark-Sacker
catallanma.

Stability and Bifurcation Analysis of a Conformable Fractional Order
Logistic Model with Piecewise Constant Arguments

Abstract

In this study, a conformable fractional order logistic model with piecewise constant arguments is considered. A
discrete system is obtained by applying a discretization process to the model based on the use of piecewise constant
arguments. By using the Schur-Cohn criterion, necessary and sufficient condition is obtained for asymptotic
stability of a positive equilibrium point of the discrete system. Moreover, bifurcation analysis shows that Neimark-
Sacker bifurcation occurs due to the change of parameter r in the system. In addition, effect of fractional order
parameter ( a ) and discretization parameter ( ) on the dynamic structure of the system are investigated. Finally,
all theoretical results are supported by numerical simulations.

Keywords: Conformable fractional derivative, Piecewise constant arguments, Stability, Neimark-Sacker
bifurcation.

1. Giris

Kesirli analiz, klasik diferansiyelin ve integrasyonun keyfi mertebeye (tamsayr olmayan duruma)
genellestirilmesidir. Kesirli integral ve tiirevin; Riemann-Liouville kesirli integrasyon ve tiirev, Caputo
kesirli tiirev, Griinwald-Letnikov kesirli tiirev gibi bir¢ok tanimi vardr.

a € (0,1) mertebeli Riemann-Liouville kesirli tiirevi

d*
dt«

Z_f(6) = f (t — 5)-f(s)ds,

( a)dt

seklinde tanimlanmugtir [1]. Standart baslangi¢ kosullarina sahip kesirli baglangi¢c deger problemlerinin
olas1 ¢ozlimlerini elde etmek amaciyla Riemann-Liouville kesirli tlirevi yeniden yorumlanarak
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ARG
A= 0y ==

dr,

Def(t) = T

seklinde Caputo kesirli tiirev tanimu tiiretilmistir [1]. Bu nedenle giiniimiizde uygulamali bilimciler
tarafindan en ¢ok ragbet edilen tanim Caputo kesirli tiirevidir [2].

2014 yilinda Khalil ve arkadaslari [3] tarafindan “conformable kesirli tiirev’” adi altinda yeni bir
kesirli tiirev tanimi ortaya atilmigtir. Daha sonra 2015 de Abdeljawad [4] tarafindan sol/sag conformable
kesirli tiirev tammlanmustir. Bu tamima gére a € (0,1] olmak iizere f: [a, o) — IR fonksiyonunun sol
conformable kesirli tiirevi

fiE+et—a)™*) —f(@)

&

@ = lim

seklinde ve sag conformable kesirli tiirev ise

t+eb—0)'"") —f(t
RN G- Gt o B0}
£-0 &
olarak tanimlanir. Dikkat edelim ki eger f diferansiyellenebilir ise o halde

@TH® =t =)' f'() ve GTHE® = (b —)'"%f'(®) 1)

dir. Ayrica literatiirde bu tiirevin pek¢ok biyolojik ve fiziksel uygulamalari bulunmaktadir [5-8].

Son donemlerde kesirli mertebeli diferansiyel denklemler arastirmacilarin dikkatini
¢ekmektedir. Birgok arastirmaci kesirli mertebeli adi diferansiyel denklemler ile olusturulmus
matematiksel modellerin klasik tamsay1 mertebeli diferansiyel denklemlerle olusturulan modellere gore
daha basarili sonuglar verdigini gostermistir [8-19]. Kesirli mertebeli diferansiyel denklemlerin
kullanilmasinda iki ana neden vardir. Bunlar birgok biyolojik olayda var olan sistem hafiza etkisi ve
kalitsal 6zelliklerinin bu denklemler vasitasi ile tanimlanabiliyor olmasidir. Bugiin kesirli mertebeli
diferansiyel denklemler akiskanlar dinamigi, mekanik, biyoloji, fizik, epidemoloji ve miihendislik gibi
birgok alanda uygulamaya sahiptir [20-26]. Arastirmacilar tim fiziksel olaylarin kesirli mertebeli
diferansiyel denklemlerden olustugunu ve kesirli mertebeli diferansiyel denklemlerin tamsay1 mertebeli
diferansiyel denklemlerin genellestirilmis hali oldugunu gostermislerdir [26].

Lineer olmayan kesirli mertebeli diferansiyel denklemlerin bir¢ogu analitik ¢6ziime sahip
degildir. Bu nedenle Adomain decomposition metot [27], homotopi perturbasyon metot [28], homotopi
analiz metot [29], varyasyonel iterasyon metot [30], Adams Type predictor—corrector metot [31],
Piecewise Constant Argument metot [21] ve diferansiyel transform metot [32] gibi niimerik metotlar
kesirli mertebeli diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilmugtir.

Popiilasyon dinamiginde en temel modellerden birisi lojistik modeldir ve 1838 yilinda Verhulst
[33] tarafindan olusturulmustur. Bu modelin Caputo anlamda kesirsel mertebeden versiyonu

DEN(t) = rN(b) <1 - %) ) )

seklinde ifade edilir. Burada r birim popiilasyon biiyiime oranim ve K tasima kapasitesini temsil
etmektedir. u(t) = % doniisiimii altinda (2) modeli

D%u(t) = ru(t)(l — u(t)), (3)

formuna indirgenir. Literatiirde (3) modelinin ¢6ziimlerinin varligi ve tekligi, denge noktalarmin
kararlilig1 ve cesitli biyolojik uygulamalari mevcuttur [1, 34-36]

El-Raheem ve arkadaglar1 [21], Caputo kesirsel mertebeden tiireve sahip (3) lojistik denklemine
tam deger fonksiyonu ekleyerek
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oo = [g) (o)

modelini goz 6niine almiglardir. (4) denkleminin t € [nh, (n + 1)h) alt araliklarinda ¢oziimiinden ise

a

i1 = Xn + EAT s %0 (1 = Xn-1), ()
fark denklemini elde etmislerdir.

Bu galigmanin amaci ise asagidaki gibi verilmis olan tam deger fonksiyonlu conformable kesirli
mertebeden lojistik modelin dinamik davraniglarini incelemektir.

t—h
e L)} ©

Tx(t) = n

burada x(t) popiilasyon yogunlugunu, r popiilasyon biiyiime oranini, k tasima kapasitesini, h
kesiklilestirme parametresini temsil etmektedir ve parametrelerin tamanu pozitiftir. [t], t € (0, o) igin
t nin tam degerini gostermektedir.

2. Fark Denklem Sistemine Gegis

Bu kisimda Kartal ve Giircan’in [7] c¢alismasinda ortaya koyduklari kesiklilestirme yontemi
kullamlacaktir.

Sol conformable tiirevin (1) 6zelliginden (6) denklemi t € [nh, (n + 1)h), n = 0,1,2, ... alt
araliginda g6z oniine alindiginda

dx(t) x(nh — h)
— l—a _— > 7 _ S
(t —nh) It rx(t) (1 . , (7
seklinde yazilabilir. Bu denklemin yeniden diizenlenmesiyle
dx(t) . x(nh — h) (t — nh)*dt g
o " n ) 8)

seklinde degiskenlerine ayrilabilir bir diferansiyel denklem elde edilebilir. (8) denkleminin [nh,t)
araliginda t ye gore integrali alindiginda

x(nh—h)\(t—nh)*
x(t)zx(nh)er(1 k) a )

bulunur. Bu ifadede t — (n + 1)h olarak alinirsa ve x(nh) ile y(nh) sirasiyla x(n) ve y(n) seklinde
degistirildiginde,

x(n—-1)\h*
Xp41 = x(n)er(l_ k )7, (10)

elde edilir. u;(n) = x(n) ve u,(n) = x(n — 1) degisken degistirmesi ile

k a

um+1)= u(n)e”

' (11)
wm+) = ),

seklinde bir fark denklem sistemi elde edilir.
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3. Yerel Asimptotik Kararhhk Analizi

Bu kisimda fark denklemleri i¢in denge noktasi tanimi verilecek ve (11) fark denklem sisteminin pozitif
denge noktasmin yerel asimptotik kararli olmasini saglayan cebirsel kosullar Schur-Cohn kriterlerinin
kullanilmasiyla elde edilmeye caligilacaktir.

Tamm 1: x,, = x,,1 = X" esitligini saglayan x* noktasina fark denkleminin denge noktas1 denir [37].
Bu tamim dikkate alindiginda u;(n) = u;(n + 1) = x* ve u,(n) = u,(n + 1) = y* olmak ftizere (11)
fark denklem sisteminin ikinci denkleminden x* = y* olur. Bu ifade sistem (11) in birinci denkleminde
yerine yazililir ise

x* h%
x* — x*er(l—?)F y

elde edilir. Buradan x* = 0 veya x* = k olarak bulunur. Oyle ise sistem (11) in pozitif denge noktas1
E* = (k, k) dur.

Teorem 1: (Schur-Chon Kriteri ). A;, x(n + 1) = Ax(n) fark denklem sistemindeki 2x2 boyutlu A
matrisinin biitlin 6z degerleri ve

22+ pA+p,=0, (12)

da A matrisinin karakteristik polinomu olsun. Bu taktirde (12) denkleminin biitiin kokleri birim dairenin
icindedir ( |A;] < 1) ancak ve ancak

(@ 14+pi+po>0,
(b) 1—pi+po>0,
() 1—=pg>0.

(11) sistemin E* = (k, k) denge noktasindaki Jakobyen matrisi

ve Jakobyen matrise karsilik gelen karakteristik denklem ise

2—1+2T

o
dir. Burada p; = —1 ve py = %T dir. Schur-Cohn kriterlerinin (a) sartindan 1 + p; + py = % > 0;

(b) sartindan 1 —p; +py =2 + % > 0 elde edilir. (c) sartindan 1 —py =1 — %«r > 0 ve buradan

r < ah™* elde edilir.
Bu sonuglar altinda asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2: Sistem (11) in pozitif denge noktas1 E* = (k, k) nin lokal asimptotik kararli olmasi igin
gerek ve yeter sart ¥ < r* = ah~% olmasidir.
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4. Neimark-Sacker Catallanma Analizi

Neimark-Sacker catallanmasi, kesikli zamanli dinamik sistemlerde ortaya ¢ikan bir ¢atallanma tiirtidiir.
Bu catallanma sonucunda bir limit dongiisiiniin olugmasi beklenir. (11) fark denklem sisteminde
Neimark-Sacker catallanma analizi i¢in r ¢atallanma parametresi olarak segilecektir.

Teorem 3: Eger r = r* ve g # 0 ise bu durumda (11) sistemi i¢in E* pozitif denge noktasi civarinda
Neimark-Sacker c¢atallanmasi olusur. Ustelik g < 0 ise bu durumda olusan catallanma supercritical
Neimark-Sacker catallanmasi, g > 0 ise subcritical Neimark-Sacker ¢atallanmasidir.

Ispat: 1 —p, = 0 esitliginden Neimark-Sacker ¢atallanma degeri * = ah™% seklinde elde edilir.
r = r* olmak tizere (11) fark denklem sisteminin pozitif denge noktasindaki lineerlestirilmis sisteminin
Je+(r*) Jakobiyen matrisine karsilik gelen karakteristik denklemi,

A2—21+1=0, (13)
bigimindedir. Buradan A 6z degerleri

V3 _
S =

M) =i a + ib,

seklinde elde edilir. Buradan kolayca goriilebilir ki [4;,(r*)| = 1 dir. Diger taraftan Transversality
kosulundan

d|Ay2 ()] |

. h&® 0
et = l—=F
dr r=r a2 ’

5

oldugu goriiliir. —p; # 0,—1 Nonresonance kosulundan A7,(r*) # 1, n = 1,2,3,4 bulunur. Sonug
olarak sistem (11) i¢in Theorem (2) de verilen sartlar altinda Neimark-Sacker ¢atallanmasi ortaya ¢ikar.
Simdi ¢atallanmanin yoniinii belirlemek icin q degerini bulalim. Bunun i¢in ilk olarak denge noktasini
orjine tagtyalim.

U =u, —u; ve v =1u, — u, doniisiimleri altinda (11) sistemini

G- DO+ .

seklinde yazabiliriz. Burada

1 1 1 1
flu,v) = —pw +ﬁv2 +ﬁuv2 —mlﬁ +o((lul + [vDH), (15)

dir.

NERE
T=<2 2>,
0 1

olmak tizere (1;) = T()}f) doniisiimiini gz oniine alalim. O halde (14) dontstimi

() =G D)+ (Gen) “

seklini alir ve burada
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F(X,Y)= ——+m+ =+ o((X] + YD
Ve

F,(X,Y) =0

dir. Buradan

1 ' L
$20 =3 ((Fixx — Fiyy + 2Fpxy) + i(Faxx — Fayy — 2Fixy)) = 4lk'
1 .
S11 =7 ((Fixx + Fiyy) + i(Foxx + Fayy)) = 0,

1
o2 = P ((F1XX Fiyy — 2F,xy) + i(Foxx — Foyy + 2F1XY)) = _E

ve

i3
$n = _((FlXXX + Fixyy + Faxxy + Fayyy) + i(Faxxx + Faxyy — Fixxy — FlYYY)) 16k2 ~ 28k2
olarak elde edilir. Sonug olarak q katsayisi

(1- 2/1)/1

q = —Re] &11820] — 21&01 17 — |€021? + Re(A8p1) = = ——= < 0

seklinde hesaplanir. Bu son ifadeden (11) fark denklem sistemde olusan Neimark-Sacker
catallanmasinin supercritical Neimark-Sacker ¢atallanmasi oldugu séylenebilir.

075 |8 |8 |8 |8

e

0.7

0.65 o -

0.6~ o !

0.551 o ]
‘-

L -

0.58, ..o...?m
[ J

0.45-%ee? -

u,(n)

0.35 5 .

r r r r
0 50 100 150 200 250
n

Sekil 1.« = 0.5, h =0.95, r = 0.45 ve k = 0.5 parametre degerleri i¢in (11) fark denklem sisteminin ¢6ziim
dizisinin grafigi
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Sekil 2. r = 0.52989 igin Supercritical Neimark-Sacker gatallanmasi (a); time series grafigi (b).
Diger parametre degerleri Sekil 1’deki gibidir.
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Sekil 3. Sekil 1°deki parametre degerleri igin r ye karsi ¢izilmis Neimark-Sacker ¢atallanma grafigi.
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Sekil 4. h = 0.95, k= 0.5, r = 0.45 olmak iizere a nin farkli degerleri i¢in ¢izilmis faz diyagrami
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Sekil 5. r = 0.45, k = 0.5 ve a = 0.5 olmak {izere h nin farkli degerleri i¢in ¢izilmis time series grafikleri.

4. Sonug¢

Bu ¢alismada conformable kesirsel mertebeden tam deger fonksiyonlu lojistik model ele alinmustir.
Modelin [nh, (n + 1)h) alt araligindaki ¢oziimiinden (11) fark denklem sistemi elde edilmistir. (11) fark
denklem sisteminin E* = (k, k) pozitif denge noktasinin yerel asimptotik kararli olmasim saglayan
cebirsel kosul r < ah™® olarak bulunmustur. @« = 0.5, h = 0.95 i¢in bu kosuldan yerel asimptotik
kararlilik araligi niimerik olarak r < 0.512989 olarak belirlenmistir. Sekil 1°den r bu aralik i¢inde
kalacak sekilde segildiginde (7 = 0.45) sistemin pozitif denge noktasinin yerel asimptotik kararl
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oldugu goriilebilir. Neimark-Sacker ¢atallanma analizi ile kritik ¢atallanma degerinin r* = ah™% oldugu

gOsterilmistir ve olusan ¢atallanmanin supercritical ¢atallanma oldugu ispatlanmistir (@ = — 161k2 <0).
a = 0.5, h = 0.95 i¢in kritik ¢atallanma degeri r* = 0.512989 olarak hesaplanmistir ( Sekil 2 ve Sekil
3). Son olarak Sekil 4 ve Sekil 5 den kesirsel mertebeden tiirev parametresi ( @ ) ve kesiklilestirme

parametresi ( h ) nin sistemin dinamik yapisindaki etkisi goriilebilir.

5. Oneriler

Son yillarda kesirsel mertebeden dinamik sistemlerin arastirilmasinda ¢ok biiyiikk bir artis
gozlenmektedir. Biyoloji, Fizik, Kimya ve Miihendislik gibi alanlarda bu denklemler yardimiyla pek
ok biyolojik ve fiziksel olay basarili bir sekilde modellenmistir. Ozellikle sistemlerde var olan hafiza
etkisi goz oniine alindiginda bu tiir dinamik sistemlerin aragtirilmasinin ne kadar 6énemli oldugu ortaya
cikmaktadir. Ancak Riemann-Liouville ve Caputo gibi kesirsel mertebeden tiirevler bir integral
denklemi ile tammlanmaktadir ve bu integral denklemlerin gekirdekleri lokal olmayip bir singularitiye
sahiptir. Dahasi bu tiirevler vasitasi ile olusturulmus diferansiyel denklemlerin ¢ogunun analitik
¢Oziimiinii bulmak imkansiz hale gelmektedir. Bu nedenle ¢esitli niimerik yontemlere ihtiyag
duyulmaktadir. Ayrica bu tiirevlerin geometrik yorumlari da hala tam olarak bilinmemektedir. Bu gibi
zorluklar akla su soruyu getirmektedir: Ancak tam say1 mertebeden tiirev taniminin bir uzantis: olarak
yeni bir kesirsel mertebeden tiirev tanimlanabilir mi? Son yillarda bu sorunun cevabi olarak bir¢ok yeni
kesirsel mertebeden tiirev tanimi ortaya atilmigtir. Conformable kesirsel mertebeden tiirev de bu yeni
tiirev tanimlarindan birisidir. Literatiirde conformable kesirsel mertebeden diferansiyel denklemlerin
¢oziimlerinin varhigi-tekligi, ¢6ztim yontemleri, vs. ile ilgili birgok ¢alisma yapilmis olmasina ragmen
bu tiir denklemlerin popiilasyon dinamigindeki uygulamalar1 ¢ok azdir.

Bu durum ise bizi conformable kesirsel mertebeden dinamik sistemlerin popiilasyon
dinamigindeki uygulamalarina itmistir. (11) modeli i¢in parametre degerleri biyolojiden bagimsiz
alinarak matematiksel olarak dogrulugu arastirilmustir. Model popiilasyon dinamikleri igin var olan
bir¢ok dinamik davranist (Kararl durum, kaos) basaril bir sekilde yansitmaktadir.

Yazarlarin Katkisi

Caligmaya her iki yazar da esit oranda katki sunmustur.

Cikar Catismasi1 Beyam

Yazarlar arasinda herhangi bir ¢ikar ¢catismasi bulunmamaktadir.
Arastirma ve Yayin Etigi Beyam

Yapilan ¢alismada arastirma ve yayin etigine uyulmustur.
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