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Orginal Scientific Paper
In this study, the continuous contact problem of two layers which are rested on an elastic semi-infinite plane loaded by two rigid blocks is analyzed. In the
problem, all surfaces are considered frictionless and the mass forces of the layers are included. The analytical solution of the problem is performed by using
elasticity theory and integral transformation techniques, firstly. The initial separation loads A, initial separation distances X, and normal stresses oy which
occur the layers and between the substrate and the elastic semi-infinite plane are obtained. Then, the finite element model of the problem is constituted with
the ANSY'S program. The results obtained from the analytical solution are compared with those obtained from the finite element model. The results are
shown in table and graphs.
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ELASTIK YARI SONSUZ DUZLEM UZERINE OTURAN IKi TABAKANIN ANALITIK YONTEM
VE SONLU ELEMANLAR YONTEMI ILE SUREKLi TEMAS PROBLEMi ANALIZi

Orijinal Bilimsel Makale
Bu caligmada, iki rijit dikdortgen blok ile yiiklenmis elastik yari sonsuz diizlem {izerine oturan iki tabakanin siirekli temas probleminin analizi yapilmgtir.
Problemde tiim yiizeyler siirtinmesiz kabul edilmis ve tabakalarm kiitle kuvvetleri dahil edilmistir. Oncelikle elastisite teorisi ve integral doniisiim teknikleri
kullanilarak problemin analitik ¢6ziimii yapilmistir. Tabakalar arasinda ve alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem arasinda meydana gelen ilk ayrilma
yiikleri A, ilk ayrilma uzakliklart X, ve oy normal gerilmeleri elde edilmistir. Daha sonra ise problem sonlu elemanlar yonteminin kullanildigi ANSY'S
paket programi yardimiyla modellenmistir. Analitik ¢6ziimden elde edilen sonuglar, sonlu elemanlar yontemi kullanilarak elde edilen sonuglarla
kiyaslanmistir. Sonuglar tablo ve grafikler halinde gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Siirekli Temas, Elastik Tabaka, Rijit Blok, Integral denklemler, Sonlu Elemanlar Metodu

1 Girig yliklenmis  elastik  tabakanin  siirtlinmesiz ~ temas
problemini incelemistir [4]. Ozsahin ve Tagkiner, rijit {i¢
Miihendislikte pek ¢ok durumda yapi elemanlar blok ile yiiklenmis elastik yar1 sonsuz diizlem iizerine
birbiri ile temas halindedir ve yiikler yapilarin farkli Oturan tabakanin temas problemini incelemislerdir
elemanlar1 veya bolimleri arasindaki temas ile aktarilir. [5].Literatiirde elastik yar1 sonsuz diizlem {izerine oturan
Bu nedenle temas problemleri pratik 6neme sahip farkli yiikleme oOzelliklerine sahip elastik tabaka veya
miihendislik  yapilarinda genig uygulama alanlan tabakalarin siirtlinmesiz stirekli ve siireksiz temas
bulmuslardir. problemlerine siklikla rastlamak miimkiindiir [6-14].
Temas mekanigi konusunun Hertz tarafindan 1882 yilinda
yazilan “Elastik Cisimlerin Temas1” adli makale ile
basladig1 soOylenilebilir. Hertz’in yapmis oldugu bu
calisma siirtiinmesiz ylizey ve tam elastik cisimlerle

Bilgisayar teknolojisinin gelismesi ile birlikte,
analitik ¢oziimlerde karmasik matematiksel denklemlerin
¢oziilmesi daha kolay ve daha kisa siirede gerceklestigi

simirlandirilmigtir  [1]. Ratwani ve Erdogan, degisik
profillerdeki blok ile bastirilan ve elastik yarim diizleme
oturan sirtlinmesiz ~ diizlemsel temas problemini
incelemislerdir [2]. Gegit ve Gokpnar, rijit dairesel bir
mesnete oturan elastik tabakanin temas problemini,
tabaka ve mesnetler arasinda siirtinme olmadig1 temas
ylzeyleri boyunca sadece basing gerilmelerinin
aktarildig: varsayilarak incelemislerdir [3].
Giannakopoulos ve Pallot, elastik yar1 sonsuz diizlem
iizerine oturan silindirik rijit bir blok araciligi ile

* Corresponding author.

igin arastirmacilar, problemlerin ¢6ziimiinde yaklasik
yontemler kullanmaya baglamiglardir. Bununla birlikte
calismalarin sayist onemli 6l¢iide artis gdstermistir. Sezer,
ANSYS Sonlu Elemanlar paket programini kullanarak
temas eden sistem yapi elemanlarint modellemis ve
ANSYS paket programi igerisinde bulunan degisik temas
algoritmalar1 ve temas elemani uygulama segeneklerini
irdelemistir [16]. Kanber, iki boyutlu temas problemlerini
gecis elemanlar1 kullanarak Sonlu Elemanlar Metodu ile
incelemigtir [17]. Yaylaci, diizgiin yayili yiik ile yiikli
simetrik iki ¢eyrek diizleme oturan iki elastik tabakanin
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stirtinmesiz temas problemini elastisite teorisine gore
incelemis ve ayni problemi sonlu elemanlar yontemini
kullanan ANSY'S paket programi ile analiz etmistir [18].
Polat vd. Elastik yar1 sonsuz diizlem iizerine oturan iki
dikdortgen  blok  ile  yiiklenmis  fonksiyonel
derecelendirilmis tabakadaki siirekli temas problemini
sonlu elemanlar yontemi ile incelemislerdir [19]. Yine
literatiirde sonlu elemanlar yontemi ve ANSY'S gibi paket
programlar yardimi ile ¢oziimlenen pek cok caligmaya
rastlamak miimkiindiir [ 20-28]. Bu ¢alismada amag, iki
rijit dikdortgen blok ile yiiklenmis elastik iki tabakanin
stirekli temas problemini her iki yiizey iginde analitik
yontem ve sonlu elamanlar yodntemi ile inceleyerek
sonuglart kiyaslamaktir. Problemde hem tabakalar hem
elastik yar1 sonsuz diizlem homojen ve izotroptur.

2 Problemin Analitik Goziimii

Problemin ¢oziimiinde ilk olarak denge denklemleri,
blinye denklemleri, yer degistirme ve sekil degistirme
bagmtilar1 yardimiyla Navier denklemleri elde edilmistir.
Navier denklemlerine, Fourier integral doniisiim teknigi
uygulanarak bir grup adi diferansiyel denklem takimi elde
edilmistir.

Tekil integral denklemlerin ¢oziimiinde ise Gauss-
Chebyshev integrasyon formiillerinden faydalanimistir.
Dis yikler P ve Q tabakalara iki diz blok ile
aktarilmaktadir. (400, —0) araliginda uzanan
h; ve h, yiiksekligindeki siirtiinmesiz iki tabakaya ait
geometri ve eksen takimi sekil 1°de goriilmektedir.
Problemin ¢ézlimiinde tabaka yiikseklikleri esit alinmistir.
Genel denklemler:

y lP

degistirme bilesenlerini, y, ve k, ise kayma modiillerini
ve elastik malzeme sabitlerini gostermektedir. , elastik

tabakalara ait malzeme sabitlerinin diizlem sekil
degistirme halinde x, =(3-4uv,), diizlem gerilme halinde
ise x, =(3-v,)/(+v,) oldugu bilinmektedir. v, poisson
oranim1 gostermektedir (k=1,2). 1lve 2 indisi elastik
tabakalar1 gostermektedir.

u,ve v, kiitle kuvvetlerinin dahil edilmesi durumunda
meydana gelen yer degistirmeleri, u,ve v, ise kiitle
kuvvetinin ihmal edilmesi durumunda meydana gelen yer
degistirmeleri gostermektedir. Toplamda meydana gelen
yer degistirmeler ise asagidaki gibi tanimlanabilir.

Uu=u,+Uu, (3)

V=V, +V, 4)

Navier denklemlerini adi diferansiyel denklem
takimina doniistiirmek ve ¢dziimii kolaylastirmak i¢in yer
degistirmeler u(x,y) ve v(X,y), bilinmeyen fonksiyonlar
U =(a,Y),V =(a,Y) "nin Fourier déniisiimleri olarak
tanimlanirsa asagidaki esitlikler elde edilir.
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Sekil 1. Problemin geometrisi

24, 0 ,0u, oV
vau + K k. Dy 1
H VY (. —1) 8X( o 8y) @
2u, 0 ,0u, 0V
VZV +—k_ _k+_k = 2
HV oV (. 1) ay( o ay) A9 (2)

burada p,g y ekseni dogrultusundaki kiitle kuvveti , p,

ve g ise sirasiyla tabakanin yogunlugu ve yer cekimi
ivmesidir. u, ve v, , x ve y ekseni dogrultularindaki yer

iax

v, (x,y):% Tvl(a,y)e da (6)

Burada i =+/~1"dir. (5) ve (6) nolu denklemlerde
verilen yer degistirmelerin tiirevleri (1) ve (2) nolu
denklemlerde yerine yazilip elde edilen ikinci dereceden
diferansiyel  denklemlerin  ¢oziimiiyle x ve 'y
dogrultularindaki yer degistirmeler asagidaki gibi
bulunur.
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0 "U“y

1 7. ‘
)= e -alZeme 2y,
2r °, a a « @)
éic, o, (4 e
a a a
) *‘a‘y

1.
V. (X,y)=— | {ie +B
a(e9)= - [lie [A+BY] .
+ie”Y[C, + Dy)Je dax
1 ve 2. tabakalar igin gerilme denklemleri Hooke

Kanunlar1 ve (7) ve (8) nolu denklemler kullanilarak
asagidaki gibi elde edilebilir.

o, (% Y)= -2”—7;_100e“"x{e"”“y{-Z/A1 lo|+B[(x; +3)
-2Ja]yI}+€P{2C |a|+ D[(x,+3) (9)
+2|a|y]} o

ay, (% y)= ;_;[_T eiax{e-‘a‘y{'ZAi |a| +B[(x -1)

-2|a|yI}+€“"{2C |a|+ D|[(x; -1) (20)

+2|a| yI}Hda
Tyy, (X Y) = L T e eV 2AC +B, [-M(Ki +1)
" 27 % o

+2ay]}+e“Y{2C.a+D, [M (x, +1)
a

+2ay]}Ha (11)

Sekil 1a’ da verilen eksen takimina gére y=-oo
durumunda yer degistirmeler sifirdir ve elastik yar1 sonsuz
diizlemin elastik sabitlerinin 4;,0; olmasi durumunda

elastik yar1 sonsuz diizlem icin gerilme ve yer degistirme
bagintilar1 asagida gosterildigi gibi elde edilebilir.

v =5 [EEVABY da (2

1%
U, (%,y) = —— | {ie V[AJZ—'
- (13)
+8,(+ 2y peiengq
(24 (24
7, = -;—;ieiax{e‘“‘y{ZAs|a|+ Bl +d
+ 2|a| yI}}ea
0y, =45 [ &V 2R o]+ B (x, 1) )

+2|aly]}}da

Ty, (6 Y) = 22 [ XV 2 Ac +

- (16)

B3[M (x;+1) +2ay]}da
o

1, 2, 3 numarali indisler sirasiyla 1. tabaka, 2. tabaka
ve elastik yart sonsuz diizlemi temsil etmektedir.
A, B;,C, veD,(i=12,3) bilinmeyen Kkatsayilar ise

problemin sinir kosullart kullanilarak belirlenmistir. Kiitle
kuvvetinin dahil edilmesi durumunda 1. tabaka ve 2.
tabaka igin o, boyutsuz gerilmelerine dahil edilecek

degerler asagidaki gibi elde edilebilir [13] .
oy, =,9(y—h) (17)

Oy, =-pgh +p,9(y-h,) (18)

Sonug olarak toplam gerilme degeri asagidaki gibi
yazilabilir.
Oiy = Oyn T Oiyp (19)

Asagida verilen sinir sartlart kullanilarak bilinmeyen
katsayilar elde edilmistir.

-p() alxb
ayl(x, h) =<-q(x) c(x(d (20)
0 -oo{x{a, b{x{c, d{x{w
7, (x,h)=0 -0 < X <00 (21)
7,, (X,hy) =0 -0 < X <0 (22)
Txyz (X, 0) =0 - OO< X<OO (23)
7, (x,h,)=0 -o0(X(o (24)
oy, (x,hy) = Jyl(xl h,) - 00{ X(0 (25)
[V, (%, h)-vy(x,h,)] =0 -oo<x<oo (26)
7,,(x,0)=0 - 00 X(00 (27)
[V,(x,0)-V,(x,0)]=0  -oo<x<ow (28)
o, (x,0)=0, (x0) - oo X(o0 (29)
0
&[vl(x, h)]=0 a<x<b (a)
%[vl(x, h)]=0 c<x<d (b) (30a-h)

p(x) ve q(x) sirasiyla 1.ve 2. blok altindaki bilinmeyen

temas gerilmeleridir. Probleme ait denge sartlart :
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b
[p9dx=P (@

d
[aydx=Q  ® (31a-b)
olarak tanimlanmaktadir. Bilinmeyen temas

gerilmelerinin belirlenebilmesi igin (30a-b) nolu sinir
sartlart kullanilmistir. Elde edilen katsayilarmm bu sir
sartlarinda yerlerine konulup gerekli diizenlemeler
yapilarak;

1+x 1
11 d k 1_ =
jp(to t{ 09,6 += (ti_xi)}
1+, 1 |
___jq(t )dt, {k( )+ 2 —(tz-Xl)}o (32)
a<x<b
1+ 1
———fp(tl)dti[k Cat) = (tl-xz)}
I+ 1
___jq(t )dt, {k(xz,t)+ 4 (L-x 2)} 0 (33)
c<Xx,<d

(32) ve (33) nolu integral denklem takimlari elde
edilmistir.

Denklemde gecen K, ¢ekirdegi asagidaki gibi

tanimlanmistir.

k(%) = [{{160° (L+ 1+ x)((e " —&* — dae ™"
0

(h-h,))1+x,)ma(-1- &, — 1+ x,)mb
+e" (1+ &, — (L+ x,)mb) + 27
(=2ah,1+ ;) + (L+ &,)mb)) + ("

+e 7 — 2072 Y (14 i )1+, + L+ k)
mb+e ™™ (1+ «, — (L+ x,)mb) + 2e >
(1+2a°h?)(~1-&,) + 2ah, + (L+,)
mb))} A-(L+ &)/ GH{sin a(t — x)}da (34)

A =—64a°{[-e "™ - 2(2ah - 2ah,)e*"*™ + "]
(@+x)[e "™ ((L+x,) - (1+x,)mb) — (L + &)
1+ x,)mb) — 267%™ (-1 + 2a’h)(L+ &,) +
2ah, (1+ x,)mb)] +[e™" — 2(1+ 2a*(h— h,)?)
gt et (L+ &, )mafe ™ ((L+&,) —
(1+x,)mb) — ((1+«,) + (L+ x,)mb)
267%™ (=2h,(1+ &,) + (L+ x,)mb)]} (35)

Integral takiminin sayisal ¢oziimii i¢in asagidaki
boyutsuz biiyiikliikler tanimlanmustir.

a<x <b,c<x <d

b-a b+a b-a b+a
X, =——I +—— =——S +—— 36
F R b=rs— (G9)
d- d+c d-c d+c
Xzle’z-i-— t2:782+T (37)
_ p(s, _4a(s,)
//h G.=""p/n 8
ma:ﬁ mb = £& (39)
M H,

Tanimlanan bu boyutsuz biiyiiklikkler (32) ve (33)
nolu integral denklemlerde yerlerine yazildiginda;

j gl(so dsl +[my(1;,s,)
G g g ) S s m, )
7(51"‘) 7
2
1+x) 1 B
* 4 . d-c d+c, .b-a +a]_0(40)
[232+2]—[2E+2]
j gl(sl) ds My (r,.,)
+(1+K'l) 1 1
4 [b-as+b+a]_[d-cr+d+c]
2 2 2 2 2
jgz<s2) = ds, [m,(1,.5,)
(1+ 1) 1
YR 1=0 (41)
[T(Sz'rz)]
(r,s) =k (x,t), m,(r,s,) =k (x,t,) (42)
(rz's1) = k1(X2!t1)v m4(rz’ Sz) = kl(XZ’tZ) (43)

denklemleri elde edilir. Burada g(s) rijit blok iizerinde
ortaya ¢ikan boyutsuz temas gerilmesidir. g(s) s=+1’de
tekillige sahip oldugundan integral denklemin indeksi
+1°dir [15].

0,5)=G,(s)/L-5)" (1<s<1) (i=12) (@4)
olarak alnabilir. Uygun Gauss-Chebyshev integrasyon
formiilleri kullanilacak olursa (40) ve (41) nolu
denklemler;
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ZWG (Sll) [m (rlasl)
(1+K‘1) 1
! 4 B(s -r)]
2 i T 11
ZWG (52| [m (1,s,)
(1+1c1) 1 3
* 4 [d-cs +d+c]_[b-aIr +b+a]]_0
2 42 2 U2
G=1,..., n-1) (45)
Zwe(sl.) 2 m,(5) + L5
1 1-
[b—a +b+a]_[d—cr +d+c]
2 3T 2 42
. d-c
zWiGz (Szi)_h[m4(r2 'S,) +
i=1
(1-;1(1) — 1 1=0
[T (Szi - r2j)]
G=1,..., n-1) (46)
seklini alir.
n b_
Y NG (s) = =1 (@
T 2h
zﬂWG (52,) —Q/P (b) (47a-h)
i=1
olarak elde edilir.
Bu esitliklerde;
1
Wy, =W, W, =W, =
. 2n-2 (48)
W=—7>  1=2,.... ,n-1
n-1
-1 .
SL_:SZ_—COS(—ﬂ) i=1.,n @)

n-1

j-1 .
rlj:rzjzcos(2 27:) j=1.,n-1(b) (49a-b)

olarak tanmimlanmgtir. Boylece  (45) ve (46) nolu
denklemlerden n bilinmeyenli n tane denklem elde edilmis
olur. Integral denklemlerden p(x) ve q(x) bulunduktan
sonra elastik tabakalar ve alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz
diizlem arasindaki o, (x,h,) ve o, (x,0) gerilme dagilisi

oy, (x.h )—-—- jk (x,t) p(t)dt, -
= j k,(x,t,)q(t,)dt, (50)
T C
-0 <X <00
ayz(x,0>=-%-1”2 j ke(x, 1) P -
1 — jk (t,)q(,)dt, (51)
-0 < X<oo

elde edilir. Burada 4, A, yiik faktorleri olup

P
= (52)
A plghl
P
S (53)
& Aah + p,ah,

bagitilarindan  elde  edilmistir.  k,(x,t) ve ky(x,t)

denklemlerin  ¢ekirdekleri olup asagidaki  gibi
belirlenmistir.

ko (x,1) = [[128a° (" (-1+ a(h-hy)) + &7
0

(L+a(h-h))A+ ) e ((L+ ;)
- (L+ K,)mb) + & " ((L+ &) + (L+ &, ) mb)
2e" "% (14 2a°h?) L+ K,) - 2ah,
(I+x,)mb)]/(cosa(t - x))de (54)

K,(x,t) = T{-256a3[(1+ ah,) + %" (-1+ ah,)]

1+ x,) A+ K, )mb[e ™"
(-1+ a(-h+h,)) +e "2
A+a(-h+h)I} (55)

Tabakalara ait ara yiizeydeki ilk ayrilma yiikii ve ilk
ayrilma uzakliginin belirlenebilmesi i¢in (50) nolu
ifadenin sifira esitlenmesi, alt tabaka ve elastik yar1 sonsuz
diizlem arasindaki ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrilma
uzakliginin belirlenebilmesi igin ise (51) nolu ifadenin
sifira esitlenmesi gerekir. Bu esitligi saglayan x uzaklig1
ilk ayrilma uzaklig1 ve buna karsilik gelen yiik faktorii de
kritik yiik faktorii olarak ifade edilmistir.

P

o = (56)
plghl
P
e (57)
P+ p,gh,
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Sekil 2. Problemin Q=2P durumuna ait ANSYS Modeli

3 Problemin Sonlu Elemanlar Yontemi ile Coziimii

Temas problemlerinin  ¢6ziimiinde, bilgisayar
teknolojilerinin gelismesiyle birlikte o6zellikle sayisal
analiz yontemleri siklikla kullanilmaktadir.  Sonlu
elemanlar yontemi bu yontemler igerisinde en yaygin
olarak kullanilan yontemlerdendir. Sonlu elemanlar
yonteminde, par¢anin biitiinii yerine boliinmiis ¢ok sayida
eleman iizerinde ¢Oziimler yapilir ve sonuca ulagilir.
Sonlu elemanlar yontemi ile sayisal analiz islemi
yapilirken problemin ¢oziimii igin birgok islem
gerceklestirilmektedir. Islem asamalar;; problemin
geometrisinin olusturulmasi, eleman tipinin belirlenmesi,
malzeme Ozelliklerinin  atanmasi, modelin  sonlu
elemanlara ayrilmasi, bloklarin {ist kismindaki diigiim
noktalarmm diisey yer degistirmelerinin  birbirine
baglanmasi, temas yiizeylerinin tanimlanmasi, sinir
kosullarinin  belirlenmesi ve yiiklemenin yapilmasi
seklinde gerceklesmektedir. Problemin sonlu eleman
modeli 2 boyutlu diizlem sekil degistirme problemi olarak
tanimlanmis ve geometrik model ANSYS standart menii
araglartyla olusturulmustur. Eleman tipi olarak ~ 8-node
PLANE 183 kullanilmigtir. Sonlu elemanlara bdlme
isleminde her ¢izgi 0.05 araliklara bolinmiistiir. Ayrica
blok-tabaka, tabaka-tabaka, tabaka-elastik diizlem
arasinda temas ¢iftleri tanimlanmustir. Bu ¢iftler temas ve
hedef elemanlari olarak ikiye ayrilir. Temas CONTA 172,
hedef ise TARGE 169 elemanlar1 olarak secilmistir. Bu
calismada ~ ANSYS  paket  programimin  temas
yiizeylerindeki  davranisina  yonelik  farkli  temas
algoritmalarindan Lagrange Metodu kullanilmistir.
ANSYS ¢6ziim i¢in kullanilan malzemelerin 6zellikleri
Tablo 1’de verilmistir.

Tablo 1. Malzeme ozellikleri

Eleman Elastisite Modiilii (MPa) Poisson Orani
Rijit Bloklar e’ 0.25
Tabaka 1 25000 0.25
Tabaka 2 50000 0.25
Elastik Diizlem 25000 0.25

4  Sonuglar

Bu calismada o6ncelikle iki rijit blok ile yiiklenmis
elastik yar1 sonsuz diizlem iizerine oturan homojen iki
tabakanin siirekli temas problemi analitik yontem ile
incelenmigtir.  Problemin analitik ¢6ziimiinde integral
denklemler Gauss-Chebyshev integrasyon formiilleri
yardimiyla sayisal olarak ayri ayri ¢oziilmiistiir. Analitik
¢oziimde bloklara etki eden yiik oranlar1 ve bloklar arasi
mesafe degisimine bagl olarak ilk ayrilma uzakliklari ve
ilk ayrilma yiik degerleri hesaplanmis ve grafikler
cizilmistir. Yine farkli yiik oranlarinda bloklar arasindaki
etkilesimin sona erdigi mesafeler hesaplanmig ve tablo ile
bu degerler verilmistir. Daha sonra ise sonlu elemanlar
yontemi ile sayisal analiz iglemi yapan ANSYS paket
programi yardimi ile problem modellenmis ve her iki
¢oziimden de elde edilen sonuglar grafiksel olarak
karsilastirilmistir. Sonlu elemanlar yontemi ile problemin
¢ozlimii, analitik ¢6zlim ydntemine gore daha kolay ve
zaman bakimindan daha kisa siirede gerceklesmistir.

-2.5

(1) Q=1.5P X, ~6.794 L, =49.664

(2)Q=2.0p X, =6.798  A,=38.062

15 —| (3)Q=25P X =6.801  %,=30.854

Sekil 3. 7,,(x,0) boyutsuz gerilme dagiliminin yiik oranlari ile degisimi
(k1= Kp=K3=2, Hy/ 1y = 2, n3/u,=0.5, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5,
(c-b)/h=1, hy/h;=1)
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3
(3)

(1)Q=1.5P @ X650 2,~113.028
() Q=2.0p X=6.550  1.,,~86.998
2 |
(3) Q=2.5pP 0 X, =6.550  A,=70.713
6>'(X’h2)7
P/h
(3)
+ @

Sekild. 6,(x,h;) boyutsuz gerilme dagiliminn yiik oranlar ile degisimi
(k1= K=K3=2, Uy /1y = 2, U3/ p,=0.5, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5,
(c-b)/h=1, h./h,;=1)

2

(1) (c-b)h=1
A6 — x,=6.65 ,1,=30.342

(2) (c-b)/h=3
Xe=4.95, 1,=22.113

42 | (3)(c-b)yh=6
X, =7.85 h=31.405
Gy(x,O)
P/h
-0.8 —| (1)

(2)
)

0 4 <h 8 12

Sekil 5. a,, (x,0)boyutsuz gerilme dagiliminmin bloklar arasi mesafe ile

degisimi (1= 1= K3=2, 1 /1y = 1, p3/Mp=1, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-
¢)/h=0.5, Q=2P, hy/h;=1)

25
(1) (c-byh=1
2 | x,=6.05,1,=46.201
(2) (c-byh=3
4 x,=5.00,,=32.068
() (c-b)h=6
A5 x =811 A,=47.908
Gy(x,hz) 4
P/h
1 —
. (1)
(2)
3)
05 —|
. §:/I

0 4 8 12

Sekil 6. o, (X,h;) boyutsuz gerilme dagiliminin bloklar aras1 mesafe ile
degisimi (;= k2= K3=2, /Wy = 1, pa/p2=1, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-
¢)/h=0.5, Q=2P, hy/h;=1)

Sekil 3-4’te alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem
ve tabakalar arasindaki ilk ayrilma yiikii ve uzakligimin
yiikk oram ile degisimi goriilmektedir. Grafiklerden de
goriildigii gibi yiik orani arttikga her iki temas yiizeyinde
de ilk ayrilma yiikleri azalmakta, ilk ayrilma
uzakliklarinda ise  tabakalar arasinda  farklilik
gozlemlenmezken, alt tabaka ve elastik yari sonsuz
diizlem arasinda ¢ok kii¢iik oranlarda artis goriilmektedir.
Blok altlarinda olusan gerilmeler her iki temas ylizeyinde
de artig gostermistir ancak tabakalar arasinda meydana
gelen gerilme degerleri daha biiyiiktiir. Sekil 5-6’da alt
tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem ve tabakalar arasinda
meydana gelen temas gerilmeleri bloklar arasindaki
mesafe degisimi gdz Oniine alinarak incelenmistir.

Yine temas yiizeyleri arasinda ayrilmalara sebep olacak
ilk ayrilma yiikii ve ilk ayrilma uzakliklar1 bulunmustur.
Bu durumda her iki yiizey arasindaki ilk ayrilma
uzakliklar1 birbirine cok yakin ¢ikmis ancak tabakalar
arasinda ilk ayrilmaya sebep olan kritik yiik degerlerinin
alt tabaka ve elastik yari sonsuz diizlem arasinda
ayrilmaya sebep olan kritik yiik degerinden daha biiyiik
oldugu goriilmistiir.

Her iki temas yiizeyinde de (c-b)/h=1 olmasi
durumunda ilk ayrilmalar ikinci blogun sag tarafinda
gergeklesmesi beklenirken, (c-b)/h=3, (c-b)/h=6 olmasi
durumlarinda ilk  ayrilmalarmm  bloklar  arasinda
gergeklesmesi beklenmektedir. Bloklar arasindaki mesafe
belirlenen bir limit degerden biiyiik oldugunda bloklarin
beraberce incelenmesine gerek kalmamaktadir. Bu
durumda her blok ayr1 bir problem olarak incelenebilir.

Sekil 7,8’de alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem
ve tabakalar arasinda meydana gelen temas gerilmeleri
Q=2P olmasi durumunda analitik ve sonlu elemanlar
¢Oozimili grafiksel olarak incelenmistir.  Grafikler
incelendiginde iki farkli yontemle elde edilen sonuglarin
birbiriyle olduk¢a uyumlu oldugu goriilmiistiir.

Analitik Cozim X,=6.798 LA, =38.062
------ SEM Coziim X,=6.783  A,=36.514

[AY

Gy(X,O) -
P/h

0.8 —|

04 —

x/h

Sekil 7.0.,(x,0) boyutsuz gerilme dagilimi (1, = 1= K3=2, Ko/ Py = 2,
uz/p, =0.5, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1, h./h;=1)
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Tablo 2. Alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem ara yiizeyinde iki blok arasindaki etkilesimin son buldugu uzakhgm ((c-b)/h) yiik orani ile
degisimi p,/py = 1, ps/p,=1, ah=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, h,/h;=1)

BLOK 1 BLOK 2
c-b a-Xer. )= (X¢r-b)/h CXer. )N =(x¢r -d)/h
0 L
P 6.8396 62.633 1.6320 62.331 1.6320
2P 6.8392 62.258 1.6321 31.410 1.6320
4P 6.8368 61.510 1.6323 15.728 1.6320
6P 6.8362 60.765 1.6324 10.490 1.6319
8P 6.8360 60.022 1.6327 7.8701 1.6319
-25 8
- | ————— Analitik Géziim X,=6.549 A =86.998
_______ SEM Cézim X,=6550  ).,=85.319 | Analitk Céziim ,
R T N e SEM Géziim
6 —
15 | b
oy(x.hy) g,
P/h n 4 Q
=
i |
2 |
05 = = = == == = = = = = = =
0 \ T \ \ 0 \ \ \ \ \
0 2 4 xh 8 10 12 08 0.4 0 04 08 12

Sekil 8. o, (x,h;) boyutsuz gerilme dagilimi (k1= K= K3=2, /1y = 2, x/h
us/u, =0.5, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1, hy/h;=1) Sekil 10. 2. Blok altindaki gerilme dagilis1 (k;= K= K3=2, Wy /1y = 2,
us/p, =0.5, a/h=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1, ho/h;=1)

i Tablo 2’de alt tabaka ile elastik yar1 sonsuz diizlem

Analitik goziim arasindaki ytlizeyde iki blok arasindaki etkilesimin son
_______ SEM (Céziim

buldugu uzakligm yik ile degisimi goriilmektedir.
Tabloda goriildiigii gibi Q/P oranindaki artis bloklarin
etkilesimini sona erdiren sinir mesafesini etkilememistir.
IIk ayrilma mesafesinin baslangictan uzakhigi ise Q/P
orani ile ¢ok fazla degismemistir. Buna ek olarak Q/P
oranindaki artisg kritik yiik degerinin azalmasina sebep
olmustur.

p(x)/P/h

Sekil 9, 10°’da Q=2P olmasi durumunda bloklar
altindaki temas gerilmeleri verilmistir. Grafiklerde ikinci
blok yiikiiniin birinci blok yiikiinin iki kati olmasi
durumunda ikinci blok altinda temas gerilmelerinin arttig1
goriilmektedir. Bloklar arasindaki etkilesime bakildiginda
en diisiik gerilme degerinin birinci blogun ikinci bloga
yakin  olan  kosesinde  olugsmaktadir.  Grafikler
1 I I I I I incelendiginde iki yontemle de elde edilen sonuglarin

A2 08 0.4 0 04 08 12 uyumlu oldugu gorilmiistiir.
x/h

Bu calismada elastik yar1 sonsuz diizleme oturan
homojen iki tabakanin siirekli temas problemi elastisite
teorisi kullanilarak incelenmistir. Daha sonra problem
sonlu elemanlar yonteminin kullanildigi bir paket

Sekil 9.1.Blok altindaki gerilme dagilisi (i;= K= K3=2, W/ Wy = 2,
us/p, =0.5, ath=3, (b-a)/h=0.5, (d-c)/h=0.5, (c-b)/h=1, hy/h;=1)
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program ile modellenerek elde edilen sonuglar
karsilastirilmistir. Grafikler incelendiginde yiik oranindaki
artisla her iki ayrilma yiizeyinde de ilk ayrilama yiik
degerlerinin azaldigi, temas gerilmelerinin ise arttig1
goriilmektedir. Bloklar arasi mesafenin artirilmasi ve
mesafenin belli bir degeri asmas1 durumunda ise bloklarin
beraberce incelenmesine gerek kalmadigi ve her blogun
ayr1 bir problem olarak incelenebilecegi goriilmiistiir.
Problemin her iki yontemle elde edilen sonuglar
karsilagtirildiginda  ise  birbiriyle  uyumlu  oldugu
goriilmektedir. Sonlu elemanlar ile ¢6zim, analitik
yonteme gore daha kisa siirede ¢6ziim imkani tanidigi i¢in
tercih edilebilir.

Calismanin devaminda malzeme oOzellikleri, tabaka
yuikseklikleri, blok genislikleri gibi pek ¢ok degiskene
bagli olarak ¢oziimler elde edilebilir.
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