
Marxgil Muvazeneli - Buyun:ie Hakkmda 

Dor;. Dr. S. Divitr;ioglu 

Klasik btiytime teorisi ile Harrod - Domar'm post - Keynesgil 
modeli arasmdaki benzerlik Kaid or taraf mdan 1 belirtilmi§ti. Her 
iki teoriye gore karm ttimti tasarruf edilir ve btittin ticretler yogal
bhrsa, kar haddi ekonominin btiytime haddine e§ittir. 

von N eumann'm gene! denge modelinde 2 de aym §eyi gortiyo
ruz. Modele gore ekonominin btittin kesimleri aym btiytime haddi 
ile artmaktad1r ve bu had kar haddine e§ittir. 

von Neumann'm muvazeneli - btiytime teoremi ancak tek maxi
mal btiytime haddinin varhgm1 isbat edebilmekte idi. Ekonominin 
muhakkak bu hadde yonelecegi ise Somuelson, Solow ve Dorfman 
tarafmdan «Turnpike Teoremi» 3 ad1 altmda gosterilmi§tir. 

A§ag1qa yap1lan analiz say1lan bu §ohretli teorem ve teorilere 
yeni bir §ey katmamaktad1r. Analiz orijinal olmak iddiasmdan gok; 
i) modern btiytime teorisini marxgil 1 bir ag1dan incelediginden ve 
ii) sermaye - emek haddi ile btiytime haddi arasmdaki sabit bir ora
m gosterdiginden, dolay1 onemli olabilir : 

Rumuzlar: 

P = Toplam urun 
K = Sermaye 
L = Emek 
k = Sermaye-g1kb oram 

1) N. Kaldor, «Capital Accumulation and Economic Growth» The The
ory of Capital, Editor; F. D. Lutz, Macmillan, London 1963. 

2) von Neumann, «A Model of Gener~! Economic Equilibrium, «R ev iew 
of Economic Studies. Vol. XIII, 1945. 

3) Dorfman, Samuelson, Solow, Linear Programming and Economic 
Analysis, McGraw Hill, New York, 1958. 

4) K. Marx, L e Capital, Alfred Costes, Paris, ( 4a IX - 116, 4b III - 206, 
4c IX -145). 
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g = Bliytime haddi 
a = P 'ye gore marjinal tasarruf egsinimi 
q = Sermayenin organik birle§imi (sermaye - emek haddi) 
I = Yabnmlar 
S = Arbk - k1ymet (kar) 
(3 = S'e gOre marjinal tasarruf egsinimi 
p = Artik - k1ymet (somlirtilme) haddi 
r = Faiz haddi 
'fJ = Kar haddi. 

Tan1mlar: 

Sermaye - g1kb haddi, 

k = _!_{_ 
p k>l 

Harrod - Domar bliylime denklemi, 

O< g < l 

Sermayenin organik birle::3imi, 

K 
q = --

L 

Arbk - k1ymet haddi, 

s 
r =r; 

Kar haddi, 

s 
'fJ = K+L 

Model: 

p 2:: 1 

1 - Cobb - Douglas liretim fonksiyonunu yazahm, 

p = b Kl-'ln L•n 
• 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

(1.1) 

Bu fonksiyonun her iki tarafm1 K ile boltip, tamm a ve b'den 
faydalanahm. 

g = abK-mUn 

I 
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a b = A. bir sabite oldugundan, 

g = A. q-"'' (1.2) 

Bu denklem temel (marxgil) bliylime denklemidir. Denkleme 
gore sermayenin organik birle§imi (sermaye - emek oram) artt1kga, 
bliylime haddi azahr. 

2 - bte yandan, diyelim ki yabr1mlar ayni zamanda arbk - k1y
metin de bir fonksiyonudur. 

I = /3 S 

Bu fonksiyonel bagmbya dayanarak §U marxgil ozde§lik yaz1labilir. 

(2.1) 

(2.1) denklemi bpk1 (1.2) denklemi gibi bir bliylime denklemidir. 
ilki sermayenin bliylime haddini, ikincisi milli lirtinlin bliylime had
dini gostermektedir. Muvazeneli - bliylime igereg'inde her iki bliyli-

' me haddi birbirine e§it oldugundan, 

p = I' ql-'l>t (2.2) 

Burada ( y = ~) bir sabitedir. 

Denkleme gore arbk - k1ymet (somlirlilme) haddi sermayenin 
organik birle§iminin artan bir fonksiyonudur ". Yahut bai;ika bir de
yii;ile sermaye - emek oram iki faktOrlin pozitif verimliligi ile artar
ken, arbk - k1ymet - emek oram da ylikselmektedir ". 

5) H. D. Dickinson, «The Falling Rate of Profit and Marxian Econo
mics» R eview of Economic Studjes, Vol. XXIV, 1957, (5a). 

6) Artik - lnymet haddinin sel'maye ve emegin bir fonksiyonu olU§U §Oy
le gosterilebilir : J. Robinson'un i§aret ettijti gibi «sermaye verimlidir demek
le, sermaye emegi verimli kilmak igin gereklidir, demenin bir farln» yoksa (J. 
Robinson, An Essay on Marxian Economics, London Mcmillan, 1952, s. 18) : 

8 = ¢ (K,L) 

Eger </> ilk dereceden homogen ise fonksiyonun her iki taraf1mn L ile 
boltinmesi sonucu degi§tirmez. 

p = <fl (q) 

C>y!e ise, artik - k.1.ymet haddi sermayenin organik birle§iminin bir fonk
siyonudur. 
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dp 
- = y (1-m) q_,," 
dq 

Fonksiyonun ikinci tlirevi ise, 

d2 p 

d~< O 
q~ 
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(2.3) 

Oyle ise, sermayenin organik birle§imi arttlkQa, artlk - k1ymet had
di ancak azalan bir oranda artmaktadir. 

3 - Marx'a gore kar haddi «iki temel etken tarafmdan belirlen
mektedir : art1k - k1ymet haddi ve sermayenin organik birle
§imi» 7

• Teorinin ham §ekli ile, artlk - k1ymet haddi arttlkQa 
kar haddi artar, sermayenin organik birle§imi arttikQa, kar 
haddi azahr. Bu ifadeyi 3oyle denklemle3tirelim 8 

: 

7J = _ P_ 
q+1 

Diyelim ki, 

·Q = q+1 

(3.1) 

Sermayenin organik birle§imi bliytidiikQe kar haddinin nas1l geli3e
ceg'ini gosterebilmek iQin (3.1) in Q'ye gore k1smi ttirevini alahm. 

(3.2) 9 

7) K. Marx ibid, cilt IX, s. 116. 

8) H. D. Dickinson ibid, S. Divitgioglu, iTctisadi Bii.yume : Ma"·x'in Gorii§
leri ve Har1·od'la Kar§ila§tirma, !stanbul, 1959, s. 67. !. Adelman, Theories of 

Economic Growth and D evelopment, Stanford University Press, 1961, s. 82. 

9) ( 3.2) deki ( Q f~ - p ) teriminin positif oldugunu gosterelim : 

8 p 8 p 
-8q = 8 Q 

oldugundan (2.3)'ii (3.2) de yerine lrnrsak, 

_B1J_= ~ [Qy(l -m ) q-'>n - p] 
8 Q Q2 . 

Ayn ca, 
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Dip - not 9'da isbat edildigi gibi, 

0 7J 
BQ>O 

Ayr1ca (3.2) inin Q ya gore ikinci ttirevini alahm. 

~=_£_L-2~ 
0 Q2 0 Q2 0 Q 

(3.3) 

Bilindigi gibi 

s2 71 
oQ2 < o 

a2 P 

0 
Q2 < 0 9ldugundan, 

Oyle ise, sermayenin organik birle§imi arttikQa kar haddi azalan 
m 1 

bir oranda artar. Eger, bir onceki dip- nota gore, Q = Q2 olursa, 

egrinin ~gimi bir maximuma yakla~1r. 

0 7J --=Max 
oQ 

4 - Kar haddini marxgil btiytime sistemine yerle§tirmek iQin 
deki artik -k1ymet haddini (3.1) de yerine koyahm. 

(q+1) g=/371 - q- (4.1) 

1-m m 
l{=L 

(2.1) 

orant1sma gore soldaki terimi basitle§tirirsek (bize lnsmi tilrevin i§areti gerek
tig-inden bunu yapabiliriz). 

- 1- (mQ-l) 
Q" 

yahut, 

m 1 
Q-Q2 

elde edilir. Q2 oldukga bilyilk bir pozitif pay oldug-undan, 

m 1 

Q> Q" 

Oyle ise, 

~>O 
oQ 

bulunur. 
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Denklemin her iki taraf m1 q ile ~arpahm, 

qg = f3TJQ 

Bunun tam dif eransiyelini allrsak, 

q dg + g dq = f3TJ dQ + (3Q dT/ 

_i:_q_ = 1 
dQ 

. oldugundan, 

d T/ 
_!,_JJ_ _ (3 Q dQ + f3TJ - g 

dQ - q 

Pay pozitif oldugundan, 

dg 
dQ > 0 

ve ayrica 
d2 g 
dq2 < 0 

bulunur. 
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(4.2) 

(4.3) 

Denklem (1.2) ile ( 4.1) aym §eyi gostermektedir. Her ikisinde 
de sermayenin organik birle§imi artbk~a ekonominin bliylime had
di azalan bir oranda artar. (1.2) den farkh olarak ( 4.1) denklemi 
bu durumun sebeplerini ortaya koymaktad1r. Sermayenin organik 
birle§imi haddindeki degi§meler via arbk - k1ymet haddi, kar haddi
ne tesir etmektedir. Kar hadlerindeki degi§meler ise bliylimeyi et
kilemektedir. Bliylime haddi kar haddine uyarak azalan bir oranda 
artmaktad1r. Bundan dolayi egrinin egiminin bir maximuma var
mas1 beklenebilir. 

dg 
d Q- = Max. 

~imdi ( 4.3) tlirevinin payma bir goz etehm. Eger ekonomide 
kar haddinin maximisationu ger~ekle§mi§se pay §U §ekli ahr. 

f3TJ - g 

Oyle ise, sermayenin organik birle§ime gore bliytime haddinin maxi
misation'u ancak, 

g = f3TJ ' (4.4.1) 
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halinde ortaya g1kabilir. Fakat Marx - von Neumann - Leotief ' 0 sis
teminde oldugu gibi «d1§sal nihai yogaltlm» s1f1r ise, yani yog·altlm 
mallar1 da emek iiretmek igin bir girdi olarak kabul ediliyorsa, mar
jinal yogalbm egrisinimi s1f1ra e§it olacagmdan, 

ve 
g='Yj 

bulunur. 

(4.4.2) 

Oyle ise, g = f3ry veya g = 'I'/ §artlan gergekle§tigi vakit ekono
mide tek maximal sermayenin organik birle§imi (sermaye - emek 
oram) ve tek maximal kar had di ile sag'lanan tek maximal bir bti
yiime haddi vardir. Bu tek maximal biiyiime haddi ise kar haddine 
e§ittir. Tek maximal hadleri birer y1ld1zla gi::isterelim. 

g=g':{> 

q=q* 
ry='Yj*' 

Biiyiime haddi, kar haddi ve sermaye - emek 11 haddinin bu 
denli tek maximal hadlere eri§mesi ile ekonomi muvazeneli olarak 
bliyiimektedir. Bu muvazeneli - biiylime von Neumann'm devamh 
maximal btiytime yolu ile aymdir. Uzun stirede ekonomi kendi ser
mayesinin organik birle§imini yani, sermaye stoku ve emek glicti
nlin oramm i::iyle bir §ekilde ayarlar ki, bunun bliylime haddi ile ora
m belirli bir i§in lizerinde olur (sabit olur). Bu I§m von Neumann 
I§mma yakla§Ik olarak benzemektedir. 

Yap1lan matematik gi::isteri ile ekonomide bir Marx - Neumann 
I§mmm varligi isbat edilmekte idi. ~imdi de ekonominin muhakkak 
bu I§ma yonelecegini (Turnpike Teoremi) gi::isterelim. 

Hemen si::iyleyelim ki yeterlik §artl yap1lan analizin igindedir. 
Bir yandan marxgil modele gore «kapitalist bir ekonomide liretimin 
amac1 artlk - k1ymettir» 1 2 • Yani kapitalist daima gogalan bir ar-

10) W. W. Leontief, The Structure of American Economy : 1919 - 1937, 
Oxford University Press, New York, 1951. 

11) R. Solow, «A Contribution to The Theory of Economic Growth» 
Quarterly Journal of Economics, 1956. H. Uzawa, «On a Two - Sector Model of 
Economic Growth», Review of Economic Studies, 1961. 

lZ) K. Marx, ibid, cilt III, s. 206. 
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bk - k1ymet elde etmek iQin tiretim fonksiyonunu S = cf> (K, L) dli
zenler. Ote yandan, 

« .. .. .. lra r gayesi ve rekabet yoluyla mallarm minimum bir maliyet 
ile tiretilmesini sag layan sabit sermayenin kullamld1g1 bir ekonomi, 
kapita list ilretim tarzma hasbr... . .. Kapitalist tiretim tarzi.. eko
nomiyi sabit sermaye kullanmaya zorlar» 1.3 : 

Boylece ekonomide sermayenin organik birle§imi gittikQe ytik,. 
selecektir. ifade edilen iki hususu ozetlersek : 

p = 'P (q) _d f!_ - 0 __ d2_p_ < 0 
d q - ' dq2 

Yani, kapitalistlerin tek amac1 QOgalan arbk - k1ymet (kar) el
de etmek oldugundan, kapitalist tiretim stireci iQinde sermayenin or
ganik bile§imi, yahut sermaye - emek oram gittikQe artmak egili
mindedir. Bu ikili olgunun bir sonucu olarak ekonominin btiytime 
haddi via kar haddi via arbk - k1ymet haddi azalarak artmakla ve 
bir ma:ximuma dogru yonelmektedir. 

Teorem: Arbk - k1ymet haddi ile sermaye - emek oram arasm
daki fonksiyonel bagmbdan dolay1, sermaye - emek haddi ile btiyti
me haddi arasmdaki oran bir sabiteye dogru yakla§Ir. Yukardaki 
isbat, muvazenel - btiytimenin istikran iQin hem gereklilik, hem de 
yeterlilik §artlarm1 gosterir. 

5 - Tek maximal btiytime haddi hakkmda soyliyeceklerimiz bu ka
dar. ~imdi de faiz haddi ile btiytime haddi arasmdaki ili§kiyi 
inceliyelim. Eger Cobb- Douglas tiretim fonksiyonunun K ya 
gore ttirevini ahrsak, 

BP 
-- = b (1- m ) q-m 

aK (5.1) 

I 
Bu lnsmi ttirev sermayenin marjinal ver1mm1 gostermektedir. 

Dikkat edilirse sermayenin marjinal verimi ile arbk - lnymet had
dinin sermayenin organik birle§imine gore degi§mesi arasmda s1k1 
bir benzerlik vard1r. Bundan dolay1 : 

a p a a p 
S-q = /38K 

13) K. Marx, ibid, cilt IX, s. 145. 
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Tabiabyla denge §artlar1 gergekle§tigi vakit sermayenin mar-
jinal verimi faiz haddine e§it oldugundan, 

Bp a - =r -Bq p (5.2) 

Eger (5.2) yi (3.2) deki yerine korsak, 

: Q · ~2 ( Q r ; - P ) 

ya da, 

:Q =~(r;-~) 
Oyle ise, kar haddinin sermayenin organik birle§imine gore maxi
misation'un aym zamanda, 

a 
~=r -p 

e§itligine baghd1r. Marx· von Neuman - Leontief sisteminde a= p 
= 1 say1lacagmdan, 

~=r 

Tabiabyla muvazeneli - btiytime igereginde oldugumuzdan, 

Bu son durum von Neumann'm varm1§ oldugu sonugtur. Muvazene
li - btiytimede tek maximal btiytime haddi, faiz haddine e§ittir. 

KATKI 

Kar haddi ile btiytime haddinin e§anh maximisation'unu Lan
grange garpam (p.) ile gosterelim. 

Max k1lmacak fonksiyon, 

i;iu tahditlere baghdir. 

~ = h (q) 
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Yeni fonksiyonu yazahm : 

z = f (q' 71) + µ, h (q) 

Fonksiyonun k1smi ttirevlerini alt §eklinde gosterelim : 

Z = f+µ,h = O q q q 

Z = f + µ, L= Q 
1/ 7) 

Oyle ise, 

f -h f = 0 
q q 7) 

Eger, 

h = 0 
q 

ise, 

f = 0 
q 

olur. 


