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Öz

Bu çalışmada, ağsız yöntemler için radyal özelliğe sahip yeni bir temel fonksiyon önerilmiştir. Önerilen fonksiyon, iki boyutta, dört farklı 
problemde, ağsız yöntemlerde sıklıkla kullanılan Ters Multikuadrik ve Gauss fonksiyonlarıyla birlikte test edilmiştir. Test problemlerinin 
üç tanesi 2. mertebeden mühendislik problemlerini içerirken son test problemi 4. mertebeden bir mühendislik problemi uygulaması olmuş-
tur. 2. mertebeden test problemlerinde farklı sınır koşulları ve problem türleri incelenmiştir. Yapılan sayısal deneyler, önerilen fonksiyo-
nun Ters Multikuadrik ve Gauss fonksiyonlarına kıyasla daha az nokta sayılarında benzer mertebedeki hatalara ulaşabildiğini göstermiştir. 
Ayrıca nokta sayısının artmasıyla aynı mertebedeki hatalar için kullanılabilecek şekil/ölçek parametresinin (𝜖) diğer iki fonksiyona kıyasla 
daha geniş bir aralıkta seçilebildiği gösterilmiştir. Dolayısıyla, önerilen fonksiyon, ağsız yöntem uygulamalarında bir alternatif olarak kul-
lanılabilecektir.

Anahtar Kelimeler: Radyal özelliğe sahip temel fonksiyon, trigonometri, ağsız yöntemler, Multikuadrik, Gauss

Abstract

In this study, a new radial basis function for meshless method is proposed. The proposed function was tested on four different 2D problems 
along with the two well-known IMQ and Gauss functions. Three of the test problems include 2nd order engineering problems whereas the 
last test problem was a 4th order engineering problem. 2nd order engineering problems were used to investigate the type of boundary con-
ditions and problems. Numerical experiments suggested that similar order of error can be obtained using the proposed function with less 
number of nodes compared to IMQ and Gauss functions. Besides that, with an increase on the number of nodes, the range of shape/scale 
parameter (𝜖) for the proposed function is broader that that for the other two functions. Thus, the proposed function is a good candidate for 
meshless method applications.
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I. GİRİŞ
Günümüzde mühendislik problemlerinin sayısal çözümünde Sonlu Elemanlar Yöntemi [1], Sonlu Hacimler Yöntemi 

[2], Sınır Elemanlar Yöntemi [3], Ağsız Yöntemler [4] gibi farklı araçlar kullanılmaktadır. Özellikle son 30 yıldır süren yo-
ğun geliştirmeler sonucunda, Sonlu Elemanlar Yöntemi artık diferansiyel denklem çözümlerinde standart olarak kullanılan 
bir yöntem halini almıştır [5]. Bunun yanı sıra, bir ağ yapısı gerektirmemesi ve çok sayıda bağımsız değişkenli problemler 
için kolaylıkla uygulanabilir olması, ağsız yöntemlerin uygulama alanını gün geçtikçe genişletmektedir. Ağsız yöntemlerin 
bir kolu olan radyal özelliğe sahip temel fonksiyonlar (RTF), son yıllarda öne çıkan yöntemlerden birisidir [5]. RTF fonksi-
yonların iki temel özelliği olan fonksiyon merkezinden eşit uzaklıkta fonksiyonun aynı değeri alması (radyal) ve fonksiyo-
nun her derecede türevinin olması, bu fonksiyonların uygulama alanını genişletmiştir. İlk olarak Kansa [6, 7], Multikuadrik 
RTF fonksiyonunu diferansiyel denklemlerin çözümünde kullanarak RTF ağsız yöntemlerin mühendislik uygulamalarında 
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kullanılmasının önünü açmıştır. Günümüzde Gauss, Ters 
Multikuadrik, Bessel ve Wendland gibi çok farklı RTF fonk-
siyonlarının mühendislik problemlerine uygulamaları mev-
cuttur [8].

Diferansiyel denklemlerin çözümünde RTF kullanıla-
rak üssel yakınsama hızları elde edilebilmiştir [9]. Fakat bu-
rada önemli olan hususlardan biri, RTF’yi oluşturan ve ge-
nelde 𝜖 ile tanımlanan şekil/ölçek parametresinin optimum 
değerinin belirlenmesidir. Şekil parametresinin küçük de-
ğerleri için daha kesin sonuçlar elde edilebilirken bu değer-
deki düşüş çözümde sayısal kararsızlıklara ve ıraksamalara 
neden olmaktadır [10]. Bu kararsızlıkların giderilmesinde 
Contour-Pade [11] ve RBF-QR [12] gibi temel değişiklik-
ler gerektiren yöntemler dışında, matris değişikliği içeren ön 
koşullandırma (preconditioning) [13] ve noktalar arası iliş-
kinin tüm çözüm bölgesi yerine yerel bir bölge için tanım-
lanması (local support) [14] gibi yöntemler geliştirilmiştir. 
Optimum 𝜖 değeri, problemin ve kullanılan RTF’nin türün-
den, sınır koşullarından, nokta dağılımından ve nokta sayı-
sından oldukça etkilenmektedir. Dolayısıyla, optimum 𝜖 de-
ğerinin belirlenmesi günümüzde üzerinde araştırma yapılan 
konulardan biridir [15-17].

Yapılan çalışmalarda her ne kadar çok sayıda RTF geliş-
tirilmiş olsa da, literatürde trigonometrik fonksiyon temelli 
bir RTF’ye rastlanılmamıştır. Yapılan çalışmada, trigono-
metrik fonksiyon temelli yeni bir RTF ortaya konmuştur. Bu 
RTF, 2-boyutta, dört farklı problemde ve farklı sınır koşul-
larında kullanılarak çözümler elde edilmiştir. Bu çözümler, 
Gauss ve Multikuadrik RTF çözümleri ile kıyaslanarak ge-
liştirilen RTF’nin karakteristik özellikleri belirlenmiştir.

II. SAYISAL YÖNTEM

2.1 Noktasal RTF Yöntemi

Genel bir kısmi diferansiyel denklem Eşitlik (1) ve 
(2)’deki gibi verilebilir:

ℒ𝜙 = 𝑓(𝒙)      𝒙 ∈ 𝛺,
ℬ𝜙 = 𝑔(𝒙)       𝒙 ∈ 𝜕𝛺

(1)
 (2)

Bu denklemlerde ℒ diferansiyel operatörünü, ℬ Dirich-
let, Neumann gibi sınır koşulları operatörünü, Ω çözüm böl-
gesini, 𝜕Ω ise çözüm bölgesi sınırlarını ifade etmektedir. 
Noktasal RTF yönteminde, diferansiyel denklemde çözül-
meye çalışılan bağımsız bilinmeyen 𝜙 ’nin 𝒙𝒊 noktasındaki 
değeri, RTF’nin bu nokta temel alındığında, diğer tüm mer-
kez noktadaki değerlerinin doğrusal kombinasyonu olarak 
Eşitlik (3) ve (4)’teki gibi yazılabilir:

(3)

(4)

Bu denklemlerde; 𝒙𝒊, i’ninci çözüm bölgesi noktasını, 
𝑁𝑐, merkez nokta sayısını, 𝜑(𝒙)   , RTF’yi, 𝑐 ise 𝜙 , 𝜙 ′,… gibi 
bağımsız bilinmeyen fonksiyonların yaklaşık değerinin be-
lirlenebilmesi için hesaplanması gereken sabitleri ifade et-
mektedir. Eşitlik (3) ve (4)’ten görülebileceği gibi, 𝑐 katsa-
yıları sabit olduğundan dolayı 𝜙 ′nın n. mertebeden türevinin 
yaklaşık değerinin belirlenebilmesi için RTF fonksiyonu-
nun n. mertebeden türevinin kullanılması gerekmektedir. 
RTF fonksiyonlarının her dereceden türevleri bulunduğun-
dan dolayı bu işlem rahatlıkla yapılabilmektedir. Eşitlik (3) 
ve (4)’teki denklemler, Eşitlik (1) ve (2)’deki diferansiyel 
denklem ve sınır koşulları denklemlerinde yerine konuldu-
ğunda noktasal yaklaşık çözüm için gerekli olan 𝑐 sabitleri 
Eşitlik (5) kullanılarak elde edilebilir:

(5)

𝑐 sabitleri belirlendikten sonra Eşitlik (3)’te yerine ko-
nularak yaklaşık çözüm elde edilmektedir. Eşitlik (5)’in çö-
zülebilmesi için 𝐴 ≠ 0 olması gerekmektedir. RTF kullanıl-
ması durumunda, 𝐴  matrisi pozitif tanımlı matris olmaktadır 
ve bu durum da bir çözüm elde edilebileceğini göstermek-
tedir. Fakat burada dikkat edilmesi gereken durum; problem 
türü, sınır koşulları, RTF türü, nokta dağılımı, nokta sayısı, 
çözüm bölgesi noktalarının etkileşimde olduğu merkez nok-
tası sayısı vb. etkenlerin 𝐴  matrisinin karakteristiğini etki-
leyerek matrisin determinantının sıfıra yaklaşmasına neden 
olmasıdır (kötü koşullanma –ill conditioning). Bu durum da 
çözümde kararsızlıklar ortaya çıkarmaktadır.

Diferansiyel denklem çözümlerinde sıkça kullanılan RTF 
örnekleri Tablo 1’de verilmektedir. Tablo 1’de 𝑟 = ‖𝑥 − 𝑦‖2, 
çözüm bölgesi noktaları ile merkez noktaları arasındaki me-
safeyi, 𝜀, şekil/ölçek parametresini, 𝐾, ikinci türden değiş-
tirilmiş Bessel fonksiyonunu ve 𝑑 boyutu ifade etmektedir. 
Genel Multikuadrik fonksiyonunda 𝛽 değerinin negatif ol-
duğu durumda fonksiyon Ters Multikuadrik, pozitif olduğu 
durumda ise Multikuadrik olarak adlandırılmaktadır. Çözüm 
bölgesi noktaları, çözüm bölgesi içinde ve sınırlarında ola-
bilirken, merkez noktaları, çözüm bölgesi dışında da olabil-
mektedir. Uygulamalarda, çözüm bölgesi sınırındaki nok-
talar için belirlenen merkez noktalarının, çözüm bölgesi 
dışında olması durumunda hatanın azaldığı gözlemlenmiştir 
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[18]. Bu bulgu henüz herhangi bir teoriye dayanmadığından 
dolayı, genelde yapılan çalışmalarda merkez noktaları, çö-
züm bölgesi noktaları ile aynı koordinatlarda seçilmektedir 
[5].

Nokta sayısı ve dağılımının 𝐴  matrisinin karakteristi-
ğini etkilediğinden bahsedilmişti. Literatürde düzgün, Hal-
ton, Chebyshev, Glacier, Optimal gibi çok sayıda nokta da-
ğılımı yöntemi bulunmaktadır [10]. Örnek olarak, düzgün 
ve Halton nokta dağılımı Şekil 1’de verilmektedir. Halton 
nokta dağılımı durumunda, noktalar çözüm bölgesi içeri-
sinde düzgünvari şekilde rastgele olarak dağılmaktadırlar. 
Bu durumda, tamamen rastgele duruma göre daha kesin so-
nuçlar elde edilmektedir [19]. Şekil 1’de sadece çözüm böl-
gesi noktaları gösterilmekte, merkez noktaları ise gösteril-
memektedir. Yapılan çalışmada, merkez noktaları, çözüm 
bölgesi noktalarıyla aynı koordinatlarda seçilmiştir.

Tablo 1. Diferansiyel denklem çözümlerinde kullanılan RTF 
örnekleri

İsim Formül 𝜑(𝒙)   
Gauss 𝑒−(𝜀𝑟 )   2 𝜀 >0 

Genel Multi-
kuadrik (1+(𝜀𝑟 )   2)   𝛽 𝜀 >0 ,     𝛽 ∈ ℝ \ ℕ0 

Matern 𝜀 >0 ,      

Şekil 1. Çözüm bölgesi içerisinde (o) ve sınırlarındaki (x) örnek 
nokta dağılımı (289 adet nokta için): (a) Düzgün dağılım, (b) 

Halton dağılımı

2.2 Yeni Bir RTF: Sinüs-RTF

Yapılan çalışmada trigonometrik fonksiyon temelli yeni 
bir RTF fonksiyonu oluşturulmuştur. Bu fonksiyon Eşitlik 
(6)’da verilmektedir.

(6)

Sinüs-RTF fonksiyonunun (𝑥 , 𝑦)   ∈  [0 ,1]2 çözüm böl-
gesi içerisinde (0,5,0,5) noktası için davranışı Şekil 2’de 
verilmektedir. 𝜀 parametresinin değeri azaldıkça Gauss ve 
Ters Multikuadrik RTF’de olduğu gibi Sinüs-RTF de yataya 
yakın bir fonksiyon halini almakta ve bu durum 𝐴 matrisi-
nin kötü koşullanmasına neden olmaktadır. 𝜀 değeri arttıkça 
farklı RTF’ler farklı karakteristik göstermektedir. Fakat ge-
nel olarak 𝜀 değeri arttıkça çözüm kararlılığı artmakla bir-
likte hata miktarı da artmaktadır. Dolayısıyla, optimum bir 𝜀 
değerinin belirlenmesi gerekmektedir. 𝜀 değeri arttıkça Ga-
uss ve Ters Multikuadrik fonksiyonların davranışı, çözüm 
noktası civarında sivri bir tepe ve diğer kısımlarda sıfıra ya-
kın yatay bir davranış şeklinde olurken, Sinüs-RTF’in dav-
ranışı sivri tepe dışındaki kısımlarda fonksiyon tanımı iti-
bariyle salınım şeklindedir (Şekil 2). Ayrıca, Sinüs-RTF’nin 
radyal karakteristiği Şekil 2’de gözükmektedir.

Sinüs-RTF fonksiyonunun parçalı fonksiyon olarak ta-

nımlanmasının nedeni,  teriminin 𝑟 = 0 ’ da tanımsız 
olmasıdır. Çözüm bölgesi ile merkez noktasının aynı olduğu 
durumlarda 𝑟 = 0 olmakta ve  terimi tanımsız olmak-
tadır. Bu durumda bir çözüm elde edilememektedir. 𝑟 = 0 
dışındaki (çözüm bölgesi ve merkez noktalarının farklı ko-
ordinatlarda olma durumu) tüm reel sayılar için ise bu fonk-
siyon tanımlı ve süreklidir. Bu tür süreksizlikler, kaldırılabi-
lir süreksizlik olarak ifade edilmekte ve fonksiyonun tanımlı 
olmadığı noktalarda fonksiyonun limit değeri kullanılarak 
giderilebilmektedir. Bu sebepten dolayı, Sinüs-RTF fonksi-
yonu parçalı fonksiyon olarak tanımlanarak 𝑟 = 0 için Eşit-
lik (7)’de verilen limit değeri kullanılmıştır. Böylece fonksi-
yon sürekli hale getirilmiştir. Benzer şekilde, Sinüs-RTF’nin 
farklı mertebelerdeki türevlerinin de diferansiyel denklem 
çözümlerinde 𝑟 = 0 için tanımlanması gerekmektedir. Örnek 
olarak, Sinüs-RTF’nin, Laplace problemi için tanımı Eşitlik 
(8)’deki gibi olmaktadır. Benzer RTF, kosinüs fonksiyonu 
kullanılarak elde edilememektedir çünkü kosinüs fonksiyo-
nunun 𝑟 → 0 durumu için limiti bulunmamaktadır.

(7)

(8)
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III. SAYISAL DENEYLER ve TARTIŞMALAR
Önerilmiş olan radyal özelliğe sahip temel fonksiyon Si-

nüs-RTF’nin davranışı, farklı sayısal problemler için test 
edilmiştir. Bu bölümde seçilen problemler, mühendislik 
problemlerinde sıklıkla karşılaşılan 2-boyutlu eliptik dife-
ransiyel denklemlerden oluşmaktadır. Problemlerin belirlen-
mesinde analitik çözümün olmasına dikkat edilmiş, böylece 
hatanın hassas bir şekilde belirlenebilmesi amaçlanmıştır. 
Problemlerde çözüm bölgesinin (𝑥 , 𝑦)   ∈ Ω =  [0 ,1]2 olduğu 
kabul edilmiştir. Çözümler, düzgün ve Halton nokta dağı-
lımı durumunda ve farklı nokta sayıları için elde edilmiş-
tir. Çözüm bölgesinde hatayı belirlemek için düzgün olarak 
dağılmış 40×40 değerlendirme noktasında, analitik çözüm 
ile sayısal çözümler karşılaştırılarak karesel hata (RMS) ve 
maksimum hata değerleri elde edilmiştir. Karesel hata de-
ğeri Eşitlik (9) kullanılarak hesaplanmıştır.

(9)

Eşitlik (9)’da 𝑛 çözüm bölgesinde bulunan toplam nokta 
sayısını ifade etmektedir.

Temel olarak, Eşitlik (1)’deki ℒ operatörü, değişken kat-
sayılara sahip eliptik bir operatör olarak Eşitlik (10)’daki 
gibi tanımlanabilir. Eşitlik (10), iki boyutta süreksiz (hete-
rojen) ve yöne bağlı (anisotropik) ortamlardaki sızıntı akışı 
mühendislik problemine karşılık gelmektedir.

(10)

Eşitlik (10)’da 𝑎(𝑥 , 𝑦)   = 1 ve 𝑏(𝑥 , 𝑦)    =  1 olarak seçil-
mesi durumunda, standart Poisson problemi elde edilmekte-
dir. Poisson problemi mühendislikte elektrostatik, ısı trans-
feri, akışkanlar mekaniği, difüzyon problemleri gibi birçok 
alanda karşımıza çıkmaktadır. Dolayısıyla, ilk aşamada farklı 
sınır koşulları için Poisson problemi, önerilen Sinüs-RTF 

kullanılarak çözülmüştür. Sayısal sonuçlar, Gauss ve IMQ  
(𝛽 = −0 ,5)   RTF’leri kullanılarak elde edilen sonuçlar ile kar-
şılaştırılmıştır. Böylece, farklı RTF’lerin bu problemlerdeki 
davranışları hakkında bilgi sahibi olunmuştur.

3.1 Poisson Problemi-1
İlk Poisson problemi, Dirichlet sınır koşullarına sahiptir 

ve Eşitlik (11)’deki gibi tanımlanmıştır [20].

(11)

Eşitlik (11)’den görüldüğü gibi, bu problemde 𝑦 = 0 
olan sınır için 𝜙 (𝑥 , 𝑦)   = sin(𝜋𝑥 )   ve diğer sınırlar için ise  
𝜙 (𝑥 , 𝑦)   = 0 Dirichlet sınır koşulları tanımlanmıştır. Bu 
problemin analitik çözümü

(12)

olarak elde edilmektedir. Bu problemde; farklı 𝜖 değerleri 
için Sinüs-RTF, Multikuadrik ve Gauss RTF kullanılarak elde 
edilen karesel hata (RMS) değerleri Şekil 3’de verilmektedir. 
Şekil 3’ten görülebileceği gibi, en düşük karesel hatanın elde 
edildiği 𝜖 değerini RTF türünün yanı sıra nokta sayısı ve nokta 
dağılımı da etkilemektedir. Ayrıca, sayısal yöntemin kararlı-
lığı 𝜖 değerinden oldukça etkilenmektedir. Bu durum, daha 
önceki yapılan çalışmalarda belirtilmiştir [5, 21]. Nokta sayı-
sının artması ve 𝜖 değerinin azalması (fonksiyonun düz yatay 
çizgiye yaklaşması), 𝐴 matrisinin kötü koşullanmasına neden 
olarak Şekil 3’te görülen kararsızlıkları oluşturmaktadır. Bu 
kararsızlıkların giderilmesinde kullanılan farklı yöntemlerden 
“Giriş” bölümünde bahsedilmiştir. Ayrıca, Şekil 3’teki sonuç-
lara bakıldığında, Sinüs-RTF için 10-6’dan daha düşük hata 
değerlerinin elde edildiği 𝜖 aralığının, diğer iki RTF’e göre 
daha geniş olduğu görülmektedir. Bu durumun, özellikle en 
uygun 𝜖 parametresinin belirlenmesinde avantaj sağlayacağı 
düşünülmektedir.

Şekil 2. Sinüs-RTF fonksiyonunun (0,5,0,5) noktası için [0 ,1]2 çözüm bölgesi içerisinde davranışı: (a) 𝜀 = 1, (b) 𝜀 = 10 , (c) 𝜀 = 30 
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Şekil 4’te karesel hatanın, sabit 𝜖 parametresi için nokta 
sayısına bağlı olarak değişimi gösterilmiştir. IMQ, Gauss ve 
Sinüs RTF’ler için sırasıyla 𝜖 = 1, 𝜖 =  2 ve 𝜖 = 4 olarak alın-
mıştır. Nokta sayısı düzgün dağılım için 100’e, Halton da-
ğılım için ise 50’ye kadar arttıkça, Sinüs-RTF kullanılarak 
elde edilen karesel hata, diğer iki RTF’ye göre daha hızlı 
bir şekilde azalmaktadır. Nokta sayısı daha fazla arttığında 
ise hata kararsız ve genel olarak yatay bir seyir izlemiştir. 
Bu durumun nedeni, nokta sayısının daha fazla artmasıyla 𝐴 

matrisinin boyutunun büyüyerek kötü koşullanmasıdır. IMQ 
ve Gauss RTF’lerinde daha fazla nokta sayısı için kararlı so-
nuçlar elde edilerek hatanın azaltılması sağlanabilmektedir. 
Sinüs-RTF ile 80 nokta kullanılarak elde edilen hata mer-
tebelerine IMQ ve Gauss RTF’lerinde 200 ve daha fazla 
nokta kullanıldığı durumda ulaşılmaktadır. Dolayısıyla, Si-
nüs-RTF kullanılması durumunda benzer hata mertebelerine 
daha az nokta kullanılarak erişilebildiği gözlemlenmiştir.

Şekil 3. Farklı nokta dağılımı ve nokta sayısı için 𝜖 parametresine göre karesel hatanın değişimi: (a) 225 nokta düzgün dağılım, (b) 625 
nokta düzgün dağılım, (c) 225 nokta Halton dağılımı, (d) 625 nokta Halton dağılımı

Şekil 4. Farklı nokta dağılımı ve nokta sayısı için karesel hatanın değişimi: (a) Düzgün nokta dağılımı, (b) Halton nokta dağılımı
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Hatanın çözüm bölgesindeki davranışı Halton ve düzgün 
nokta dağılımı durumunda incelenen tüm RTF’ler için Şekil 
5’te verilmiştir. Sonuçlar, 81 nokta için elde edilen değerler-
dir ve sonuçların daha iyi yorumlanabilmesi için renk ara-
lıkları her bir durum için elde edilen maksimum hataya göre 
belirlenmiştir. IMQ, Gauss ve Sinüs-RTF’ler için 𝜖 değer-
leri sırasıyla 𝜖 = 1, 𝜖 =  2 ve 𝜖 = 4 olarak sabit tutulmuştur. 
IMQ ve Gauss RTF’lerin kullanıldığı durumda Halton nokta 
dağılımı, düzgün nokta dağılımına göre daha az hata oluş-
masını sağlamıştır. Ayrıca düzgün nokta dağılımında hata 
genelde sınırlara yakın artış gösterirken, Halton nokta da-
ğılımında bu davranış köşelere yakın gözlemlenmiştir. Si-
nüs-RTF kullanılması durumunda her iki nokta dağılımı için 
IMQ ve Gauss RTF’den daha düşük hata elde edilmiştir. 
Düzgün ve Halton nokta dağılımında ise diğer iki RTF’nin 
aksine hata mertebeleri birbirine yakındır. Hatanın genel 
davranışı incelendiğinde, Sinüs-RTF kullanıldığı durumda 
hatanın sınırlarda yoğunlaşmadığı, aksine tüm çözüm bölge-
sine dağılarak tepecikler şeklinde oluştuğu gözlemlenmiştir. 
Bu davranışın elde edilmesindeki en büyük etkenin, her bir 
nokta için RTF fonksiyonunun çözüm bölgesinde gösterdiği 

davranış olduğu söylenebilir. Bu sebepten dolayı, aynı 𝜖 de-
ğeri kullanıldığı durumda, Sinus-RTF’de nokta sayısı belli 
bir değerin üstüne çıktığında hatada fazla bir değişim gözük-
memektedir. Gauss ve IMQ RTF için ise nokta sayısındaki 
artış, köşe ve kenardaki hataların azalmasını sağlayarak ge-
nel hatanın düşme eğilimine girmesini sağlamıştır.

3.2 Poisson Problemi-2
İkinci Poisson probleminde Dirichlet ve Neumann sınır 

koşulları beraber bulunmaktadır [20]:

Eşitlik (13)’ten görüldüğü gibi bu problemde 𝑦 = 0 ve 
𝑦 = 1 olan sınırlarda Neumann sınır koşulları diğer sınırlar 
için ise Dirichlet sınır koşulları tanımlanmıştır. Bu proble-
min analitik çözümü Eşitlik (14)’te verilmektedir.

𝜙 (𝑥 , 𝑦)   = 1 − 0 ,9𝑥 3                      (14 )   

Şekil 5. 81 nokta sayısı için farklı nokta dağılımında çözüm bölgesindeki hata davranışı: (a) IMQ-Düzgün nokta dağılımı, (b) IMQ-
Halton nokta dağılımı, (c) Gauss-Düzgün nokta dağılımı, (d) Gauss-Halton nokta dağılımı, (e) Sinüs RTF-Düzgün nokta dağılımı, (f) 

Sinüs RTF-Halton nokta dağılımı

(13)
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IMQ, Gauss ve Sinüs RTF’leri kullanılarak elde edilen 
karesel hatanın farklı nokta dağılımı ve nokta sayısı için 𝜖
parametresine göre değişimi Şekil 6’da verilmiştir. Şekil 
3 ve 6’da verilen hata sonuçları kıyaslandığında, en düşük 
karesel hatanın elde edildiği 𝜖 parametresinin, nokta sayısı 
ve dağılımı dışında probleme ve sınır koşullarına da bağlı 
olduğu görülmektedir. Benzer duruma daha önce yapılan 
çalışmalarda da rastlanılmıştır [22]. Bu problemde, nispeten 
düşük 𝜖 değerleri dışında, yüksek 𝜖 değerleri için de sayısal 
kararsızlık bölgesiyle karşılaşılmıştır. Bu duruma Poisson-1 
probleminde rastlanılmamıştır. Yüksek 𝜖 değerleri için 
hatada oluşan kararsızlığın Neumann sınır koşullarından 
kaynaklandığı düşünülmektedir. Bunun dışında, Poisson-1 

probleminde olduğu gibi bu problemde de Sinüs-RTF 
fonksiyonu için hatanın düşük seviyelerde kaldığı 𝜖 
değerleri geniş bir aralıktadır. Bu özellik, Sinüs-RTF için 
diğer fonksiyonlarla kıyaslandığında bir avantaj olmaktadır.

Şekil 7’de karesel hatanın sabit 𝜖 parametresi için nokta 
sayısına bağlı olarak değişimi Poisson-2 problemi için gös-
terilmiştir. RTF’ler için kullanılan 𝜖 değerleri Poisson-1 
problemiyle aynı olarak alınmıştır. Bu problemde hatanın 
nokta sayısına göre değişimi Poisson-1 probleminde gözle-
nen duruma benzerdir. Poisson-1 probleminden farklı ola-
rak, IMQ ve Gauss RTF’ler için nokta sayısı arttıkça hatanın 
aşağı eğimli bir seyir izlemesi daha belirgindir.

Şekil 6. Farklı nokta dağılımı ve nokta sayısı için 𝜖 parametresine göre karesel hatanın değişimi: (a) 225 nokta düzgün dağılım, (b) 625 
nokta düzgün dağılım, (c) 225 nokta Halton dağılımı, (d) 625 nokta Halton dağılımı



Sinüs Radyal Fonksiyon Int. J. Adv. Eng. Pure Sci. 2020, 1: 96-110

103

Şekil 4 ve 7 incelendiğinde, aynı nokta sayısındaki hata 
değerlerinin, tüm RTF’ler için Poisson-1 problemine göre 
yaklaşık 10 kat daha fazla olduğu görülmüştür. Bu durumun 
daha iyi irdelenebilmesi için 81 nokta için çözüm bölgesin-
deki hata davranışı Şekil 8’de gösterilmiştir. Düzgün nokta 
dağılımı durumunda, IMQ ve Gauss RTF’leri için özellikle 
Neumann sınır koşullarının tanımlandığı kenarlarda hatanın 
10-3 mertebelerinde olduğu görülmüştür. Bu durum, Halton 
nokta dağılımında ortadan kalkmıştır. Poisson-1 problemine 
benzer şekilde, hata, düzgün nokta dağılımında kenarlara 
yakın yüksek değerlerdeyken, Halton nokta dağılımında kö-
şelere yoğunlaşmıştır. Dolayısıyla, köşe ve kenarlarda bulu-
nan nokta sayısının artmasıyla hata belirli bir değere kadar 
azaltılabilmektedir. Sinüs-RTF sonuçlarına bakıldığında ise, 
hatanın Halton nokta dağılımı için Poisson-1 problemine 
benzer şekilde genele yayıldığı görülmüştür. Düzgün nokta 
dağılımı için ise Dirichlet sınır koşullarının tanımlandığı ke-
narlara doğru hatanın arttığı gözlemlenmiştir. IMQ, Gauss 
ve Sinüs-RTF için gözlemlenen bu davranışlar, hatanın Pois-
son-1 problemine göre daha yüksek mertebelerde olmasına 
neden olmuştur. Fakat bu davranışların en önemli nedeni, 
nokta sayısına göre en düşük hatayı veren 𝜖 değerinin be-
lirlenerek Şekil 8’in oluşturulmamasıdır. Örnek olarak, Si-
nüs-RTF’de düzgün nokta dağılımı için 𝜖 = 2 değeri seçi-
lerek analiz yapılması durumunda daha düşük mertebede 
genele yayılmış bir hata davranışı gözlemlenmiştir.

Şekil 8. 81 nokta sayısı için farklı nokta dağılımında çözüm 
bölgesindeki hata davranışı: (a) IMQ-Düzgün nokta dağılımı, (b) 
IMQ-Halton nokta dağılımı, (c) Gauss-Düzgün nokta dağılımı, 
(d) Gauss-Halton nokta dağılımı, (e) Sinüs RTF-Düzgün nokta 

dağılımı, (f) Sinüs RTF-Halton nokta dağılımı

Şekil 7. Farklı nokta dağılımı ve nokta sayısı için karesel hatanın değişimi: (a) Düzgün nokta dağılımı, (b) Halton nokta dağılımı
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3.3 Problem 3 – Genel Eliptik Problem (Sızıntı Akışı)

𝑎(𝑥 , 𝑦)   = 2 − 𝑥 2 − 𝑦2, 𝑏(𝑥 , 𝑦)   = 𝑒𝑥 −𝑦 değişkenlerine 
sahip bu genel eliptik problemde Dirichlet sınır koşulları 

bulunmaktadır [20]. Problem tanımı Eşitlik (15)’te veril-
mektedir:

Bu problemin analitik çözümü Eşitlik (16) ile verilmek-
tedir.

𝜙 (𝑥 , 𝑦)   = 𝑥 𝑦(1 − 𝑥 )   (1 − 𝑦)    (16)   
Şekil 9’da genel eliptik problem için karesel hatanın 

farklı nokta dağılımı ve nokta sayısı için 𝜖 parametresine 
göre değişimi verilmiştir. Bu davranış ilk iki test problemiyle 
benzerlik göstermektedir. Bu test probleminde, hata değer-
lerinin 10-8 mertebelerine kadar düştüğü gözlemlenmiştir. 

Fakat burada dikkat edilmesi gereken husus, ilk iki test 
probleminde analitik çözüm değerleri yaklaşık 10-1 merte-
belerinde iken bu problemde 10-2 mertebesinde olmasıdır. 
Dolayısıyla hata değerlerinde meydana gelecek yaklaşık 10 
katlık azalma göreceli olarak benzer davranışa tekabül et-
mektedir. Bu problemde Sinüs-RTF, ilk iki test problemine 
benzer özellikler göstermiştir ve hatanın 10-6’dan daha dü-
şük elde edilebileceği geniş bir 𝜖 aralığı gözlemlenmiştir.

Şekil 9. Farklı nokta dağılımı ve nokta sayısı için  parametresine göre karesel hatanın değişimi: (a) 225 nokta düzgün dağılım, (b) 625 
nokta düzgün dağılım, (c) 225 nokta Halton dağılımı, (d) 625 nokta Halton dağılımı

Şekil 10’da karesel hatanın sabit 𝜖 parametresi için nokta 
sayısına bağlı olarak değişimi genel eliptik problem için göste-
rilmiştir. 𝜖 değerleri ilk iki problemde olduğu gibi; IMQ, Gauss 
ve Sinüs RTF’ler için sırasıyla 𝜖 = 1, 𝜖 =  2 ve 𝜖 = 4 olarak sa-
bit alınmıştır. Genel eliptik problem için karesel hatanın genel 

davranışı ilk iki test problemiyle benzerdir. Bu problemde, Ga-
uss RTF özellikle düşük nokta sayılarında Poisson-2 proble-
mine kıyasla daha iyi bir performans göstermiştir.

Çözüm bölgesindeki hata davranışı 81 nokta için Şekil 
11’de verilmiştir. İlk iki problemle kıyaslandığında düzgün 

(15)
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nokta dağılımı durumunda IMQ ve Gauss RTF’leri için 
hata davranışının farklı olduğu ve hatanın çözüm bölgesi 
geneli boyunca yüksek olduğu gözlemlenmiştir. Diğer du-
rumlar için elde edilen sonuçlar ise Poisson-1 problemiyle 
benzerlik göstermektedir. Şekil 5, 8, ve 11’de verilen hata 
sonuçları incelendiğinde, hata davranışının IMQ ve Gauss 

RTF’leri için problemden ve sınır koşullarından oldukça et-
kilendiği gözlemlenmiştir. Sinüs RTF için ise hata davranı-
şındaki farklılıklar diğer iki RTF için gözlemlenen farklılık-
lar kadar belirgin olmamakla birlikte hatanın bazı bölgelerde 
artış eğiliminde olduğu görülmüştür.

Şekil 10. Farklı nokta dağılımı ve nokta sayısı için karesel hatanın değişimi: (a) Düzgün nokta dağılımı, (b) Halton nokta dağılımı

Şekil 11. 81 nokta sayısı için farklı nokta dağılımında çözüm bölgesindeki hata davranışı: (a) IMQ-Düzgün nokta dağılımı, (b) IMQ-
Halton nokta dağılımı, (c) Gauss-Düzgün nokta dağılımı, (d) Gauss-Halton nokta dağılımı, (e) Sinüs RTF-Düzgün nokta dağılımı, (f) 

Sinüs RTF-Halton nokta dağılımı
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3.4 Problem 4 – 4. Mertebe Eliptik Problem (Kirchhoff 
Plaka Eğilmesi)

Yayılı yük altında eğilmeye maruz kalan homojen, 

yönden bağımsız özelliklere sahip basit mesnetli ince pla-
kada meydana gelen deformasyon Eşitlik (17)’deki diferan-
siyel denklem ile tanımlanmaktadır [23]:

 (17)

Bu denklemde 𝑝 yayılı yükü, 𝐷 plakanın eğilme 
rijitliğini,𝑣 Poisson’s oranını, 𝛼 ise sınırlarda yüzey normali-
nin 𝑥 -ekseni ile yapmış olduğu açıyı ifade etmektedir. Prob-
lemde sınır koşulları olarak deformasyon ve moment sıfır 
olarak tanımlanmaktadır. Problemin analitik çözümü (Na-
vier seri çözümü) Eşitlik (18) ile verilmektedir [23].

(18)

Eşitlik (18)’de 𝑚 ve 𝑛 tek sayıdır. Analitik çözümün 
elde edilmesinde ilk 100 terim kullanılmıştır. Bu değerin 
seçilmesinin nedeni, diğer tüm terimlerin toplam etkisinin  
10-10’dan daha az olmasıdır. Test probleminde 𝑝 /𝐷 =  1 
olarak alınmıştır.

Şekil 12’de plaka eğilmesi problemi için karesel hatanın 
farklı nokta dağılımı ve nokta sayısı için 𝜖 parametresine 
göre değişimi verilmiştir. Test edilen diğer problemlerde 
olduğu gibi IMQ ve Gauss RTF’lerinde hatayı minimum 
yapan optimum bir 𝜖 değeri hem düzgün hem de Halton 
nokta dağılımı için gözlemlenmiştir. Benzer davranış Sinüs-
RTF için 225 nokta sayısında gözlemlenmiştir. Nokta 
sayısı 625 olduğunda ise, diğer test problemlerinde olduğu 
gibi Sinüs-RTF için hatanın belirli bir değerden düşük 
olduğu bir 𝜖 aralığı ortaya çıkmıştır. 625 nokta sayısı ve 
Halton nokta dağılımında tüm RTF’ler için minimum hata 
değerleri diğer test problemlerine kıyasla artmıştır fakat 
bu oran Sinüs-RTF için daha belirgindir. Sonuçların daha 
iyi değerlendirilebilmesi için minimum karesel hata ve bu 
hatanın elde edildiği 𝜖 parametresi değerleri tüm RTF’ler 
için Tablo 2’de verilmektedir.

Şekil 12. Farklı nokta dağılımı ve nokta sayısı için 𝜖 parametresine göre karesel hatanın değişimi: (a) 225 nokta düzgün dağılım, (b) 625 
nokta düzgün dağılım, (c) 225 nokta Halton dağılımı, (d) 625 nokta Halton dağılımı



Sinüs Radyal Fonksiyon Int. J. Adv. Eng. Pure Sci. 2020, 1: 96-110

107

Karesel hatanın sabit 𝜖 parametresi için nokta sayısına 
bağlı olarak değişimi 4. mertebe eliptik problem için Şekil 
13’te gösterilmiştir. Diğer problemlerden farklı olarak, 𝜖 de-
ğerleri IMQ, Gauss ve Sinüs RTF’ler için sırasıyla 𝜖 = 2, 
𝜖 = 4 ve 𝜖 =  10 olarak alınmıştır. Karesel hatanın genel dav-
ranışı, Sinüs ve IMQ RTF’leri için benzerlik göstermekte-
dir. Gauss RTF ise özellikle fazla nokta sayılarında daha iyi 
performans sergilemektedir. Nokta sayısı belirli bir değeri 
aştığında diğer test problemlerinde olduğu gibi hata davra-
nışında kararsızlıklar oluşmuştur. Bu kararsızlıklar Halton 
nokta dağılımı için daha belirgindir.

Çözüm bölgesindeki hata davranışı 81 nokta için Şekil 
14’te verilmiştir. Bu problemin Eşitlik (18)’de verilen anali-
tik çözümü eksenel simetriktir. Düzgün nokta dağılımı için 
Gauss ve IMQ RTF’leri için yaklaşık çözümün de simet-
rik olduğu hata sonuçlarından anlaşılmaktadır. Fakat Hal-
ton nokta dağılımında, noktaların düzgün olmayan dağılı-
mından dolayı bu davranış bozulmaktadır. Sinüs RTF’de ise 
fonksiyonun harmonik davranışından dolayı düzgün nokta 
dağılımı olduğu durumda dahi tam simetrik sonuç elde edi-
lememiştir. Diğer test problemlerinde, bu problemde tüm 
RBF’ler için ortaya çıkan genel hata davranışı gözlemlen-
memiştir. Ayrıca, bu test probleminde Halton nokta dağılımı 
düzgün nokta dağılımına göre daha düşük hata oluşmasını 
sağlamıştır.

3.5 Sinüs-RTF Sonuçları ve Tartışmaları
Şekil 3, 6, 9 ve 12’de verilen sonuçlar incelendiğinde, 

Sinüs-RTF kullanıldığı durumlarda hatanın minimum ol-
duğu bir 𝜖 aralığının olduğu ve bu aralığın problemin tü-
rüne, nokta dağılımına ve nokta sayısına göre farklılık gös-
terdiği görülmüştür. Örnek olarak, 2. mertebe diferansiyel 
denklem içeren ilk üç test probleminde düzgün nokta dağı-
lımı ve 225 nokta sayısı için hatanın minimum olduğu aralık 
yaklaşık olarak 4  < 𝜖 < 11 olarak değişirken, Halton nokta 
dağılımı durumunda aralık 4  < 𝜖 < 20 olarak gözlemlenmiş-
tir. Nokta sayısı 625’e çıktığında ise bu aralığın özellikle üst 
sınırının arttığı görülmüştür. Dolayısıyla nokta sayısı ile 𝜖 
üst sınırı arasında bir ilişkiden söz edilebilir. 4. mertebe dife-
ransiyel denklem içeren son test probleminde ise 225 nokta 
sayısı için düzgün ve Halton nokta dağılımı durumunda bu 
aralık sırasıyla 7 < 𝜖 < 23 ve 14 < 𝜖 < 32 olarak değişmiş-
tir. Her ne kadar sınır koşullarında 1. mertebe terimler içe-
ren üçüncü test probleminde ilk iki test problemine kıyasla 
𝜖  aralığında ufak farklılıklar olsa da, bu farklılıklar 2. mer-
tebe terimleri içeren son test probleminde belirgin şekilde 
ortaya çıkmaktadır.

Test edilen problemlerde Sinüs-RTF’nin farklı nokta 
sayılarında ve 𝜖 değerlerinde nasıl bir davranış gösterdiği 
Şekil 15’te gösterilmektedir. 2. mertebe problemlerde ge-
niş bir 𝜖 aralığında ve düşük nokta sayılarında düşük hata 
mertebelerine erişilebilmiştir. Düzgün nokta dağılımında 
50, Halton nokta dağılımında ise 40 nokta sayısından 

Tablo 2. Minimum karesel hatanın elde edildiği 𝜖 değerleri
İsim IMQ Gauss Sinüs

Nokta sayısı ve dağılımı
(H-Halton, D-Düzgün)

225
D

625
D

225
H

625
H

225
D

625
D

225
H

625
H

225
D

625
D

225
H

625
H

Minimum hata (×10-7) 2.29 1.00 1.05 12.11 0.98 1.95 0.66 6.71 0.47 1.43 0.75 74.29
ϵ 1.97 1.71 1.11 1.18 3.43 4.22 3.06 4.52 20.78 22.28 22.80 18.52

Şekil 13. Farklı nokta dağılımı ve nokta sayısı için karesel hatanın değişimi: (a) Düzgün nokta dağılımı, (b) Halton nokta dağılımı
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başlayarak nokta sayısındaki artış ile orantılı olarak ge-
nişleyen bir 𝜖 aralığında düşük hatalar elde edilebilmiştir. 
Plaka eğilmesi probleminde ise optimum 𝜖  aralığının daha 
dar olduğu gözlemlenmiştir. Özellikle Halton nokta dağı-
lımında nokta sayısının 500’ün üzerine çıkmasıyla sayısal 
kararsızlıklar nedeniyle diğer problemlerde hatanın düşük 
olduğu 4  < ϵ < 4 0  aralığında daha yüksek hataların oluş-
tuğu görülmüştür. Bu davranışa neden olan en önemli et-
ken 4. mertebe problemlerde türevlerin daha fazla sayıda 
terime sahip olması ve çözümün bu terimlerin hassas ola-
rak elde edilmesine yakından bağlı olmasıdır.

IV. SONUÇLAR
Yapılan çalışmada ağsız yöntemlerin bir kolu olan radyal 

özelliğe sahip temel fonksiyon yöntemi için yeni bir fonksi-
yon önerilmiştir. Önerilen fonksiyon dört farklı problemde 
test edilmiştir. Elde edilen sonuçlar, önerilen Sinüs-RTF’nin, 
IMQ ve Gauss RTF’ye göre daha az nokta sayılarında daha 
düşük hata değerlerine ulaşabildiğini göstermiştir. Ayrıca, 
nokta sayısının artmasıyla kullanılabilecek optimum ∊ aralı-
ğının genişlediği ve nokta sayısı ile 𝜖 üst değerinin ilişkili ol-
duğu görülmüştür. Dolayısıyla, önerilen Sinüs-RTF’nin ağ-
sız yöntemlerde, IMQ ve Gauss RTF’ye kıyasla bir alternatif 
olarak kullanılabileceği gösterilmiştir.

Şekil 14. 81 nokta sayısı için farklı nokta dağılımında çözüm bölgesindeki hata davranışı: (a) IMQ-Düzgün nokta dağılımı, (b) IMQ-
Halton nokta dağılımı, (c) Gauss-Düzgün nokta dağılımı, (d) Gauss-Halton nokta dağılımı, (e) Sinüs RTF-Düzgün nokta dağılımı, (f) 

Sinüs RTF-Halton nokta dağılımı
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Şekil 15. Farklı nokta dağılımı, nokta sayısı ve 𝜖 parametresine göre Sinüs-RTF için karesel hatanın değişimi: (a) Poisson 1-Düzgün 
nokta dağılımı, (b) Poisson 1-Halton nokta dağılımı, (c) Poisson 2-Düzgün nokta dağılımı, (d) Poisson 2-Halton nokta dağılımı, (e) 

Problem 3-Düzgün nokta dağılımı, (f) Problem 3-Halton nokta dağılımı, (g) Problem 4-Düzgün nokta dağılımı, (h) Problem 4-Halton 
nokta dağılımı
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