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Oz

Bir egrinin asli normal vektdr alani sabit dogrultuyla sabit a¢1 yapiyorsa bu egri slant helis olarak tanimlanir.
Bu c¢alismada timelike normalli bir egrinin N-Bishop catisina gore slant helis tanimi verilerek bazi
karakterizasyonlar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Minkowski 3-uzay, slant helis, N-Bishop ¢ati.

The Slant Helices of The Timelike Normal Curves in Minkowski 3-Space According to N-Bishop Frame

Abstract
If the normal vector field of a curve makes a constant angle with constant direction, this curve is defined as a
slant helix. In this study, some characterizations were obtained by giving the definition of slant helix

according to the N-Bishop frame of a curve with timelike normal.

Keywords: Minkowski 3 space, slant helice, N-Bishop frame.

1. Giris
Diferansiyel geometrinin ¢ok yaygin bir
bicimde kullanilan &zel egrilerinden birisi
helislerdir. Helisler, farkli bilim dallarinda
cesitli kullanimlara ve uygulamalara sahiptir.
Helis yapisi i¢gin DNA ¢ifti ve kalojen tiglii
helisi, karbon nano tiipleri, yangin merdivenleri
gibi bircok Ornekler verilebilir. Helis, teget
vektorii sabit bir dogrultuyla sabit a¢1 yapan
egri olarak tanimlanir. Bu tanim 1806 yilinda
Michel Ange Lancret tarafindan yapilmis ve
1845 yilinda Barre Saint Venant tarafindan
ispatlanmistir. Helisin tanimina benzeyen, yeni
bir helis tliri olan slant helis; egrinin asli
normal vektor alani sabit dogrultuyla sabit aci
yapan egri olarak tanimlanir. Bu tanim ise 2004
yilinda [zumiya

Sorumlu Yazar: hkusak@beu.edu.tr

ve Takeuchi tarafindan ilk defa yapilmistir
(Izumiya ve Takeuchi 2004). Egrinin

alternatif hareketli c¢atisi {N,C,VV} olup bu

cati -~ 1995 yilinda Scofield tarafindan
olusturulmustur (Scofield 1995). Minkowski
uzayinda spacelike egrisinin Bishop ¢atisina
gore slant helislerinin karakterizasyonlar
2013 yilinda Biikcii ve Karacan tarafindan
calisilmistir (Biikcii ve Karacan 2013). 2016
yilinda Uzunoglu ve arkadaglar1 egrinin

{N,é,VV} alternatif hareketli ¢atisina farkl

bir yaklasim getirmis olup C-slant helisi
tanimlamislardir (Uzunoglu vd . 2016). 2017
yilinda Keskin ve Yayli ise bir uzay egrisinin
kiiresel gostergelerini yeni bir alternatif ¢ati
olarak tanimladiklar1 N-Bishop catisina gore
incelemislerdir (Keskin ve Yayli1 2017.). Bu

1454


https://orcid.org/0000-0001-6685-236X
https://orcid.org/0000-0002-7588-482X

Minkowski 3-Uzayinda Timelike Normalli Egrilerin N-Bishop Catisina gore Slant Helisleri

calismada timelike normalli egrilerin N-Bishop c¢atisina gore slant helislerinin bazi
karakterizasyonlart Minkowski 3-uzayinda incelenmistir.

2. Materyal ve Metot

Oklid 3-uzayinda birim hizli regiiler bir
egri boyunca hareket eden bir parcacigin
kinematik Ozellikleri Serret-Frenet c¢at1

formiilleri ile incelenir. Serret-Frenet
catisnin  tirev  formiilleri T'=&N
N'=—xT +7B, B'=—¢N ile elde edilir.
Bishop, 1975'te Bishop catis1 adi verilen
yeni bir alternatif c¢ati olusturmustur.
Bishop c¢atisinin teget vektori Serret-
Frenet catisinin T birim teget vektoriine

paralel olup k;, ve k, Bishop catisinin
egrilikleri olmak {izere Bishop c¢atisinin
tirev  denklemleri, T'=kN,+k,N, |,
N/=—kT , Nj=-k,T ile hesaplamr
(Bishop 1975). Buna ek olarak Biik¢i ve
arkadaslar1 Bishop catisim1 Minkowski 3-
uzayinda incelemistir (Biikcii 2008, Biikcii
Karacan 2010, 2008 a ve b, Karacan 2008).
Ote yandan Yilmaz ve arkadaslar1 2010
yilinda binormal vektdr alanina paralel
olan type-2 Bishop c¢atisi  olarak
adlandirilan  yeni bir Bishop ¢atisi

tanimlamiglardir ve bu c¢atinin tlirev
denklemlerini N/=-kB , N;=-k,B ,

B'=kN, +k,N, seklinde elde etmislerdir.

k, ve Kk, type-2 Bishop catisinin

egrilikleridir (Y1lmaz Turgut 2010, Yilmaz
Ozyillmaz 2010). Kiziltug ve arkadaslari
2013 yilinda type-2 Bishop catist
yardimiyla slant helislerin baz1
karakterizasyonlarint  elde  etmislerdir

(Kiziltug vd. 2013). ik defa Scofield

tarafindan olusturulan

. .

N,C=m—rmW A alternatif
N VK + 1t

catist Uzunoglu ve arkadaglari tarafindan
daha detayli incelenerek bu catinin tiirev
denklemlerini N'= fC+W ,
C'=—fN+gW , W' =—gC seklinde elde
etmislerdir (Scofield 1995, Uzunoglu vd.
2016). Bu alternatif hareketli gatiya gore
egrilikler H=2, o=— 1 7 = sht
K x(1+H 2) 2

olmak iizere f =x~/1+H? ve g=of
esitlikleri ile hesaplanir (Uzunoglu vd.
2016). Keskin ve Yayli ise Oklid 3-
uzayinda bir egrinin ortonormal {N , C,VV}
alternatif ¢atistnin  normal  vektdriine
paralel olarak egri boyunca tasinmasini

saglayan N-Bishop c¢atisini elde etmislerdir
(Keskin Yayli 2017). Oklid 3-uzaymnda
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birim hizli regiiler bir egrinin N-Bishop

gatisi {N,Nl,ﬂz} seklinde olup tiirev
denklemleri N’ =k N, +k,N,, N;=—kN
N{ = —k,N

esitlikleri ile  hesaplanir

(Keskin  Yayli 2017). Minkowski 3-

uzayinda timelike normalli birim hizl

regiiler bir egrinin {'I:, N, I§} Serret-Frenet

catisndaki N timelike, B ve T spacelike

vektorleridir. Bu durumda {N, N,, NZ} N-
Bishop catisinin vektorlerinden N, ve N,

spacelike, N timelike  olmaktadir.

Minkowski 3-uzayida N-Bishop ¢atis1 bir
spacelike egrinin ortonormal {N,C,VV}
alternatif catisinin  normal  vektoriine
paralel olarak egri boyunca taginmasini
ifade eder. Bu cati timelike normalli

egrinin ikinci tlirevi olmadigr durumlarda

alternatif olarak kullanilabilir.

(N,N),_ =-1,(N,,N}), =1,(N,,N,), =1
olmak Tlzere timelike normalli egrinin
{N, N,, Nz} N-Bishop catisinin  tiirev

denklemleri

seklinde elde edilir. ¥ ve 7 Frenet cati
egrilikleri ile k; ve k, N-Bishop ¢atisinin

egrilikleri arasindaki iligki

f:~/‘rz—z<2‘:,/kf+k22 esitligi  ile

verilmektedir (Samanci Kocayigit 2019).

3. Bulgular

Bu c¢alismada Minkowski 3-uzayinda
timelike normalli bir egrinin N-Bishop
catistna gore slant helislerinin  bazi

karakterizasyonlar1 verilmistir.

Tamm 3.1. &£:1—>E} Minkowski 3-

uzaymda birim hizli timelike normalli bir

egri olsun. & egrisinin N-Bishop catisina
gore slant helis olmasi igin Nl birim

vektorii ile V sabit dogrultu vektori

arasindaki acinin sabit olmas1 gerekir; yani
Vsel igin (N,(s),V)=7 (sbt) kosulunu

saglayan & egrisine slant helis denir.

Teorem 3.1. £:1—E}; sifirdan farkh k,
ve k, N-Bishop c¢ati egriliklerine sahip

birim hizli ve timelike normalli bir egri

olsun. & egrisinin slant helis olmasi i¢in
gerek ve yeter sart Vsel igin k—l
2

oraninin sabit olmasidir.

Ispat. (=): &, EX de slant helis olsun.

Slant helis tanimindan {N ,Nl,Nz} N-

Bishop ¢atisina gore (N,,V) =7, = (sbt)

esitligi yazilabilir. Bu esitligin tiirevi
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alinirsa (N{ ,V) =0 olup N-Bishop c¢atisinin
tirev denklemlerinden (klN ,V)=0 elde

edili.  Buradan (N,V)=0  yazlr.
Buldugumuz (N,V) =0 esitliginden tekrar
tiirev alimirsa (N',V) =0 esitligi bulunur.
N-Bishop catisinin tiirev  denlemlerini
kullanarak (k,N, +k,N,,V) =0 esitliginden,
k (N, V) +Kk,(N,,V)=0
Ky () + K, (m,) = 0

L S

k, m
oram elde edilir. (N,V)=0 esitliginden

Ves, {Nl, Nz} oldugunu ve diger taraftan

¢ egrisinin  timelike normalli  egri
olmasindan dolayr ortonormal N-Bishop

catisi {N,Nl, NZ} niin vektorlerinden N

nin timelike, N, ve N, niin spacelike
oldugunu gozoniinde bulundurursak,
V=N, + ()N,

)

esitligi yazilabilir. (1) esitliginden tiirev

alinirsa
V'=(n,) Nl, +(17,) I\]2'
= (nl)(klﬂ) +(17,) (K, N)

= [k1(771) +k, (772)] N =0
esitligi bulunur ve buradan V nin sabit

oldugu sonucuna ulagilarak

[k (17,) +K,(n,)] =0 denklemi elde edilir.

Boylece % = T2 _ gy oldugundan ispat

2 T

tamamlanmis olur.

(&=): %:Sbt esitligini kabul edelim.
2

k
Buradan k—1=77 ve 7 sabit sayisma
2
karsilik gelen n:—& esitligi gozoniine
Ui

alinabilir. Bu denklemden L1 :—ﬁ, yani
K, m

K (17,) +K,(77,) =0 esitligi bulunur. (1)
denkleminden tirev alinirsa
V= (771) N{ + (772) Né

= (Ul)(klﬂ) + (772)(k2 Nq)

= [k1(771) +k, (772)] N=0

esitligi bulunur ve V sabit olarak elde
edilir. Simdi (N,,V) ifadesinin sabit
oldugunu gosterelim; yani,
(N;, %) =(N,, (7)N, +(7,)N,)

= (m)(N;, Np) + (17,)XN, N,)

= () (N Ny + (7,) (o, N

1 0

=17, (sbt)
esitligi bulunur, buradan slant helis
tanimindan ¢ egrisi slant helis olup ispat
tamamlanir.

Teorem 3.2. £:1—E}; sifirdan farkli k

ve K, N-Bishop cati egriliklerine sahip
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birim hizli ve timelike normalli bir egri

olsun. & egrisinin slant helis olmasi igin
gerek ve yeter sart det(N;,N;,N;)=0

esitliginin saglanmasidir.

Ispat. (=): ¢ slant helis olsun. Bu

durumda % sabittir. N-Bishop catisinin
2

tirev formiillerinden N;=kN esitliginin
tirevi alimip tlirev denklemlerini yerine

yazilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa;

N7= KN + K N
= kllN +k1(k1N1+k2N2) )
=k/N +k’°N, +kk,N,

esitligi bulunur. Bu esitlikten tekrar tiirev
alinip tiirev denklemleri yerine yazilirsa ve

gerekli diizenlemeler yapilirsa;

N= 2k /N, + KN/ + k"N
+k/N"+kk,N, +kjk N, +kKk,N;
— 2k KN, + k2 (k,N) + k"N + K/ (k N, + k,N,)
+kk,N, +kik N, +kk, (k,N)
(kS +K, + kN +3KKN,
+ (kok, + 2k, k)N,
®3)

ifadesi elde edilir. N, vektoriiniin 1.tiirev,
2.tirev. ve 3. tlirev denklemleri

det(N,,N/,N;) determinant ifadesinde

yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar

yapilirsa
det Ny, N/, NJ) =
K, 0 0
I % kk,
kG 4k +kk? Bk 2Kk, +kik,
Kk, [Zkl’kzkf 1k,KS —3k12k2k1’}
-k, [kszkl’ - kz'kf}

-k} [kz K — klkz'J (4)

k !
]

esitligi bulunur. Varsayimimizdan dolay,
[%} =0 oldugundan, (4) denkleminden
2

det(N;, N}, N/) =0 sonucu elde edilir.

(<): det(N/,Nj,N/)=0 esitligini kabul
. . o ol k|
edelim. (4) esitliginden k’k,”| = | =0
olup; k;#0 , k,#0 sartlarindan dolay1

ﬁ =0, esitligi elde edilir. Buradan ﬁ
K, k,
orani sabit olup & egrisinin bir slant helis
gosterilerek,

oldugu boylece  ispat

tamamlanmis olur.
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Teorem 3.3. £:1— E?; sifirdan farkli kK
ve k, N-Bishop c¢ati egriliklerine sahip

birim hizli ve timelike normalli bir egri

olsun. & egrisinin slant helis olmas1 igin
gerek ve yeter sart det(N;,Né’, N;"):o

esitliginin saglanmasidir.

Ispat. (=): ¢ slant helis olsun. Bu

k

durumda, k—l sabittir.  Tirev
2

denklemlerinden  Nj =k,N esitliginin

tirevini alip tirev denklemleri yerine

yazilirsa
N =k, N+ kN
=k,'N+k, (kN +k,N, ) (5)
=k,'N +kk,N, +k,°N,
ifadesi bulunur. (5) denkleminden tekrar
tirev alinarak tiirev denklemleri yerine
yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa,
N7=k,'k,N, +kKk,' N, +kk,N/
+k,"N +k, N"+2k,k,' N, +k,°N,’
=k,'k,N, +kk,'N, +kk,(k,N)
+k,"N +k, (k,N, +k,N,)
+2k,k, N, +k,? (k,N),
ve buradan
N7= (k2 +k," +kk*)N

_ . (6)
+(2kk," + K,k IN, +(3k,k, )N,

esitligi elde edilir. Simdi det(N;, N7, NJ)
ifadesini hesaplamak i¢in bulunan esitlikler

determinantta yerine yazilarak gerekli

hesaplamalar yapilirsa;

det(N;, Nj, NJ) =
K, 0 0
= kz’ klkz kz2

K2k, +kk? 2Kk, +kk 3Kk,

= kz (3k1k22k2' - 2k1k22k2' - k23k1')
= _kz (k23k1’ - klkzzkz!)
= _kzs(kzklr —kk3) (7)

k !
— kS|
i

esitligi bulunur. Varsayimimizdan dolayzi,

[%} =0 esitligi (7) da yerine yazilirsa

2
det(Nj,Nj,N7) =0 elde edilir.
(<) det(N;,N;,N7)=0 esitligini kabul

edelim. Bu durumda (7) esitliginden

—k,° %} =0olup; k, #0 sartindan dolay1
L 2

— | =0 oldugu goriilir ve —L orani sabit
2 2

{kl K,
olarak elde edilir. Bu durumda & egrisinin

bir slant helis oldugu gosterilerek ispat

tamamlanir.
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Teorem 3.4. £:1—>E’; sifirdan farkl k
ve k, N-Bishop c¢ati egriliklerine sahip

birim hizli ve timelike normalli bir egri

olsun. & egrisinin slant helis olmasi igin
gerek ve yeter sart det(N’,N",N"’)zo

esitligi saglanmasidir.

Ispat. (=): & ; slant helis olsun. Bu

durumda % sabittir. Tiirev denklemlerinde
2

N'=kN, +k,N, esitliginin her iki
tarafinin tlirevi alindiktan sonra tiirev
denklemleri yerine yazilir ve gerekli
diizenlemeler yapilirsa;
N =k,'N, +kN, +k,'N, +k,N,’

=k/N, +k (kN)+k,'N, +k, (k,N)

= (k> + k)N +k,'N, +k,'N,

(8)

esitligi elde edilir. Bu esitlikten tekrar tiirev
aliarak tiirev denklemlerini yerine yazip

gerekli diizenlemeler yapilirsa;
N =
= (2k,k," + 2k k, )N + (k,> + k)N’
+k"N, + kN, +k,"N, +k,'N,
= (2k,k," + 2k k, )N + (k,” + k *)(k,N, +k,N,)
+k,"N, +k, (k,N)+k,"N, +k, (k,N)
= (3K,K," +3k.k, IN + (k" + k2 +kKk,2)N,
+(k," +kk, + k)N,
(9)

esitligi elde edilir. Simdi N nin 1.tirev,

2.tlirev ve 3.tlirev esitliklerini
det(N',N",N’”) de yerine yazip gerekli

hesaplamalar yapilirsa;

et ", ") -
0 k. K,
=l (k2+k)) k, k,

(Bl +30k) (K" +k3 kD) (k" k2K, +k)
-k {(kf Kk, +k) -3k Kk, —3k2k;2}

K, {(kﬁ K +kC k) -3k k- 3k2k;k1'}

_ _(Sklkzzkl' 43k )[Ej #(k? k) ){kzkl” - klkz"}

2

— {3k + 3% )[%j
2

2 "
+ kK +1 LY K" +2k,%, kK
kZ k2 kZ

esitligi bulunur. & slant helis oldugundan

!

(10)

kﬁ sabittir. Buradan {%} =0 olup (10)

2 2

denkleminden det(N',N”,N”’)=O olur ki
ispatin gerek sart1 tamamlanir.
(<): det(N’,N",N”’)zo esitligini kabul

edelim. Bu durumda (10) denkleminden

ﬁ =0 olur ve buradan ﬁ sabit olarak
k2 k2
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elde edilir. O halde ¢ nin slant helis

oldugu gosterilmis olup ispat tamamlanur.

Minkowski 3-uzayinda timelike normalli
bir & egrisi slant helis olsun. O zaman N-
Bishop catisinin '(s) =T vektoriine gore
kovaryant tiirev

DN = kN, +k,N,

D, N, =k,N (11)
D, N, =k,N

denklemleri yazilir. Herhangibir s €1 i¢in

N,(s) ve N,(s) vektdr alanlari olup k, ve

K, egrilikleri s parametreli fonksiyonlardir.

Teorem 3.5. Minkowski 3-uzayinda alinan
birim hizli ve timelike normalli ¢ egrisinin
bir slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter
sart;

14

D, (D,D;N,) =D, Nl(kkLJrk; +k?)+3k/D;N

1

(12)

esitliginin saglanmasidir.
Ispat. (=): Farz edelim ki £ slant helis
olsun. (12) esitligini ispatlamak icin
oncelikle (11) esitliklerinden D;N, = klﬂ
esitliginin kovaryant tiirevi almip (11)
esitlikleri  yerine  yazilarak  gerekli
diizenlemeler yapilirsa;
D, (D;N,) = D; (k,N)

=k/N +k,D;N (13)

=k'N +k (kN, +k,N,)

=k'N +k’N, +kk,N,
esitligi  bulunur. (13) esitliginin tekrar
kovaryant tlirevi alindiktan sonra (11)
esitlikleri  yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa;

D, (D;D;N,) = D; (k,'N +k 2N, +kk,N,)

=k'N +k/'D;N + 2k kN, +k’D; N,

(kK + kK, )N, +kk,D, N,

=k'N +k/'D;N +2kk/'N,

(KK, + kK, IN, + kK, (k,N) + k2D, N,
(14)

esitligi bulunur. ¢ slant helis oldugundan

ky

— =sbt yazilir. Bu esitligin tiirevi alinirsa
2

!

[%j =0 elde edilir. Bu esitlikten tiirev

2

almarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

Kk Kk _ 0= ki, ki, =0

k; (15)
= kk, =kk;
bulunur. Ayrica (11) esitliklerinden
-1 -
N=—D;N; (16)
kl

esitligi yazilabilir. (15) ile (16) esitlikleri
(14) denkleminde yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa;
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DT (DT DT Nl) =
- (kl" T klkg) N +k'D, N
+2k!| kN, +k,N, [+k°D;N
%,—/
DN
= (k" +kKk>)N +k’D; N, +3k/'D;N
_ (K + klkg)(kl D, N,)+ k2D, N, +3k/D, N

1

=D, Nj(%+ kZ+k?)+3k'D.N

1
esitligi elde edilir ve ispatin gerek sarti

tamamlanir.

(<:) : Tersine (12) denkleminin dogru

oldugunu kabul edelim. Bu durumda ¢

egrisinin slant helis oldugunu gostermeye
calisalim. Bunun i¢in (16) denkleminin
kovaryant tiirevi alinarak
- 1 -
D;N=D;| —D;N,;
kl
k] 1 =
klz D; N " —D; Dy N,
1

esitligi  bulunur. Bu esitlikten tekrar
kovaryant tiirev almarak  gerekli

diizenlemeler yapilirsa;

(17)

esitligi elde edilir. (17) denkleminde (12)
denklemi yerine yazilip gerekli

diizenlemeler yapilarak

D,D;N =

kY - K K’
:—(k—;] D, N, - klzDDN k;DDN
1

1

+kl[DT Nl(%+ kZ +k,?)+3k,'D; NJ
1

=—(ﬁj D, N, - klDDN klDDN

k2 k2 k2
" 2 '
+D; N, kz K ik |+p N
k2 K, k,
' ! " 2
_ _£k1}+k_2+k +k, |D,N,
k2] k2 kK
—Zk; D,D, N, + KD, N
k; K,

denklemi elde edilir. Bu denklemde (11) ve
(13) denklemleri yerine yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa;
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D;DrN = L sbt esitligi yazilir ve buradan & nin
kr ! " k2 k2
- _[k_;} +k_;+k_2+ K |DrN, bir slant helis oldugu sonucuna ulagtlir.
1 1 1
ok 3’ Teorem 3.6. Minkowski 3-uzayinda alinan
21 2 vl 1 vl v1
_k_zl(kl N+k"N; +kik,N, ) + k_l(klNl + k2N2) birim hizli timelike normalli ¢ egrisinin
1 1
. _[ﬁ]' +ﬁ+k_22+k - 2K)? . bir slant helis olmasi icin gerek ve yeter
k12 k12 k, 1 HT k12 sart
~ o ~ "o - - kS -
—2k/N, — 2Kk, N, +3k/N, + 3k, N, D; (D;D;N,) = D; Nz(ki + k22 + klz) +3Kk;,Dr N
1 1 2
(20)
k)oK ke N e
=| - F + P + k_ +k, |D;N, esitliginin saglanmasidir.
1 1 1 (18)
i n2 T . - - -
+kl,N~1 N kK, N~2 B 2(:;) N Ispat. & nin bir slant helis oldugunu kabul
1 1 edelim. (20) denklemini ispatlamak ig¢in
esitligi elde edilir ve diger yandan D, D; N (11) denklemlerinden D, N, =k,N

ifadesini ~ hesaplamak igin (11) esitliginin kovaryant tiirevi alinirsa

denklemlerin  tekr k t tirevi - - - -
enklemlerin tekrar kovaryant tlrevi D, (D.N,) = D, (k,N) = k,'N +k,D; N

alinarak
esitligi elde edilir. Bu esitlikten (11)

D, D, N = D, (kl Nl 1k, Nz) denklemleri yerine yazilirsa

—k'N, + kD, N, +k!N, +k,D, N, D; Dy N, =k, N +k, (kN; +k,N,)
. S . =k, N +kk,N, +kZN
=k/N, +k D, N, +k;N, + kN ? re e
(19) esitligi elde edillir. Bu esitlikten tekrar
denklemi bulunur. S$imdi (18) ve (19)
iklerini i K k/k, K iz D; (D; D; N42) =D; (kz’ N+ kik, Nl + kzzl\]z)
esitliklerini esitleyere R esitligi _ ngq FKID N + 2k2k£|<12 +K2D, qu

1

kovaryant tiirev alinirsa elde edilen

yazilir. Bu esitlikte gerekli diizenlemeler +(kk, +kk;)N; + kK, DN,
K ' ifadesinde, (11) esitligi yerine yazilirsa
yapildiginda [k_ll =0 esitligi elde edilir

2

D, (D, D, N,) =kJN +k;D; N + 2k,k;N,
+(kik, +kk; )N, +kk, (kN) +kI DN,
(21)

ve oranin tirevi sifir olduguna gore
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bulunur. ¢ slant helis oldugundan kﬁz sht
2

yazilir. Bu esitlikten dolayr (15) esitligi
(21) denkleminde yerine yazilir ve gerekli
diizenlemeler yapilirsa
D, (D, D, N,) =k/N +kk,N +k,D,N
+2k, (KN, +k,N,) +kZD. N,

DN
= (k} +k’k,)N +k’D; N, +3k;D; N

(22)

esitligi elde edilir. (11) ile wverilen

denklemlerin iiciinciisii olan N = ki D; Nz
2

esitligi (22) de yerine yazilip gerekli
diizenlemeler yapilirsa

- ” 1 —
D; (DT D; Nz) = (kz + klzkz)(k_ D; Nz)
2
+k’D;N, +3k,D, N
= DTNZ(I%+ k? +k,?)+3k;D; N

2
esitligi bulunmus olup ispatin gerek sarti
tamamlanmis olur.
Tersine (20) denkleminin dogru

oldugunu kabul edip & egrisinin slant helis

belirttigini gosterelim. Timelike normalli

egrinin  N-Bishop  catisimin  tiirev

denklemlerinden D, N, =k,N ve
D,N =kN, +k,N, denklemleri (20) da

yerine yazildiginda

DTN*Z(T%+k22 +k?)+3k;D,N =

2
= (k," + k> +k,k)N +3kk, N, +3k,k,'N,

esitligi elde edilir. Bulunan bu denklem (6)

denklemi ile esitlendiginde
' ' ' . kl kl!
2k,

orant bulunur. Bu orandan elde edilen

k' kK e
L=—2 esitliginin

Kk k

!
integrasyonu
2

alindiginda PN oraninin sabit oldugu
2

goriiliir. Boylece & egrisinin slant helis

oldugu ispatlanmais olur.

Teorem 3.7. Minkowski 3-uzayinda alinan

birim hizli ve timelike normalli & egrisi

slant helis ise

K vz g2
—++Kk”+k
kl 1 2) (23)

+3k/D; N, +3k;D; N,

iDT(DTDTN)zDTN(

~ - k”
D, (D,D.N)=D.N —2+k2+k2j
i ! (kz C) (2

+3k/D, N, +3k;D; N,

. ~ k" "
_ D;(D;,D;N)=D;N (i+i+kﬁ+k§}

i, 2K
+3k/D; N, +3k;D; N,
(25)
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durumlarin saglar.

Ispat. £ nin bir slant helis oldugunu kabul
edelim. (23), (24) ve (25) esitliklerini
gostermek icin  (11) denklemlerinden
D,N =kN, +k,N, esitliginin kovaryant

tirevi  alimip  gerekli  diizenlemeler

yapilarak

D; (D; N) =D (klNl + kzlqz)
=k/N, + kD, N, +k;N, +k,D. N,
= kN + k2N +k/N, + kN,

esitligi  bulunur. Bu esitlikten tekrar
kovaryant tiirev alimip gerekli
diizenlemeler yapilirsa

D; (D, D;N) =

=D, (k2N +kZN +k/N, +kN,)

= 2k kN +k’D; N + 2k,k;N

+k2D. N +k/N, +k/D, N, + kN, +k;D: N,
esitligi elde edilir. Bu esitlikte (11)
denklemleri  tatbik  edilip  gerekli
diizenlemeler yapilirsa

D, (D, D, N) = 2k/D, N, +2k;D; N, +kZD, N
+k?D, N +k/N, + kN, + kDN, +k.D; N,
=3k/D, N, +3k;D; N, + D, N (kZ +k?)
- _ (26)
+k/N, + kN,

esitligi elde edilir. Simdi ise kN, +k!N,
ifadesinin 6zdesini bulmaya calisalim. &

egrisi slant helis oldugundan ﬁ:sbt
2

yazilabilir. Bu esitlikten tiirev alinirsa

(%j =0 esitligi bulunur, (15) esitliginden
2
ki _k

=-1 27
k, K, @

yazilabilir. Burada ﬁ:sbt oldugundan
2

— =sbt oldugu agiktir ve bolim tiirevi
2

uygulanirsa
k!k! _ k!k 14
L 12 Zka L2 =0=kk, —kk; =0
: . (28)
n,r n,n kl kl
=kk, =kk; = +==
k) K,
esitligi elde edilir. (27) ve (28) esitlikleri
g6z Oniline alarak L4 =ﬁ =ﬁ bagintisi
ki kK
yazilir. Buradan -+ =— olup
k) kK,
kik, = kik; (29)
e . o KOk
esitligi elde edilir. Bu esitlik k—:—:a
1 2
. k' k;
seklinde yazillp —=a ve —<==a
k1 k2
esitlikleri kN, + kN, ifadesinde
kullanilarak

kN, + kN, = k—lklﬁl +k—2k2N2
1 2
=ak, N, +ak,N,
= a(kllql + kz Nz)

=aD,;N
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esitliginden
KN, + kN, = ‘;_ DN veya

1

kN, +kIN, = % D, N (30)

2

esitlikleri yazilabilir. (30) esitlikleri (26)
denkleminde yerine ayr1 ayr1 yazilip

gerekli diizenlemeler yapilarak,
D; (DT D; N) =

=D, Nk +k? )+E D, N +3k/D; N, +3k,D; N,

1

=D, N(%+ kZ+k2)+3k/D; N, + 3k, D, N,
1

seklindeki (23) esitligi ve
DT (DT DT Nq) =
D; N+3kD N +3k;D; N

2

= D, N (k7 +k? )+::

!I

=D, N(—+k2+k )+3k/,D; N, +3k;D; N,

2

seklindeki (24) esitligi bulunur. (25)

esitligini gostermek igin DN —1+ﬁ
kK,

esitini bulmaya c¢alisalim;

DN K, K :(klﬂl+k2N2) Kk
kl k, kK,
CKN, + KON, + ke ke
k2 kl

esitliginde (29) esitligi yerine yazilarak

gerekli diizenlemeler yapilirsa

D, N [kl +k—j k!N, + kN, + - ik, 2N, + Kk
kl k2 k2 1
=kN, + k!N, + kN, + kN,
=2(KN, +k;N, )

esitligi bulunur. Buradan

2(kN, +Kk;N, ) =D N(t %J
1 2

kN, +k/N, =D N K kz
2k, 2k

denklemleri bulunur. Bu esitlik (26)

denkleminde yerine yazilip  gerekli

diizenlemeler yapilarak

DT(DTDTN):
_ D, N(K? +k2)+ DN | K K2
2k, 2k,
+3k/D; N, +3k;D; N,
=D.N ﬁ+£+kf+k22
ok " 2k,
+3k/D; N, +3k;D; N,

seklindeki (25) esitligi elde edilir. Boylece

ispat tamamlanir.
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