GUFBED/GUSTIJ (2020) 10 (1): 134-139 Giimiishane Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi
DOI: 10.17714/gumusfenbil.598468 Aragtirma Makalesi / Research Article

Newtonyen Olmayan Lebesgue Olgiisii
Non-Newtonian Lebesgue Measure

Oguz OGUR*'?, Sezgin DEMIR?”
'Giresun Universitq;i, Egitim Fakiiltesi, Matematik ve Fen Bilimleri Egitimi Béliimii, 28200, Giresun
2Giresun Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Béliimii, 28200, Giresun

* Gelis tarihi / Received: 30.07.2019 * Diizeltilerek gelis tarihi / Received in revised form: 08.10.2019  « Kabul tarihi / Accepted: 23.10.2019

Oz
Bu ¢alismada, Newtonyen olmayan smirli kiimelerin i¢ ve dis olgii kavramlar verildi. Ayrica, Newtonyen olmayan
kiimelerin Lebesgue anlaminda 6l¢iisii tanimlanarak ilgili temel teoremler verildi.
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Abstract
In this paper, definitions of the inner and outer measure of non-Newtonian bounded sets are given. Also, Lebesgue

measure of non-Newtonian sets is defined and related theorems are given.
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1. Giris

Newtonyen olmayan kalkiiliis 1967-1970 yillari
arasinda Michael Grossman ve Robert Katz
tarafindan olusturulmustur. Once klasik kalkiiliisii
daha sonra sirasiyla Geometrik, Harmonik ve
Kuadratik kalkiiliisii olusturmuslardir (Grossman
ve Katz, 1972).

Matematik ve miihendislik uygulama alanlarmin
yaninda ekonomi ve olasilik teorisinde de
kullanilmistir. Son yillarda Newtonyen olmayan
kalkiilis birgok yazar tarafindan c¢aligilmigtir.
Bunlardan bazilari; Cakmak ve Basar Newtonyen
olmayan dizi uzaylar1 (Cakmak ve Basar, 2012),
Bashirov ve Riza garpimsal kompleks kalkiiliis
(Bashirov ve Riza, 2011), Florak ve Assen
Biomedikal goriintii analizi (Florak ve Assen,
2012), Duyar ve Ogur Newtonyen olmayan reel
sayilarin topolojisi (Duyar ve Ogur, 2017), Duyar
ve Sagir Newtonyen olmayan ag¢ik kiimelerin
Lebesgue olgiisii (Duyar ve Sagir, 2017) {izerinde
caligmalar yapmuslardir.

Bu c¢alismada (Duyar ve Sagir, 2017) ve (Ogur ve
Demir, 2019) c¢alismalarindan faydalanarak,
Newtonyen olmayan i¢ 6l¢ii, dis dl¢ii ve Lebesgue
olgiisii tanimlarinin yaninda ilgili temel teoremler
verildi.

2. On Bilgiler

Bu bélimde kullanilacak bazi temel tanim ve
teoremler verilecektir.

Tamm 2.1. Tanim kiimesi R ve goriintii kiimesi
A c R olan birebir fonksiyona iiretec denir.
Goriintii kiimesi A olan bir 7 iireteci diisiiniilsiin.

Vp,q €A igin verilen islemler ve siralama
bagintisiyla birlikte

y —toplam
pra=r{r*(p)+r"(a)}
¥ —¢ikarma
p=a=r{r"(p)-r"(a)}
¥ —¢arpma

pxq=7{r"*(p)xr*(q)}
y—bolme (q# 0)
pla=y{y"(p)/r*(q)}

y —siralama
p<geyt(p)<yr7(a) 1)
a —aritmetik olarak ifade edilir.

R(N)={y(p): peR} kiimesine Newtonyen

olmayan reel say1 kiimesi denir (Grossman ve
Katz, 1967).

Tamm 2.2. R(N)’ deki (p,q), y-— ack
araliginin 6l¢iisii

my (p,a), =7(m(»*(p).7*(a))) 2
seklinde tanimlamr (Duyar ve Sagir, 2017).

Tamm 2.3. R(N)’ deki bostan farkli bir F y—

acik kiimesinin Newtonyen olmayan o6lgiisi,
bilesen  araliklarin  Newtonyen  olmayan
olgiilerinin toplamidir: yani

my (F) =N ZmN (5k) (3)

Burada &, =(p,,q,), ile tanimhdir (Duyar ve
Sagir, 2017).

Tamm 2.4. R( N) ’de bostan farkli y— smurly,
y —kapali F kiimesinin 6l¢tisii

m, F =)/{m(y’l(A),y/’l(B))—m(;fl(CSF))} 4
seklinde tamimlanir. Burada S=[A, B]N , F
kiimesini iceren en kiigik y— kapali aralik ve

Cg =S-F y— aciktir (Ogur ve Demir, 2019).
3. Arastirma bulgulari

Tamm 3.1. Bostan farkli y— smirh bir E
kiimesinin Newtonyen olmayan dis olctisii, E
kiimesini igeren tiim tim y— smirl, y— agik
kiimelerin dl¢iilerinin en biiyiik alt siniridir; yani

e s

m’E = |Erg£{mNG} )

ile tanimlanir.

Tamm 3.2. Bostan farkli, y— sl bir E
kiimesinin Newtonyen olmayan i¢ Olgilisii, E
kiimesinin igerdigi tim y— kapali kiimelerin
Olciilerinin en kiiglik tist siniridir. Yani

m.E =" sup{mF} (6)
FcE
ile tanimlanir.

Teorem 3.3. G, y— smurli, y— agik kiime ise,
m,G=m. G=mG ©)

saglanir.

ispat. E, G kiimesini igeren bir » — agik kiime ve
F, G kiimesinin y — kapal bir alt kiimesi olsun.
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Boylece
m’,G = yérle{mNE}

= 7/{ N iﬂf1 7'1{mNE}}
/4

G)cr™(E)

=y m(}/_l(G))}
=m,G
ve
M. G =" sup{mF}
FcG

=7{ sup 7'1{mNF}}
rH(F)eri(e)

o] s rlm )|

F)er(G)
=] s, i)
= y(m(]/l (G)))

=m,G
oldugundan ispat tamamlanur.

Teorem 3.4. F y— siirli, ¥ — kapali kiime ise,
)

mF=mF=myF
esitligi saglanir.

Ispat. E, F y— kapali kiimesini iceren y— acik
bir kiime, G kiimesi de F kiimesinin y— kapali
bir altkiimesi olsun. Bu durumda

m" F= 7LQE{mNE}

olur. Benzer sekilde
m.yF ="sup{m,G}
GcF

= 7{ ,1(SUp y'l{mNG}}
Ve

G)r™(F)
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o] s rrimire)]

G)er(F)

Teorem 3.5. Her y — smirli E kiimesi i¢in
m. E<m’E
esitsizligi gecerlidir.

©)

Ispat. G, E kiimesini iceren y— acik kiime, F
kiimesi de E kiimesinin y — kapali bir alt kiimesi
olsun. Bu durumda
m.E =" sup{m,F}

FcE

= y{ ,1(SUp y'l{mNF}}
Ve

Fler™(E)

Teorem 3.6. A ve B y— sinirh kiimeler olsun.
AcB ise

m, A<m, B ve m(A<m’ B

esitsizlikleri saglanir.

(10)

ispat. E, A kiimesini iceren y — acik kiime ve G
kiimesi de A kiimesinin y — kapali bir alt kiimesi
olsun. Bdylece

m.A =7 sup{m,G}

GcA

:)/{ sup y'l{mNG}}
rHG)eri(A)

g7 )]
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= 7{ sup m(;/'l(G))} =y Y. m'\E, elde edilir.
rH(G)er(A) k=1
1
< 7{y1(3391(5)m(7/ (L))} Teorem 3.8. y — siurh bir E kiimesi sonlu ya da
sayilabilir sonsuz sayidaki ikiser ikiser ayrik E,
= 7{ 71(L5)Uprl(8) 7 (7(m(7/'1(L))))} kiimelerinin birlesimi yani
V4 <y Y
E=JE, (E,nE. =0 k=KkK)
:y{ sup 7/1{mNL}} k
7 (L)er'(8) olsun. Bu durumda
="sup{m,L .
ch{ N } M E 2y zm*N E, (12)
=m.,B i sand
elde edilir. Diger esitsizlikte benzer sekilde elde ColisIZIIg! saglanit.
edilebilir.

ispat. G= UGk , E kiimesinde kapsanan bir y —
k

Teorem 3.7. y— smirh bir E kiimesi sonlu ya da ) o
kapali kiime ve G, kiimeleri de E, kiimelerinin

sayilabilir sonsuz E, kiimelerinin birlesimi, yani .
Y “ ; Y y — kapali altkiimeleri olsunlar. Buradan

E = JE, , olsun. Bu durumda m.E ="sup{m,G}
k=1 GcE
<y Y.ME, (11) —}/{ sup ;/ Hmy G}}
k=1
esitsizligi saglanir.
7/{ sup, 7 ( (V'I(G))))}
Ispat. NZ::lm*NEk y — 1aksak ise ispat agiktir.
Bu serinin y— yakinsak oldugunu kabul edelim. 7{y sup m (G))}
G, E kiimesini igeren y— acik kiime ve G,
kiimeleri de E, kiimelerini igeren y— acik >y { SUp1 (7’ B (Gk))}
k=17"(Gik)=r™(Ex)

kiimeler olsun. Buradan m"E = 7 inf {m G}
EcG

= f * G} = 5,1 1
7/:7 (El)gy (G)y {mN } 7{;7/ (7(71(@3‘£1(Ek)m(7 (G"))]J}

— ; -1 1 o
_y{w(E')E]:-l(G)y [r{ml (G))))} ™ kzi‘y[ S, (G ))j
— E] ©
_7{%(5@: (G)m(y (G))} Nkzj( P, Ek)f 7(m (7_1(Gk))))j
<y kZ:;, (e, )Cyl(G) (7‘1(Gk))} =\ ;[;kSCuEEJ)/ (Gk)))j
- }/{;7/1 (y(Vl(Ekl)gtl(Gk)m(y1(Gk))jj} ™ ;(;SSF: My (G )J
. =y 2 M Ey
= inf 1 k=
N kzz;y[y‘l(Ekl)gy'l(Gk)(m(y (Gk)))j elde edilir. l
N Z]’( i i)g_l(G )7/'1(}/(m(7-1(Gk))))j Teorem 3.9. y —smurli bir E kiimesi verilsin. Eger
k;l ‘ ‘ A, E kiimesini iceren y—agik bir aralik ise,
=y 2 /inf (m(*(6,))) m'yE+m.,[CE]=mA (13)

k=1
esitligi saglanir.
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Ispat. G, E kiimesini iceren y — acik kiime ve K
E
da A kiimesinin y — kapali bir altkiimesi olsun.

Bu durumda
m’yE+m.,[Cf ]

{7 (&) 7 (m [ 5))

= )+ pims |

KcCy
=y 7'1 }/[ inf
7 (E)ert(G)

7H(myG ))j +y7 [7 [ya(Ks)gfl(ci)y-l (mNK)H}

7_1(mNK)}

sup
7 (K)er(ck)

elde edilir.

Tamm 3.10. y— smirli bir E kiimesinin
Newtonyen olmayan i¢ ve dis Olgiileri esit ise, E
kiimesine =~ Newtonyen olmayan Lebesgue
Olciilebilir kiime ya da kisaca y— Olgiilebilir
kiime denir.

G, E kiimesini igeren o -agik kiime ve F kiimesi
de E kiimesinin @~ kapali bir altkiimesi olsun. Bu
durumdam’E =" inf {m,G}

ve M. E="sup{m,F}
FcE
olur ve m,,E=m",E oldugundan
m. E=m"E
inf {m\G} =" sup{m, F}

- 7{/1<Ei)rcn:'1<e>7/1(y(m(yil(e))))} - 7{,1(;‘251@74(7(7’1(':)))}

inf G }: F
7| inf, m(@) 7{71(;ggl®m(y ( >)}
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- yil(y{r"(Ei)rc]t'l(G) m(yrl (G))}) - }/71 [}/{N(Fs)ligl(a m(yl(F))}J
m(y*(G))= sup m(y*(F)

©) ( ) 7O ® ( )

=m’(y*(E)=m.(y*E))

yazilir. Bu tamma gore E kiimesi y — Olgiilebilir

kiime ise y(E) , R de 6lgiilebilirdir.

inf
rrEcr?t

=

Teorem 3.11. y— smirl, y— agik kiimeler y—
Olciilebilirdir.

Ispat. F y— simrl, y— acik kiime olsun. Bu

durumda Teorem 2.3 geregincem F=m.F
olur. Bu durumda F kiimesi y — olgiilebilirdir.

Teorem 3.12. Her y— smrh, y— kapal kiime
7~ blciilebilirdir.
Ispat. G y— sinirl, y— kapah bir kiime olsun.

Bu 2.4 geregince

m*NG =m,G yazilir. Dolayisiyla G kiimesi
y — Olgiilebilir bir kiimedir.

durumda Teorem

Teorem 3.13. y— smirh bir E kiimesi verilsin.
Eger E kiimesi ikiger ikiser ayrik y — olgiilebilir

E, kiimelerin sonlu ya da sayilabilir sonsuz

kiimelerinin birlesimi seklinde yazilabiliyorsa E,
y — Olciilebilirdir ve

mNE =N ZmNEk
k

esitligi saglanir.

Ispat: E,NE. =0  k=k, olmak iizere

E= U E, seklinde yazilsin. Bu durumda
K
m*NE éN Zm*NEk ve myE éN Zm*NEk
K K

yazilir. E, y— sl bir kiime oldugundan

m. E <m’E dir.

Ek kiimeleri a - Olgiilebilir kiimeler oldugundan
WO ME, =Y myE <mE<m’ E<, > m(E, = Y mE,
k k k k

yazilir. Dolayisiyla M. E = m*NE dir. Bu

durumda E kiimesi 7~ dlgiilebilirdir ve
My E= N Z My Ek
k

elde edilir.
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Teorem 3.14. Sonlu sayida y-—
kiimenin birlesimi yine y — Olgiilebilirdir.

Olciilebilir

ispat: E,  kiimeleri y— Olgtilebilir kiimeler

olmak iizere E= OEK olsun. E kiimeleri y—
k=1

olgiilebilir oldugundan }/'l(Ek) kiimeleri R

de olgiilebilirdir. Bu durumda U 7 (Ey)

kiimeleri de -

U;fl (Ek) =yt [U EKJ =y (E) yazilir. Boylece
k=1 k=1

Olciilebilirdir. Buradan

7(E) olgiilebilirdir. Bu ise E kiimesinin y—
olciilebilir kiime oldugunu gosterir.

Teorem 3.15. Sonlu sayida y-—
kiimenin kesisimi yine y — 0lgiilebilir kiimedir.

Olciilebilir

ispat. E, kiimeleri y— olgiilebilir kiimeler

olmak iizere E = ﬂ E, olsun. E kiimeleri y—

k=1
olgiilebilir  oldugundan y'l(Ek) kiimeleri
olgiilebilirdir. Dolayisiyla ﬂ )/'l(Ek) kiimesi de
k=1

Olciilebilirdir. Ayrica
(i E)=r( (e )=r®

k=1 k=1

yazilabileceginden 7*(E) Slgiilebilirdir.

Dolayistyla E kiimesi 7~ 6lgiilebilir kiimedir.
Teorem 3.16. iki y — &lgiilebilir kiimenin farklari
da y — olgilebilir bir kiimedir.

E,ve E, V-

kiimeler olmak iizere E= E1 \ E2 olsun. E1 ve

Ispat. kiimeleri olciilebilir

E2 kiimeleri y — 6lgiilebilir oldugundan y(E,)
ve y*(E,) kiimeleri de dlgiilebilirdir. Dolayistyla
71 (E))\y*(E,) kiimesi de &lciilebilirdir. Boylece
yENNE) =7 (B \E) =77 (E)
oldugundan y™*(E) olgiilebilir bir
Buradan E kiimesi y — olgiilebilirdir.

kiimedir.

Teorem 3.17. E, ve E, y—olgiilebilir kiimeler

olsun. E=E\E, ise

m,E =myE, - m.E,

Eger E,cE ve

saglanir.
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Ispat.. E, ve E, y— olgiilebilir oldugundan

Teorem 2.16 geregince E\E, de y-

dlgiilebilirdir. E = E, \ E,oldugundan E, =EUE,
yazilir. Teorem 2.13 geregince

myE, =myE+m.E, olur.
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