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DNA’ NIN TOPOLOJIiSI VE GEOMETRISI
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. OZET,

Bu galigmada doda ile bilimin yasalarmin birebir. Sitdstigiinin -
campici bir kamti, gincel bir konu olan DNA' nin yapisimn
matematigin temel alanlarndan geometri ve topoloji ile olan
iliskisini gdsteren d&meklerle veriimektedir. Bu amagia DNA
molekiiflerinin baglanma, kivrima, bdktime saytan ile yiizey
baglanma ve dbngd saydarimn sdrekli deformasyoniar altinda
diferansiyel topolojik degismezier. olduklan gdsterilmekiedir. Ayrica,
ézellikle  molekiler.  biyolojide  minikromozomian  ¢aligirken
yararianabilecedimiz bir. formdl verilmektedir,

Anahtar. Sézciikler: DNA' nin yapisi, diferansivel topolojik
. dedismezler, molekdiler biyolojide matematik,

! ABSTRACT.

The purpose of this study is lo give a striking evidence that the laws
of nature and science correspond to each others by describing
relations between the structure of DNA and the geomelry and
topology which are basic fields of mathematics. For this aim we
describe linking numbers, wtithing numbers, lwisting numbers,
surface linking and winding numbers and show that they are
differential  topological invariants under. the lopological
deformations. Moreover. a useful formula is given to be used as
studying minichromosomes in molecular. biology.
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I. DNA’ nin Topolojik Ozellikleri:

Biz bu g¢alismamizda DNA’ nin yapisinin nasil ve nigin evrim
gecirdigi sorusuna geometrik ve topolojik ydnden bir bakis getirecegiz.
Vicut yapimizin seklinin nigin bdyle olduguna yanit arayan biyolaoji bilginleri
evrimsel aglklamalar karsisinda biyilenmigler ve bu agiklamalar
calismalarinda bir &nsezi kaynadi gibi kullanma sansina sahip olmuslarsa
da yaratiisgl dislince yanlilari tarafindan evrimin nasil gergeklestigi ve
yasamin temeli olan genetik materyalin  evriminin  nasil  belirlendigi
sorularinin yanitsiz kaldigi yéninde elestirilmiglerdir.

Cift sarmalli bir DNA’ nin kigik' bir kesiti asadidaki semada
gosteriimektedir (Sekil1). Bu semada DNA helizoidal bikilmeye sahip bir
merdiven seklinde temsil edilmektedir. Yukarn seritler DNA molekilintn
omurgas! diyvebilecegimiz profiller ki bunlar polimerlerden olugurlar.
Merdiven bigimindeki yatay serit pargalan da 6zel dért organik baz
giftleridir, ki bunlar DNA'min genetik bilgilerinin sifrelerini olustururlar. DNA’
lar hicrenin gekirdeginde bulunurlar ve hiicre icindeki DNA’ lar kompleks
bir topolojiye sahip olan ¢gok uzun bir molekdildir. DNA' larin topolojik
dzellikleri DNA omurgasinin bdldnmeler ve birlesmeler sonucu olusan
durumuna gére yeniden belirlenirler.

Sekil 1. Cift Sarmalle DNA Kesiti

DNA’ nin G¢ dnemli topolojik dzelligi vardir. Bunlar;

1) Cift sarmall veya ikiz seritler adini verebilecegimiz DNA molekilinde
bulunan seritleri birbirine baglayan ve baglanma sayisi (linking number)
diyecegdimiz say (Sekil 2),

2) Farkh DNA halkalarinin birbiri igine gegtidi i¢ ice halkalar ($ekil 3-A),

3) Farkli DNA halkalarinin olugturdugu digim (knot) lerdir ($ekil 3-B).
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Sekil 2. Baglanma Sayisi Sekil 3
A} lg-ige Halkalar (yonlii)
B) Diigiamlier (yonld)

Bir ¢ift siiindirik helisi andiran DNA molekileri gogunlukla sekilde

(Sekil 4) goruldugla gibi ya lineer veya gevsek kapall dairesel veya

siipersarmal adini verecegimiz {ig formda bulunurlar. Bu formlardan en

fazla olani ve deneysel olarak fazlaligi kanitlanan kapal slper sarmal

formu, topolojisi ve geometrisi (izerinde duracagimiz en ilging formu
olusturacaktir (Sekil 4-C} [1,4].
My,
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A)Lineer Form B)Gevsek Kapah Form C)Kapali Siipersarmal Form

Kapal serbest bir DNA’ yi tanimlayan en temel 3 gokluk, Baglanma
(linking), Kivriima {writhe) ve Blkllme (twist) dir (Bak Sekil 5,6). Helisel
seritleri olugturan y6nl(, kapal ki egri tarafindan tanimlanan baglanma
sayisl; bu edrileri dizleme izdisUrmek suretiyle izdiglm egrilerinin
caprazlanma sayilan yon dikkate alinarak toplanir ve elde edilen isaretli
sayinin yansli olarak tanimlanir ve A ile C edrileri igin Lk{A,C) seklinde

_gosterilir.

*

LEk(A,C) =1 Lk(A,C) =2 Lk(A,C) =0

Sekil 5. A ve C Egrilerinin Baglanma Sayis1

Baglanma sayilarinin en &énemli &zelligi egrilerin  topolojik
donlgimleri altinda degismez olusudur. Ustelik bu sayllar kati hareketler
altinda da dedigsmeyecektir. Kivrilma sayisi da baglanma sayisina benzer
bicimde tanimlanir, ancak bu say izdislrme sekline bagh olarak degisir.
Baglanma sayisina benzer sekilde izdisiim sonunda edrinin ¢aprazlanma
sayis| isaretli olarak T1 veya sifirdir. Olasi bUtlin izdlsel kivriima
sayllannin aritmetik ortalamasi bir C edrisinin kivrilma sayisini tanimlar ve
Wr(C) seklinde gosterilir. Gorllecegi Uzere bu sayl bir tek egrinin yénli
gaprazlanma sayilarnin olasi izdisimlerle elde edilen ortalamasi olarak
tanimlanmaktadir. Ejer sarmal dizlemsel ise Wr =0, degilse egrinin
uzayda kendi kendini kestigi her durum igin F1 degerleri toplami bu sayiyi
verecekdtir [5].
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Wr(C) = -3 =1
Wr(C) = +3 Wr(C) = +4 Wr(C) =1

Sekil 6. C Egrisinin Kivrilma Sayisi

Kivriima  sayisinin - egrinin kendisinin  ydnlendiriimesiyle
iligkilendiriimedigine, iligkinin sarmalin eksenine gbre, izdiisUm sonucu
caprazlanmanin 6nde ya da arkada olusuna bagh olduguna dikkat etmek
gerekir. Bu durum agagidaki sekilde agiklanmaktadir (Sekil 7).

QR yay pargas! énde olup izdlisel QR vyay pargast st

arkada olup izdlsel
Wr=—1 Wr=0

Sekil 7. Kivriima Sayist

Kapali bir DNA icin dayanak seritlerinden birisinin asagidaki sekilde
(Sekil 8) goruldigd gibi egrisel bir eksen etrafinda helisel hareketine

Bukulme (Twist) adini veririz ve Tw(C, A) veya Tw ile gbsteririz.
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Sekil 8. Egrisel Eksenli DNA
DNA’ nin eksenine dik bir diizlem, egrisel ekseni a ve dayanak
egrisini ¢ noktasinda keserse ac birim vektsriini V,. ile gsteririz. Eksen
etrafinda C egrisinin hareket etmesiyle V. birim vektoriinin eksen
etrafinda sonsuz kii¢lik bir dedisimini dV,. ile gbsterirsek bu degisim birisi

eksene tedet, digeri eksene dik iki bilesene sahiptir. A egrisinin birim
tanjant vektérii T° olmak lizere DNA’ nin A ekseni boyunca a noktasi
degisirken V. nin degisiminin toplam dik bileseninin bayikliga Tw
bikilmesi olarak tarumlanir, yani

1
Tw= EIdVaC‘TXVac
A

integrali ile bulunur [3,6]. A ekseni bir dogru veya diizlemsel ise o taktirde
dV,. daima A ya dik olacagindan Tw basitge V. nin eksen etrafindaki
dénme sayisidir (Sekil 9). Eger A ekseninin kendisi de bir helis ise DNA
stipersarmaldir deriz (Sekil10), bu durumda Tw, C nin A efrafindaki
dénme sayisi ile, A nin kendi dogrusal ekseni etrafindaki dénme sayisi n
ve onun adim (pitch) agisi ¥ olmak Uzere, nsm ¥ lann toplamina esit
olacaktrr. '
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Sekil 10. Sipersarmal
$imdi asa@idaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem1.1: A kapah yoniendiriimig bir uzay edrisi ve v bu egriye dik olan
bir diferansiyel vekidr alani olsun. C de v boyunca A dan kiglk bir yer
dedistirme sayesinde elde edilen kapail bir edri olsun, dyleki C, A w
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kesmeyecek sekilde tanimlansin. A nin kivnima sayisi Wr(A), A
etrafinda C nin bikllme sayisi Tw(C,A) ve A ya gbre C nin baglanma
sayisi da Lk(C, A) olmak lzere

Lk(C,A)=Tw(C, A)+Wr(A)
yazilabilir. Bu teoremdeki v vektdrini V. boyunca alirsak

Lk =Tw+Wr
yazabiliriz [2].

II. Yiizey Baglanma ve Dongi (Winding) Sayilar::

Simdi bir protein ylzeyi Gstlinde bulunan kapall bir DNA' nin ylizey
baglanma ve ddngl sayllarini tanimlayacagiz. DNA' nin ekseni civarinda
yiizeyin her noktasinda ylzey normallerinin taniml oldugunu kabul
ediyoruz. DNA ekseninin, &# 0 klguk bir degisimi temsil etmek (zere
yonlii ylzey normali boyunca & kadar yer degistirmesi ile elde edilen egri

A olmak Uzere A ile A, egrilerinin bagdlanma sayilan yiizey baglanma
sayis| olarak tanimlanir ve, SLk ile gosterilir. Asadidaki sekilde (Sekil 11)

gorildigi gibi kire ylzeyi ve sapkal silindir Uzerine sarili DNA eksenlerine
ait baglanma sayilan sifir iken tor ylzeyi Ustlne sarii DNA ekseni igin

yiizey baglanma sayisi +4 dar (Sekil11).

o ———————

‘ e ’

Stk =0 Stk =+4 Stk=0
Sekil 11. Yizey Baglanma SayIsi

gimdi de bir ylzey Ustine sanl bir DNA igin dbngl sayisini
tanimlayalim. v vektori ylzeye dik oldugundan DNA' nin A eksenine de
diktir, yani DNA’ nin her bir noktasindaki dik dizlemsel kesit (zerinde

171
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bulunur. Béylece hem ¥ hem de V. ayn bir dizlem kesit iginde
bulunurlar, dolayisiyla bunlar arasindaki ¢ agisi tanimlanabilir. DNA
parcasi Ustinde V,. ., v etrafinda dénerken C profil edrisi ¢ agisinin
360° lik dedisimi halinde ylizeye bir yaklagip bir uzaklasan bir ydriinge
gizecektir. Bu durumda ¢ agisinin toplam degigiminin 27 ye oranina
DNA' nin ylizey {istinde tanimladigi déngii sayist deriz ve ¢ ile gdsteririz.

Yukarida tanimladiimiz SLk sayisi ve @ sayisinin birer diferansiyel
topoloji invaryanti {degismezi) olduguna dikkat ediniz (Sekil 12).

Sekil 12. Yiizey Ustline Sarill DNA Kesiti

SLk saysinin diferansiyel topolojik bir invaryant oldugunu ifade
etmistik. Bunu biraz agmak istiyoruz. Eger DNA’ nin ekseni ile dstiinde
bulundugu yiizeyden olusan ikili deforme edilirse, yani A Kkendi kendini
kesmeyecek sekilde ve ¥ vektér alani DNA' nin A eksenine ait nokta
komsuluklarinda bir stlireksizlik olusturmayacak sekilde eksen-ylizey ikilisi
deformasyona ugrasa bile SLk degismez kalir. Bir kilre yiizeyi ile tor
ylizeyinin topolojik deformasyonuna ait &rnekler asadidaki sekilde (Sekil
13) gosterilmektedir. Bu strekli deformasyonlar altinda SLk gibi & sayis
da dedismez kalir yani yine bir diferansiyel topolojik degismezdir [1].
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A} Kiirenin Topolojik Deformasyonu B) Tor Yiizeyinin Topolojik
Deformasyonu
lll. Baglanma, Yiizey Badglanma ve Dongil Sayilarn Arasindaki
Bagintilar:

Once asagidaki teoremi kanitlayalim:

Teorem lIL1: v, ve v,, A egrisi boyunca diferansiyellenebilir iki vektor
alan olsun. C, ve C, bu vektdr alanlan boyunca kiigik yer degistirmeler
sayesinde elde edilmis iki edri olmak izere

Lk(C,,A)— Lk(C,,A)=Tw(C,, A)—Tw(C,,A) = ®(C,,C,)
dir. Burada ®(C,,C,), A edrisi bilkiilirken v, in Vv, etrafindaki dénme
sayisidir [2]. ‘
Kanit: Teoremi.1 ile C| egrisi igin yazilacak ifadeyi C, igin de yazip
gikarirsak ilk egitlik kanitlanmus olur. O halde sadece ikinci esitligi
kanitlamaliyiz. v, ve v, her nokta igin bu noktada tanimlanan T birim
tanjant vektériine dik diizlem iginde bulunurlar. Bu dizlem v, ile T Xv,
tarafindan gerilir. Bu vektdrlerin yani v, ile "XV, nin birbirine dik birim
vektdrler oldugu agiktir. Bdylece v, bu iki vektdriin bir lineer birlesimi
seklinde yazilabilir. O halde ¢, v, ile v, arasindaki agi olmak {izere,

v, =(cos @)V, +(sin ¢)T Xv,
ve bdylece, _
Txv, =(cos )T xv, — (sing)v,

yazabiliriz. Cilinkil;
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Tx(Txv,)=~Txv,)xT =—T,T)v,+{v,.,T)T =~v,
dir.
dv, =—(sin g)v,d¢ + (cos @)dv, + (cos @)dp.Ixv, +(sm @) dT v, +T.dv,) -

oldugundan
dv, =d¢+{dv,,Txv,)
bulunur. Bu esitligin her iki yanini A egrisi boyunca integre edersek

| o]
—Vdv, ' Txv, =—dd+— | dv, - Txv
27 3 ! ! 27 J ? 27 d 2 2

Tw(C,,A) =®(C,,C,)+Tw(C,, A)
esitligini buluruz. Burada ®(C,,C,), v, in v, etrafindaki toplam

dénglistnin élglsaddr.
Simdi ylizey dongil sayisini, kapal bir DNA profil seridinin egrisel
bir eksen etrafindaki helisel dénglsi sonucunda V. nin dik bilegeninin

veya

toplam dénglsu olarak ifade ettigimiz 7w ye benzer sekilde tanimlayahm.
Ancak burada V. yerine v veki6r alanini kullaniriz, bdylece bu sayi.

STw =LIdv.Ta 4%
27 A _

integrali iie tanimlamir. Yani STw, v vektdr alaninin A ekseni boyunca
toplam degisiminin dik bileseninin hareketini Slger. Bu ayni zamanda A,

nin A etrafindaki déngti sayisidir. 7w nin 'V, vektér alaninin A egrisi

etrafindaki dénme sayisi oldugu dikkate alinirsa Tw—STw farkinin 'V,
vektériiniin v etrafindaki dénme sayisina esit oldugu gérullr, bu ise @
déngu sayisidir, yani Tw—STw=® dir. Wr(A)+Tw(C,A) = Lk(C, A)
veya Wr+Tw= Lk olduunu biliyoruz. O halde benzer bir esitlik S7Tw,
Wr ve SLk igin Wr(A)+STw=Lk(A,A) veya Wr+STw=SLk
seklinde olacaktir.

STw, A, nin A etrafindaki bikilmesi ve SLk, A, ile A nin

baglanma sayisi oldugundan bu iki formilti ve Tw-—-STw=® oldugunu
kullanarak
Lk=SLkE+®
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sonucuna ulasinz.

Bu sonug, molekiiler biyolojide diferansiyel topolojinin
kullanilabilecegine dair ¢arpici bir uygulama saglar. Eiektroforus yardimiyla
Lk, x-ray dagitma spektroskopu ile SLk ve sindirim gucl 6lgeri ile @
deneysel olarak bulunabilir. Bu sonuglardan ikisi yardimiyla yukaridaki
esitlikten bulunacak Gglncl degerin deneysel sonugla uyusup uyusmadigi
kolayllkla  anlagilabilecektir. Bu  formili  molekliler  biyolojide
minikromozomlar ¢ahsirken de kullanabilecegdimizi biliyoruz. Sonug olarak
dogada canlilarin gecirdiji evrimsel hareketlerin parcalanmalar diginda
topolojik dénlglimler sonucu ortaya ¢iktigini ve bu hareketlerin diferansiyel
topolojik dedismezlere sahip olduklan gorilmektedir.
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