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Bu ¢alismada, verilen bir egriden gecen ve bu egri boyunca Gauss egriligi sabit olan ylzeyler elde edildi.
Verilen egrinin Frenet vektor alanlari kullanilarak bu egriden gegen ylizeyler parametrik olarak ifade
edildi. Ayrica, verilen egriden gegen ve Gauss egriligi sabit regle yizeyler igin yeterli sartlar verildi. Baz

ornekler verilerek elde edilen yontem gorsel hale getirildi.

Surfaces With Constant Gaussian Curvature Along a Given Curve

Abstract
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Curve; Surface;
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In this study, we find surfaces with constant Gaussian curvature along a given curve. The parametric
representation of the surfaces possessing the given curve expressed using the Frenet vector fields of
the curve. Also, we give conditions for ruled surfaces passing through the given curve and having
constant Gaussian curvature. We present some illustrative examples validating the presented method.

1. Giris

Ylzey egrilerinin siniflandirlmasi hemen hemen
bltln diferansiyel geometri kitaplarinda kapsamli
bir sekilde ele alinmistir. Ters problem olarak
bilinen, verilen bir egriden gecen ve bu egriyi
asimptotik egri, egrilik cizgisi, geodezik gibi 6zel
egri kabul eden vyizeyler bulma problemi son
yillarda c¢alisilan 6nemli konular arasinda vyer
almaktadir. Bu alandaki ilk problem Wang vd.
(2004) tarafindan ele alinmistir. Bu calismada,
verilen egrinin Frenet catisi yardimiyla bu egriden
gecen ylzeyler parametrik olarak ifade edilerek
egrinin bu yizeyler Gzerinde geodezik olmasi igin
yeterli kosullar verilmistir. Li vd. (2011) ise Wang
vd. (2004) tarafindan kullanilan egriyi egrilik cizgisi
ile degistirerek bir egrinin ylizey ailesi lzerinde
ortak egrilik cizgisi olmasi icin yeterli sartlarn
sunmustur. Li vd. tarafindan yapilan calisma, Ergiin
vd. (2014) tarafindan 3 boyutlu Minkowski uzayina
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tasinmistir. Bayram vd. (2012) verilen bir egriden
gecen ve bu egriyi ortak asimptotik egri kabul eden
ylzey ailesi icin yeterli sartlar elde etmistir. Giler
vd. (2018) ortak asimptotik egrili ylzey ailesini
kullanarak bu yilizey ailesinin paralel vylzeyi
Uzerinde goruntl egrisinin asimptotik egri olma
sartini elde etmistir. Bu calismada ise verilen bir
egri boyunca Gauss egriligi sabit ylzeyler elde
edilmistir.

2. Materyal ve Metot

Bu bolimde, calisma boyunca kullanilacak olan
kavramlar tanitilacaktir.

s—>7(s)
fonksiyonuna egri denir. y'#0 ise egriye regiler

y:l—)IR3, diferansiyellenebilir

v'|=1 ise egriye birim hizli egri denir. Birim

y'#0 ise T(s)=v'(s),

egri,

hizh v egrisi igin



Verilen Bir Egri Boyunca Gauss Egriligi Sabit Olan Yiizeyler, Bayram

N(s) =) B 6) 1 (s)xN(s)

()

tanimlanan vektor alanlarina, sirasiyla,

seklinde

egrinin
teget, asli normal ve binormal vektor alani denir
(O’neill  1966).

Egrinin  egrilik ve burulma

sirastyla, K(s):”y”(s)

r(s)=<N'(s),B(s)> dir. {T(s),N(s),B(s)}

ortonormal sistemine egrinin Frenet gatisi denir. y

fonksiyonlari,

7’

egrisinin egriligi k>0 ve burulmasi t olmak lzere
T'=«kN,N'=—kT+1B,B'=—tN dir. Mc0?® bir
ylzey, S ise M nin sekil operatéri olsun. K=detS
reel degerli fonksiyonuna M nin Gauss egriligi denir
(O’neill 1966).

Onerme : McO?® bir yizey, S, M nin sekil

operatorli, n ise M nin birim normal vektor alani
olsun.

(alvlj oM ~ 0'M
|: S| — y—— )=\, ),
0s ) Os 0sOs
(GMJ oM ~ O’M
m={(S| — )=\, ’
0s ) ot Otos
n= S(a_MJ,a_M =
ot ) ot
co(0, ) (0 20 (o0 2w
osos ]’ os ot/ ot ot

. . o s In—m
olmak Uzere M nin Gauss egriligi K= =

2

dir

(O’neill 1966).
3. Bulgular

v(s), L, <s<L,, birim hizli, egriligi sifirdan farkli bir

egri olsun. y(s) den gecen ylzeyler

M(s,t)=v(s)+f(s,t)T(s)+g(s,t)N(s)
+h(s,t)B(s),

L, <s<L,, T, <t<T, ile verilir. Burada, f(s,t),

g(s,t), h(s,t)

adlandirilan, C?

(1)

sapma  fonksiyonlari  olarak

sinifindan fonksiyonlardir. Bu

fonksiyonlarin her farkh secilisiyle birlikte y(s)
egrisinden gecen yeni ylzeyler elde edilir. M(s,t)
ylzeyinin y(s) egrisi boyunca Gauss egriliginin

sabit olmasi icin yeterli sartlar elde edilecektir.

islem kolayhgi saglamasi agisindan y(s) egrisinin
ylizey Uzerinde parametre egrisi oldugu kabul
edilsin. Bunun igin yeterli sart
f(s,t,)=8(s,t,)=h(s,t,)=0, L, <s<L,,
olacak sekilde sabit bir t, €[T,, T,] olmasidir.
Simdi de, egri boyunca Gauss egriliginin sabit
olmasi icin yeterli sartlar bulunacaktir. M yizeyinin
y(s) egrisi boyunca birim normal vektor alani
%—'\s/l(s,t):(1+%(s,t)—K(s)g(s,t)jT(s)
+(K(s)f(s,t)+%(s,t)—r(s)h(s,t))N(s)
S
+(r(s)g(s,t)+%(s,t)]8(s)
S

ve
oM of og oh

E(s,t)=a(s,t)T(s)+a(s,t)N(s)Jrg(s,t)B(s)

olmak Gzere
1

o= a2 | (24 2] | e

dir. Ayrica

E(S't0)= ‘aa_l\s/l(slto) =1,
F(ot)=( Goo0) Bs) ) =S5,
G(s,to)z<%\A(s,to),%\ﬂ(s,to)>

oG A eRg
ot Otos ot ot ot

ol (& (T oo
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n(s,to)=<ﬁ(s,t0),§—x(5,to)>

0’h og 0°g oh

otot ot oot ot (g ¢ )

HEH

dir. Egri boyunca Gauss egriligi

I oh\? 5% oh og o°h
(srt)= "(S{(zﬂ ® oot J

felE)@) e o

of oh og o 2 ah
—K(S)—— s, t
()8t8t atatas”( n (s:t)
dir.
Teorem 1: y(s), L, <s<L,, birim hizl, egriligi

sifirdan farkh olan bir egri olsun. y(s) egrisinin (1)

ylzeyi lizerinde parametre egrisi olmasi ve ylizeyin
bu egri boyunca Gauss egriliginin sabit olmasi igin

yeterli kosul
oh
f(s,t,)=8(s,t,)=h(s,t,) = at(s t,)=0,
a)
% —(s,t,)=sabit#0, t(s)=sabit
ot
veya
of
f(s,to):g(s,to):h(s,to):a(s,to)zo
b) oh 0
5(5,%);&055‘3(5,%), 7(s) =sabit

olmasidir.
ispat : a) Sapma fonksiyonlari

f(s,t,)=8(s,t,)=h(s,t,) =

(Zf(s t,)=sabit=0, t(s)=sabit

aa't‘(st )=0,

olarak segilirse (1) denkleminden M(s,t,)=7(s)

olacagindan egri, ylizey lizerinde parametre egrisi
olur. Ayrica, bu sapma fonksiyonlari icin Gauss
egriligi sabit olup ispat tamamlanir. b) durumu igin
ispat benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 2 : y(s), L,<s<

sifirdan farklh olan bir egri olsun. y(s) egrisinin (1)

L,, birim hizli, egriligi

ylzeyi Uzerinde parametre egrisi olmasi ve ylizeyin
bu egri boyunca Gauss egriligi sabit olan regle
ylizey icin yeterli kosul

f(s,ty)=8(s,t,)=h(s,t,)=t—

olmasidir.
Eger 21(s)—

t,, 27(s)—xk(s)=sabit

k(s)=0 olursa (1)

regle ylizey olur.

ylzeyi acilabilir

ispat : Sapma fonksiyonlari
f(s,t,)=8(s,t,)=h(s,t,)=t—t, olarak segilirse (1)
denkleminden

M(s,t)=y(s)+(t=t,)[ T(s)+N(s)+B(s)]

regle yizeyi elde edilir. (2) denkleminden bu regle
ylzeyin Gauss egriliginin sabit olmasi icin yeterli

kosul
21(s)—«(s)=sabit
olmasidir. Son esitlik sifir olursa ylizeyin Gauss

egriligi sifir olacagindan ylzey acilabilir olur. Bu ise

. Ornek 1
ispati tamamlar.

1 1 2 .

v(s)= ——cos\/is,——sin\/is,is birim  hizh
2 2 2

egrisini ele alalim. Eérinin Frenet elemanlari

[_s.nfs P e J
(cos\/_s sm\/_s 0)
(__s.nfs V2 o s, N2 ]

f(s,t)zst, g(s,t)zt,

h(s,t)=st" ve t, =0olarak segilirse Teorem 1

dir. Sapma fonksiyonlari

saglanir ve y egrisi boyunca Gauss egriligi 1 olan

M, (s, t)= ((t—%jcosﬁs +gst(1—t)sin\/§s,

[t—%jsinﬁs+gst(l—t)cos\/§s,
gs(lﬂﬂz)],

—-1<s<1, —1<t<1 yizeyi elde edilir (Sekil 1).
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Sekil 1. y(s) egrisinden gecen ve bu egri boyunca

Gauss egriligi bir olan M1 ylzeyi

Ayni egri icin sapma fonksiyonlari

f(s,t)=0, g(s,t)=st’, h(s,t)=€’t ve t,=0 olarak
segilirse Teorem 1 saglanir ve y egrisi boyunca

Gauss egriligi 1 olan

M, (s,t)= —lcosﬁs+£t(st—es)sin\/§s,
2 2 2
—lsin\/§s+£t(eS —st)cos\/is,
2 2
£(5+st2 +est)j,
2

-1<s<1, —1<t<1 yizeyi elde edilir (Sekil 2).

Sekil 2. y(s) egrisinden gecen ve bu egri boyunca

Gauss egriligi bir olan M, ylzeyi
Ornek 2
2+/5 245 5 L
v(s)= icoss,—isins,—is birim  hizli
5 5 5
egrisini ele alalim. Egrinin Frenet elemanlari
25 . 25 5
T(s)=| ———sins,———coss,——
5 5
N(s)=(—coss,sins,0)

B(s) (%sins,— f

——CossS,

2+/5
-T]
K(s) =22, o(s)=2

f(s,t)=g(s,t)=t—t,

olarak segilirse Teorem 2 saglanir ve y egrisi

2\/5
:—, T
5

dir. Sapma fonksiyonlari

h(s,t)=t—t, ve t,=0

boyunca Gauss egriligi sifir olan

M, (s, t)= —ﬁtsiner i—t coss,
: 5 5

—ﬁtcoss+£t—£]sins,—£(s—3t)}
5 5 >

—-1<s<1, —1<t<1 agllabilir ylzeyi elde edilir
(Sekil 3).

Sekil 3. y(s) egrisinden gecen ve bu egri boyunca

Gauss egriligi bir olan M3 agilabilir ylzeyi

4, Tartisma ve Sonug

Bu calismada, verilen bir egriden gecen ve egri
boyunca Gauss egriligi sabit olan ylzeyler elde
edildi. ilk olarak, verilen herhangi bir birim hizl
egrinin Frenet catisi yardimiyla ylizeyler parametrik
olarak ifade edildi. Daha sonra, egri boyunca elde
edilen ylzeylerin sabit Gauss egrilige sahip olmasi
icin yeterli sartlar verildi. Son olarak, bu tip bir
ylzeyin regle ylizey ve acilabilir olmasi kosulu ele
alinarak ornekler verildi.
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