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Oz

Miihendislik problemleri adi ve kismi diferansiyel denklemler seklinde matematiksel olarak ifade edilirler. Bu
denklemlerin analitik ¢dziimlerinin miimkiin olmadig1 durumlarda yaklasik ¢dziimler bulunmaya ¢alisilir. Calismada iki
siir deger probleminin yaklasik ¢oziimii kollokasyon metoduyla bulunmustur. ilk problem homojen olmayan sinr
sartlara sahiptir. Problemin ¢oziimde tanimlanan iki taban fonksiyonundan yararlanilmistir. Ayni problem homojen
olmayan simir sartlarinin homojenlestirilmesinin ardindan iki kollokasyon noktasi alarak tekrar ¢oziilmiistiir. Ikinci
problem ise homojen olmayan smir sartlarina sahip Laplace denklemidir. Her iki problemin analitik ¢oziimleri ile
kollokasyon metoduyla bulunan yaklagik ¢dztiimleri karsilastirilmistir. Kollokasyon nokta sayist arttikca yaklasik ¢oziim
her iki problemde analitik ¢6ziime yakinsamaktadir. Ayrica ¢oziimdeki katsayilari bulmak igin olusturulan sistemdeki
denklem sayisinin, kollokasyon nokta sayisiyla birlikte arttigi gorilmistiir.

Anahtar kelimeler: Diferansiyel Denklemler, Kollokasyon Yontemi, Sayisal Coziim

Abstract

Engineering problems are often expressed mathematically as ordinary and partial differential equations. When
analytical solution is not possible two base functions defined in solution of the problem were used. In this study,
approximate solutions of two boundary value problem were found by collocation method. The first problem is that the
selected two base functions are solved using nonhomogeneous boundary conditions. The same problem was resolved by
homogenizing the nonhomogeneous boundary condition and taking two collocation points. The second problem is the
Laplace equation with some nonhomogeneous boundary conditions. The analytical solution and collocation solution of
this equation were compared. In both problems, as the number of collocation points increases, approximate solution
approaches analytical solution. In addition, it was found that the number of equations in the system created to find the
coefficients in the solution increased with the number of sorting points.
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1. Giris

Miihendislik problemleri uygun sinir sartlariyla
verilmis olan diferansiyel denklemlerle ifade
edilirler. Bu diferansiyel denklemler i¢in analitik
¢oziim bulmak c¢ogu zaman mevcut c¢ozim
yontemleriyle miimkiin olmamaktadir. Bazi
durumlarda ise bulunan ¢6ziim ilgilenilen problem
hakkinda ayrintili bilgi verecek kadar basit bir
yapida olmayabilir. Bu durumda sayisal
yontemlerle bazi sonuglara ulasarak problem
hakkinda daha fazla bilgiye ulasilmaya calisilir.

Adi diferansiyel denklemlerin  ¢Oziimiinde
kullanilan belirsiz parametreler yonteminde sinir

deger probleminin yaklasitk bir ¢Ozimi
bulunmaya ¢alisilir. Bu ¢oziime yaklagim
fonksiyonu adi wverilir. Segilen yaklagim

fonksiyonun sinir sartlarint1 veya diferansiyel
denklemi saglamasi yontemin esasini olusturur.
Yaklasim fonksiyonun terim sayisinin ve bu
fonksiyonun  tanim  aralifinin,  problemin
¢Oziimiine en iyi yaklagimi belirleyen 6nemli iki
faktdr oldugu belirtilmistir (Ustiin, 2013). Bu
calismada yaklasim fonksiyonun tanim araligi
daraldikca daha iyi yaklasim saglanacagi
belirtilmistir. Kollokasyon yontemi uygulanirken
yaklasim fonksiyonu olarak periyodik problemler
icin trigonometrik polinomlar, periyodik olmayan
problemler icin Legendre polinomlar1 ve
Chebyshev polinomlari, yart sonsuz aralikta
tanimli problemler i¢cin Laguerre polinomlar1 ve
reel eksen flizerinde tanimli problemler igin
Hermite polinomlari almabilir (Uzunboy, 2016).

Bazi problem tiplerinde ise kismen sinir sartlarini
veya kismen de denklemi saglayan yaklasim
fonksiyonlar1  secilir (Bakioglu, 2011). Bu
fonksiyonlarin saglamadig1 sartlar iizerine cesitli
kriterler konularak yaklasik olarak saglatilmasi
gerekir ve agirhikli  kalan yontemi olarak
adlandirilmasinin nedeni diferansiyel denklemin
kalanlar1 {izerinde konulan sartlarin bir agirlik
fonksiyonuyla garpilarak verilmesidir.

Kollokasyon  yontemi,  agirhikli  kalanlar
yontemlerinden birisidir. Belirlenmemis
parametrelerin sayist kadar nokta gbz Oniine
almir. Bu noktalarda yaklasim fonksiyonun
diferansiyel denkleme yazilmasiyla elde edilen
kalanin, sifira esit olmasini saglayacak sekilde
parametreler ayarlanmaya galisilir. Bu yontemde
kalanin, sifir oldugu noktalar arasinda bulunan
tiim noktalarda sifirdan uzaklagmadigi kabul edilir
(Crandall, 1968).
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Kollokasyon yontemi adi diferansiyel denklemler
basta olmak iizere kismi diferansiyel, integral,
integro-diferansiyel ~ denklemlerin  ¢6ziimiinde
kullanilan bir yontemdir. Chebyshev kollokasyon
metodu, adi diferansiyel denklemlerin yaklasik
¢oziimlerini bulmakta kullanilmistir  (Wright,
1964; Dolap¢i, 2004). Kollokasyon yontemi
integro-diferansiyel bir denklemin yaklasik
¢Oziimiinii bulmakta kullanilmastir (Durak, 2018).

Bu calismada ise kollokasyon yontemi adi ve
kismi  diferansiyel denklemlerin  ¢dziimiine
uygulanmistir. Bu yontemle bulunan yaklasik ve
analitik ¢ozlimler grafik olarak karsilastirilmigtir.
Kollokasyon nokta sayist artisinin yaklagik
¢Oziime olan etkisi incelenmistir.

2. Materyal ve Metot

L bir diferansiyel operator olmak {izere bir
diferansiyel denklem

Lu="f(x)

1)
seklinde  gosterilebilir. Denklemin yaklasik
¢Ozumi
u zzci »,(X)

i=1 (2)

olsun. Burada ¢;(x)’ler sinir sartlarin1 saglayan
taban fonksiyonlaridir. Bu ¢6ziim (1) denklemine
yazilirsa

R(X)=Ld— f(x)% 0 @)

kalan (residual) denir. (2)

katsayilart (1) esitligini
saglayacak  tarzda  segilirler.  Kollokasyon
yonteminde  kalan,  secilmis  kollokasyon
noktalarinda sifira esitlenir. Kollokasyon noktalari
x; ile gosterilirse

olacaktir. R(x)’e
denklemindeki ¢;

R(x)=Lu(x)-f(x)=0 i=123...,n 4
olacaktir. (4) ile verilen denklem, bir denklem
sisteminin kapali gosterimidir. Bu sistem n adet
cebirsel denklemden olusur ve c¢oziilerek C;i
katsayilart bulunur. Bu katsayilar (2) de yerine
yazildiginda (1) ile verilen diferansiyel denklemin
yaklasik ¢ozlimiine ulasilir.
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2.1. Kollokasyon Yénteminin Adi Diferansiyel
Denklemlere Uygulanmast

Kollokasyon yontemi, yukarida bahsedilen islem
adimlar1 g6z Oniline alinarak adi diferansiyel
denklemlerin  yaklasitk ¢dziimlerini bulmada
kullanilabilir. Bu amagla yontem, asagida smir
sartlartyla verilen bir diferansiyel denkleme
uygulanarak yaklasik ¢6ziim bulunmustur.

y"+y=0 (5)
bu denklemin smir sartlart ise

y(0)=1 (6)
y@)=0 @)

R(X)=y"+y=2C,+C,(1-xX)+C,(1-x)*=C,(L-x) +C,[2+(L—x)*]

(11) ile verilen kalanin, keyfi bir x degeri i¢in sifir
olmasi saglanirsa (5) ile verilmis olan diferansiyel
denklemin ¢oziimiine ulagilacaktir. Kollokasyon
noktast x = 1/3 olarak alinirsa

R(1/3)=0 = 6C,+22C,=0 (12)
denklemi  bulunacaktir. (10) ve (12
denklemlerinden  asagida  verilen denklem
sistemine ulasilir.

C, +C,=1

6C, +22C,=0 (13)

(13) Gin ¢oziimiinden C; = 1.375ve C, =-0.375
olarak hesaplanarak (9) da yerine yazilirsa
diferansiyel denklemin yaklasik ¢oziimii

y(X)=1.375(1— x) —0.375(1— x)* (14)

seklinde bulunmus olur. Verilen diferansiyel
denklemdeki ilk smir sartt homojen hale
getirilerek farkli bir ¢6zlime ulasilabilir. Bu
durumda 2 kollokasyon noktast kullanilmalidir.
Diferansiyel denklemin genel ¢oziimii

R(X)=U"+U+1-x=C[x—X*—2]+C,[Xx(L—X)* +6x—4] +1—X

olacaktir. Bu kalanin keyfi x; ve x, degerleri i¢in
sifir olmasi saglanirsa (17) ile verilmis olan
diferansiyel denklemin ¢oziimiine ulagilacaktir.
Kollokasyon noktalari x; =1/3 ve x, =2/3
olarak segilirse
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olarak verilmis olsun, denklemin analitik ¢6ztiimii

y(Xx)=cos (x)-cot(1)sin(x) ©)
seklindedir. Denklemin sinir sartlarini saglayan iki
¢oziim (1 —x) ve (1 —x)? olarak segilirse. C;
ve C, keyfi sabitler olmak iizere denklemin genel
¢Ozumu

Y(9=C, (1-X)+C, (1-x)’ )

olacaktir. C; ve C, sabitlerini bulmak i¢in (6) ile
verilen homojen olmayan sinir sartt ve denklem
(5) kullanilmalidur.

y@0)=1 = C,+C,=1

(10)
(11)

Y0)=u()+@-x) (15)

formunda olsun, bu ¢dziime (6) ve (7) ile verilen
sinir sartlari uygulanirsa

y(0)=1
y@®)=0

= u(0)+1=1
= u@®+0=0 (16)

esitliklerine ulasilir. (15) ve (16) g6z Oniine
alinarak (5) ile verilen denklem

u"+u+1-x=0
u(0)=0
u@=0 (17)

haline gelir. (17) nin simir sartlarin1 saglayan iki
¢oziim x(1 — x) ve x(1 — x)? dir. C; ve C, keyfi
sabitler olmak {izere denklemin genel ¢6ziimii

u(x) =C, x(1—X) +C, X (1—X)? (18)

olmaktadir. Bu ¢6ziim (17) de yerine yazilirsa
kalan

(19)

—45C, -50C,=-18
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seklindeki denklem sistemine ulasilir. Bu u(x) =0.1952x(1— x) +0.1843x(1— X)?
denklemlerden €¢; =0.1952 ve C, = 0.1843 olarak

bulunur. Bu degerler denklem (18) de yazilirsa

(21)

haline gelir. (21) denklemi (15) denklemine

denklem yazilarak (5) denklemi ile verilen diferansiyel
denklemin yaklasik ¢6ziimii

y(X) =0.1952 X (1—X) +0.1843x (1—X)* + (L— X) 22)

olarak bulunur. 2 2
2—‘j+a—‘j=o 0<x<1,0<y<l

2.2. Kollokasyon Yénteminin Kismi Diferansiyel X

Denklemlere Uygulanmast u(x,0)=0
u(x,1)=0

Kollokasyon  yontemi  kismi  diferansiyel _

N A i u(0,y)=1
denklemlerin  ¢dziimlerine de uygulanabilir.
Bunun i¢in agagida verilen Laplace denklemi goz uly)=y (23)

Oniine alsin.

Bu problemin analitik ¢éziimii

e n n nzr nzx nzr n nz n nzr —NxzX Sin(nﬂy)
u= 2[1--D"+(-D"e" e -2e"[-(-D)" —e” +(-D)"e" ]e —_—
;[ [L-(-1)" +(-1)"e™] [-(-2) (-1)"e™] ]m(em_l)
(24)
seklindedir. Denklemin sinir sartlarin1 saglayan iki u(x, y)=a,(x)yll—y)+a,(x) y2(l—vy) (25)

¢oziim y(1—1y) ve y2(1—y) olsun. a,(x) ve
a,(x) keyfi fonksiyonlar olmak {izere denklemin

genel ¢dziimil olacaktir. (25) deki ¢coziim (23) de yerine yazilirsa
zimil

denklem
azu aZU " 2 " 2 3
=tz =)y -y)+a(x)(y —y’) +a(x)(-2) +a,(x)(2-6y)
ox° oy
(26)
haline gelecektir. Bu denklem keyfi olarak denklemlerine ulagilir. a;(x) = Ae™ ve a,(x) =
belirlenen y; ve y, kollokasyon noktalarinda B e™ seklinde alinan ¢oztimler (28) de yazilir ve
sifira  esitlenerek  a;(x) ve a,(x) keyfi diizenlenirse
fonksiyonlar1 bulanabilir. (26) ile verilen denklem
R(x) fonksiyonu olarak tanimlanirsa A(6r*—54)+B(2r?)=0
2 2 —

R(y,)=0 A(6r°—54)+B(4r° -54)=0 (29)
R(Y,)=0 (27) olacaktir. (29) daki denklem sisteminde A, B # 0

. . o o seklinde ¢Oziimiin  varligi igin  katsayilar
seklindeki esitlikler ~ gegerlidir. ~ Kollokasyon matrisinin determinanti sifir olmalidir. Buradan
noktalar1 y; = 1/3 ve y, = 2/3 olarak alinip (27)
deki denklemlere yazilirsa (6 r?_ 54) (2 r? —54)=0 (30)
6a/(x)+ 2a;(x)—-54a,(x)=0
6 a:( ) 4 ”2( ) 54 %09 54 0 olacaktir. Boylece rn=3,rn=-3,13=

3(X)+ 48;(x) —544,(x) —548,(x) = 28) 3v3,7, = —3v3 seklinde bulunan dért kék

X)=Ae"+A e +Ae% +Ae"

a(x)=A A Ay A, (31)

a,(x)=B,e" +B,e” +B,e* + B, e""
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ifadesinde yazilarak a; (x) ve a,(x) keyfi fonksiyonlar1

a()=Ae*+Ae ¥ +A e”§X + A e

(32)
a,(x)=B e* +B,e ¥ + B,e>¥ + B, e >
seklinde bulunur. Burada sekiz bilinmeyen katsay1 x=0 da u=1 34
vardir. (29) daki ilk denklem gbz 6niine alinarak x=1 de u=y (34)
By, katsayilar1 Aj, katsayilar1 cinsinden yazilabilir.
Bdylece bilinmeyen katsayilar dorde diisecektir. (34) ile verilen smir sartlart uygulanirsa
54 - 6rk2 2 2 3
= 33 u(0,y)=2,00) (y-y")+a,(0) (y" -y’)
= A (39 a 2 -

u@y)=a,@ (y-y*)+a,@) (y’ - y°)

Katsayilar1 bulmak igin (25) deki ¢6ziime . . .
denklemleri elde edilir. Bu denklemler secilen

y, = 1/3 ve y, = 2/3 kollokasyon noktalari i¢in

u(0.9)=2,0) -+ 2,0 () -()) -1
u0.3)=2,0 -+ %0 ) -0 -1 "
U= G- G+ a0 G- G- 5
ut.2)- 2 E-ON+ a0 G -GN -2

haline gelir. (36) denklemindeki a,(0), a,(1), a,(0), a,(1) ifadeleri

2,(0) =A1+A2+A3+A4=ZAK

a,(0)=B,+B,+B,+B, ZB
! \ (37)
a)=Ae +Ae + A LA™ =) At
k=1

4
a,()=B,e° +B,e” +B,e*" +B,e ¥ =>"Be"

k=1
olmaktadir. Bu denklemler ise (34) deki simr ifadelerin timi A,’ lar cinsinden yazilir ve
sartlarinin (35) de yazilmasiyla elde edilmistir. ardindan (36) da yerine konursa

(33) deki esitlikten faydalanilarak (37) deki

2 54-6r7 ~
) Z[g >7 T)]Ak =1

2 4 4 54 6r?
u(0,=)= K =1
( 3 kZQ 27 2’ oz A
4

2 54-6 (38)
) 2[9 A0 et -
[

270 2r?

2 54—6r2
u,= : e =
43)= Z9 27 212 oz A
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seklindeki denklem sistemine ulasilir. Gerekli diizenlemelerin ardindan bu denklem sisteminin matris
gOsterimi

2 2 2 2 AT T 1
36-2r2  36-2r  36-2r>  36-2r7 |[A | | 1
or’ or,’ or;’ or,’
2 2 2 2 . 0.33 (39)
36-2¢’ , 36-2r’ . 36-2 . 36-2r’ . | A 066
or? or,’ or? or,’ L

gibi olmaktadir. Buradan katsayilar
olarak bulunur. Bu katsayilar (32) de yazilarak
A, =0.1011 B,=0 a4 (x) ve a,(x) fonksiyonlar

A, = 4.3989 B,=0
A,=-0.0124  B,=0.0249
A,=0.0124 B, =-0.0249

(40)

a,(x)=0.1011e* + 4.3989e** —0.0124e>™* + 0.0124 e

(41)
a,(X)= 0.0249 e** —0,0249 V%

gibi bulunmus olur. (41) de bulunan bu fonksiyonlar (25) de yerine yazilarsa aranan kollokasyon ¢6ziimii

u(x, y)=[0.1011e> +4.3989e > —0.0124e>* +0.0124 ¢ >

(42)
+v(0.0249 €3 —0.0249 ¢ )] (y - y?)
olacaktir.
3. Bulgular !
Analitik gdzim

0.9% — & — 1 kollokasyon noktal
(5) denklemi ile verilen ve (6), (7) smir sartlarina s e
sahip olan adi diferansiyel denklemin yaklagik .

¢oziimii denklem (14) deki gibidir. Bu problem
verilen sinir sartlar1 altinda ve homojen olmayan _

sinir ~ sarti  homojenlestirilerek  ayr1  ayri %08 ~
¢oziilmiistiir. Problemin analitik ¢oziimii ve iki 04 %\
yaklagik ¢oziimi Sekil 1 de grafik halinde 0.3 e
verilmistir. 0zt \&(\\

0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.2 1
x

Sekil 1: Analitik ve kollokasyon ¢oziimlerinin
karsilastiriimasi.

Tablo 1 de Analitik ¢6ziim ve farkli kollokasyon nokta sayilari igin bulunan yaklasik ¢oziimler verilmistir.
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Tablo 1. Coziimiin kollokasyon nokta sayisi ile degisimi

X Analitik 2 Kollokasyon 4 Kollokasyon 6 Kollokasyon 8 Kollokasyon
Coziim Noktasi Noktasi Noktasi Noktasi
0 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000
0.1 0.9309018 0.9324963 0.9304970 0.9309001 0.9308941
0.2 0.8525024 0.8548224 0.8517818 0.8524989 0.8524893
0.3 0.7655851 0.7680841 0.7646369 0.7655798 0.7655690
0.4 0.6710183 0.6733872 0.6699317 0.6710116 0.6710010
0.5 0.5697469 0.5718375 0.5686125 0.5697396 0.5697294
0.6 0.4627828 0.4645408 0.4616919 0.4627760 0.4627664
0.7 0.3511947 0.3526029 0.3502388 0.3511893 0.3511812
0.8 0.2360976 0.2371296 0.2353681 0.2360943 0.2360884
0.9 0.1186415 0.1192267 0.1182300 0.1186402 0.1186375
1.0 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000 0.0000000

Sekil 2 de homojenlestirilmis sinir sartlarina sahip
denklemin yaklagik ¢Ozlimiinde alinan
kollokasyon nokta sayisina gore Gergek Mutlak
Hatanin degerleri ¢esitli x ler igin verilmistir.

3
25010

15T

Gergek Mutlak Hata

0.5

0.4

0.5

Gergek Mutlak Hata, gercek ¢6ziim ve sayisal
¢Oziim arasindaki fark olarak bilinen gercek
hatanin mutlak degeridir (Karaboga, 2012).

2 kollokasyon noktasi
— — —4 kollokasyon noktasi
—#— 6 kollokasyon noktasi
—— § kollokasyon noktas

0.9

0.8

0.6 0.7

X degen

Sekil 2: Gergek mutlak hatanin kollokasyon nokta sayisi ile degisimi

Denklem (23) ile verilen Laplace denkleminin
analitik ¢ozlimli degiskenlerin ayristirilmasi
yontemi kullanilarak (24) deki gibi bulunmustur.
Bu problemin kollokasyon yontemi ile bulunan
yaklasik ¢6ziimii denklem (42) deki gibidir. Bu
¢cozlimiin grafigi bir yiizey gosterir. Sekil 3 de
incelenen Laplace denklemi igin analitik ¢oziim,
kollokasyon ¢o6ziimii ve Gergek Mutlak Hata
grafikleri verilmistir.

4. Tartisma ve Sonuclar
Birinci problem igin kollokasyon nokta sayisi

arttikca sayisal ¢Oziimiin analitik ¢Oziime
yaklastig1 goriilmektedir. Analitik ¢oziime daha
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yakin sonuglar bulabilmek icin (9) ve (15) ile
verilen genel ¢oziimler

V0= Cr1=)"

y(x)=ZN:Cn X@A—x)"+1—x

formunda alinarak farkli kollokasyon nokta
sayilari i¢in yaklagik ¢oziimler bulunmustur.

Kollokasyon nokta sayisi arttirildikga Gergek
Mutlak Hatanm giderek kiigiildiigli goriilmektedir.
Sayisal ¢oziimler bulunurken kollokasyon nokta
sayisi kadar denkleme sahip bir denklem sistemi
olusturularak ¢6ziilmektedir.
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Sekil 3: Laplace denklemi i¢in (a) Analitik ¢ozlim, (b) Kollokasyon ¢oziimii, (C) Gergek mutlak hata

Sekil 2 incelendiginde sekiz kollokasyon noktasi
almarak yeterli hassaslikta yaklasik ¢oziimlerin
bulunabildigi gorilmiistiir.

Incelenen ikinci problemde (23) ile verilen kismi
diferansiyel denklemin analitik ¢dziimii olan (24)
denklemindeki terim sayisimi arttirdikca daha
uygun sonuglar bulunmaktadir. Yiiksek sayida
terimin alinmasi halinde bulunan ¢6ziimiin sinir
sartlarint ~ saglaylp  saglamadigina  dikkat
edilmelidir. Bu diferansiyel denklemin
kollokasyon ¢oziimii (42) deki gibidir. Sekil 3
incelendiginde Gergek Mutlak Hatanin maksimum
degerinin 0.6 dan kiiciik oldugu goriilmektedir.
Probleme bagli olarak hesaplamalarda kag
kollokasyon noktasinin alinmasi gerektigi 6nemli
bir sorundur. Hesaplama zamanin nokta sayisiyla
dogru orantili oldugu bulunmustur. Daha
karmagik yapidaki problemler c¢oziiliirken kag
kollokasyon noktasinin almacagim belirlemede
Yaklasik Mutlak Hatadan yararlanilabilir. Ardisik
iki kollokasyon noktasi i¢in hesaplamalar yapilir.
Bu iki hesaplama arasindaki farkin mutlak degeri
belirli bir degerin altinda ise ¢Oziim yeterli
hassaslikta elde edilmis olur.
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