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all process.
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ASAL BILESENLER ANALIZINE BOOTSTRAP YAKLASIMI

1. GIRIS

Bootstrap yontemi literatiire ilk kez Efron 'in 1979 yilindaki makalesi ile tanitildi.
Teorik gelisme Freedman (1981) ve Wu (1986) ile devam etti. Daha sonraki
gelismelerden kitaplastirilanlar ise tarihsel sirasiyla Beran ve Ducharme (1991), Hall
(1992), Mammen (1992), Efron ve Tibshirani (1993), Davison ve Hinkley (1997), teorik
bir calisma olan Shao ve Tu (1995) sayilabilir.

Giliniimiizde bilgisayarlarin da gelisimine kosut olarak c¢ok fazla sayida
arastirmaya konu olan Bootstrap yonteminde temel diigiince eldeki 6rneklemi, kitle olarak
varsay1ip buradan belirli sayida tekrarli 6rnekleme yaparak ilgilenilen tahmincinin suni bir
ornekleme dagilimmi yaratmaktir. Ozellikle s6z konusu tahmincinin &rnekleme
dagilimimi asimptotik teori ile elde etmek zor ya da olanaksizsa bootstrap yontemi yada
genel anlamiyla tekrarli 6rnekleme yontemleri giiglii bir potansiyel olusturmaktadirlar
Aktiikiin (2003).

Cok degiskenli analizin boyut indirgemeci yontemlerinden olan asal bilesenler
analizinde bootstrap yaklasimi, analizin eksik olan istatistiksel ¢ikarsama araclarini
tamamlamada 6nemli bir rol oynayabilir.

Bu ¢alismanin amaci, bootstrap yonteminin asal bilesenler analizine uygulanma
sirecini sunmak ve uygulama olanaklarini tartigmaktir.

Bilindigi gibi bootstrap slireci bilgisayar iterasyonlarina dayanmakta olup,
istatistik paketler bu konuda ¢ok fazla olanak sunmamaktadir. Bu nedenle asal bilesenler
analizine bootstrap siirecin uygulanmasi i¢in Mathematica dilinde bir program yazdik ve
hipotetik bir veriye uyguladik.

2. ASAL BILESENLER ANALIZI

Boyut-indirgemeci ¢ok degiskenli analiz tekniklerinden olan asal bilesenler
analizine iliskin temel bilgileri Anderson (1958), Morrison (1976) ve Jobson (1994) gibi
hemen her ¢ok degiskenli istatistik analiz kitabinda bulabiliriz. Ote yandan analize
bootstrap yaklasimi konusunda literatiiriin pek yeterli oldugu sdylenemez. Beran ve
Srivastava (1985) Ozelinde asal bilesenler olmasa da kovaryans matrisinin bootstrap
siirecini asimtotik analizle birlikte ele almis, Efron ve Tibshirani (1993), asal bilesenler
analizinde ilgilenilen bazi istatistiklere iligkin ¢ikarsama siirecinin bootstrap yontemlerle
gerceklestirilme olanaklarini sunmuslardir. Bu ¢alismada Efron ve Tibshirani (1993) de
tanimlanan siireclere ek olarak Anderson (1963) 'in varyanas-kovaryans matrisinin en
kiiciik k tane 6z degerinin birbirine esitligi testine bootstrap siirecini uyguladik

Boyut-indirgemeci ¢ok degiskenli analiz tekniklerinden olan asal bilesenler
analizinde temel amag X, , X» ..., X, rastlant1 degiskenlerinin maksimum varyansi veren
dogrusal bilesenlerini aramaktir.

X1, X2 ,..., X, 'nin bir dogrusal bileseni



Asal Bilesenler Analizine Bootstrap Yaklasimi 2;:
Y= Bl Xy t+ Bz Xoit+...+ Bp Xpi R i=1.2,...n (1)
olarak ifade edilebilir. Matrisel olarak ise ayni esitlik
Y=Xp (2)

seklinde yazilabilir. (2) esitligindeki vektor ve matrisler acik sekilleriyle

B, X Xy X1 Y,
B, X Xy oo X, Y,
b= , X= , Y=
_BP_ _Xln Xon oo Xpn_ _Yn_

olacaktr.
Y 'nin 6rneklem varyansi, S, 6rneklem varyans-kovaryans matrisini gostermek
uzere

Var (Y)= B SB
olarak tanimlanabilir. Ama¢ Var (Y) 'y1 maksimum yapacak [31 ,ﬁz, e [§ » katsayilarini

bulmak olacaktir. Ancak [§ katsayilar lizerine bir kisitlama yapilmadigi zaman Y 'nin
varyans1 keyfi olarak biiyiitiilebilir, dolayisiyla belirli, tek bir ¢oziimii elde etmek
olanaksizlasir. Oyleyse |§|3 = 1 kisitinin katilmasiyla elde edilen u = BSﬁ - i(ﬁﬂ -1)

fonksiyonunun ﬁ 'va gore kismi tlirevini alip

0
0

=

=2Sp-2 AP

>

stfira esitlemeliyiz.
2SB-20p=0
(S-AD B =0 (3)

(3) esitligi bir homojen denklem sistemini simgeler. Dolayisiyla denklem

sisteminin sifir-dis1 ¢ozlimlerinin olmas1 [S - AI| determinantinin sifir olmasi ile
miimkiindiir :
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(4) esitligi ayn1 zamanda A 'nm degisken olarak yer aldig1 bir polinomu simgeler.
Esitlikten ayrica A 'nin S matrisinin 6z degerler vektoriinii simgeledigi agiktir. Esitlik (3)
soldan ﬁ vektorii ile carpilirsa

BES-2DP=0

BSP=2 (5)

esitligi elde edilir. Amacimiz ﬁSﬁ 'y1 maksimum yapmak olduguna gore, bu amaca A

0z degerler vektoriindeki maksimum 6z degeri secerek ulasabiliriz. Bu 6z deger A; olsun.
p tane 6z deger ve dolay151yla p tane dogrusal bilesen (asal bilesen) Y; olacaktir. Bu

durumda (1) esitligindeki [3 s B 2y B katsayilar1 da karsilik gelen 6z degere iliskin 6z

vektoriin katsayilar1 olacaktir. Oz degerlerin 6zelliginden

Iz (S)=

|| M"“

ve dolayisiyla

iz (S)= 3 Var(Y))
i=1
yazabiliriz. Oyleyse asal bilesenin, diger bilesenlere izafi 5nemi ise

A var(Y) 7:1 _ 711 ©)
. § [z(S) ¢

3 Var(Y,) ),

i=1 =

olarak tanimlanabilir. Aktiikiin (2002).
Asal bilesenler analizinde daha c¢ok ilgilenilen test istatistikleri varyanslara

karsilik gelen 6z degerler, ile Esitlik (6) 'da tanimlanan 0 'dir. Ancak bu istatistiklerin
belirli bir 6rneklemden hesaplanacak nokta tahminleri ile giiven araliklar1 olusturmak ve
hipotez testi yapmak i¢in klasik teoride, X; 'lerin bagimsiz olmalar1 ve normal dagilimdan
gelmeleri varsayimlar1 yapilir. Bu varsayimlarin karsilanmamasit durumunda ise test
istatistiklerinin kullanilmas1 olanaksizlasir ve Bootstrap yaklagimi 6nem kazanir.

Kisim 3 'te, siiregler i¢cin 15 gozlem ve 4 degiskenden olusan hipotetik bir veri
kullanildi. Klasik teoriyle karsilastirmalar yapabilmek icin verideki goézlemler cok
degiskenli normal dagilimdan elde edilmis olup, Ek 1 'de verilmistir.
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3. VARYANS-KOVARYANS MATRIiSININ OZ DEGERLERININ ve
ORANLARININ BOOTSTRAP GUVEN ARALIKLARI

Asal bilesenler analizinde varyans-kovaryans matrisinin 6z degerleri lineer
bilesimlerin varyanslarin1 simgeledikleri i¢in bunlara iligkin giiven araliklar1 ve hipotez
testlerine ozellikle 6nem verilir. Anderson (1963), ¢ok biiyiikk 6rneklemler i¢in (n > )
asagida tamimlanan L rastlanti degiskeninin standart normal dagilim izledigini
gostermistir:

A

L o Mh N(0,1)

A 2/-1)

Buradan A, i¢in % 100(1 - o) gliven aralig1
A < A

< i 7
1+2,,42/(n—1) 1<1—Za/21/2/(n—1) )

olacaktir. Burada A; , kitle varyans-kovaryans matrisinin bir 6z degerini, f\,i bu 6z degerin
nokta tahminini n Orneklem biiylikliigiinii z,, standart normal dagilim kantilini
gostermektedir. Ancak bu giiven araligi asimtotik oldugu i¢in kii¢iik 6rneklemlerde her
zaman 1iyi sonu¢ vermeyebilir. Bu anlamda oOrneklem biiyiikliiglinden etkilenmeyen
Bootstrap yaklagimi 6nem kazanir.

Asagida Ek 1 'deki verinin varyans kovaryans matrisini ve 6z degerlerini
goruyoruz.

i 5.956 -0.9658 0.2935 -0.3020
o -0.9658 2.534 0.8619 -2.482

0.2935 0.8619 24.54 8.131
k—0.3020 -2.482 8.131 45.29 {

, A1=48.1875 , A2=21.8736 , A3=6.20675 , A4=2.04776

Her bir 6z deger icin (7) 'den hesaplanan giiven araliklar1 ise asagida verilmistir:
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Asimtotik Given Araliklari

Al Yizdeler Asimtotik Kantiller
0.05 29.7143
0.15 34.6241
0.25 38.3985
0.35 42.0617
0.45 46.0026
48.1875 0.55 50.5903
0.65 56.4017
0.75 04.6754
0.85 79.2212
0.95 127.378
A2
0.05 13.4881
0.15 15.7168
0.25 17.4301
0.35 19.0929
0.45 20.8818
21.8736 0.55 22.9643
0.65 25.0022
0.75 29.3579
0.85 35.9606
0.95 57.8201
A3
0.05 3.82732
0.15 4.45972
0.25 4.94588
0.35 5.41773
0.45 5.92533
6.20675 0.55 6.51625
0.65 7.26478
0.75 8.33047
0.85 10.204
0.95 16.4068
A
0.05 1.26272
0.15 1.47137
0.25 1.63176
0.35 1.78744
0.45 1.95491
2.04776 0.55 2.14986
0.65 2.39682
0.75 2.74842
0.85 3.36655
0.95 5.41299

Yukarida verilen giiven araliklarini bootstrap karsiliklari i¢in, Efron ve Tibshirani
(1993) 'nin tanimladig: siireci uyguladik. Orijinal veriden iadeli olarak B = 1000 tane
orneklem ¢ekildi. Her bir 6rneklemin varyans-kovaryans matrisi ve her bir matrisin 6z
degerleri hesaplandi. Her bir 6z deger i¢in 1000 6z degerin ortalamasi (Aipeor ) bootstrap
kitle 6z degerlerinin bootstrap tahmini olarak diisiiniildii. 1000 6z degerin kantilleri ise
asagida verilen giiven araliklarin olusturdu. Orijinal veriden elde edilen 6z degerlerin
bootstrap tahminlere olduk¢a yakin oldugunu gérmekteyiz. Asimtotik giiven araliklarinin
ise bootstrap giliven araliklarindan daha genis oldugu goriilmektedir. Bu durumun
orneklemin yeterince biiyiilk olmamasindan kaynaklandigin sdylemek yanlis olmaz.
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Bootstrap Given Araliklari

Alboot Yizdeler Bootstrap Kantiller
0.05 32.3409
0.15 38.3046
0.25 42.1568
0.35 45.4512
0.45 48.5666
51.3153 0.55 52.379
0.65 55.508
0.75 59.828
0.85 64.9596
0.95 73.4571
A2boot
0.05 11.6622
0.15 14.3664
0.25 16.027
0.35 17.6228
0.45 19.2221
20.2676 0.55 20.8491
0.65 22.3307
0.75 24.1395
0.85 26.2876
0.95 30.0632
A3poot
0.05 2.10629
0.15 3.37521
0.25 4.10639
0.35 4.58874
0.45 5.21157
5.46056 0.55 5.78494
0.65 6.29567
0.75 6.874
0.85 7.61334
0.95 8.65801
Moot
0.05 0.567834
0.15 0.882356
0.25 1.07023
0.35 1.27747
0.45 1.43761
1.49595 0.55 1.5937
0.65 1.74414
0.75 1.91094
0.85 2.09563
0.95 2.35796

Asal Bilegenler analizinde 6z degerler kadar esitlik (6) 'daki 0 istatistigine de
onem verilir. Her bir 6z degerin toplam varyansa katkisini diger bir deyisle izafi 6nemimi
goOsteren bu istatistigin  sayisal degerine bakarak ka¢ tane asal bilesenle
yetinebilecegimize karar verebiliriz. Bu karar i¢in klasik teoride yaygin olarak asimtotik
bir test olan Bartlett (1950) 'in kiiresellik testinin ve bazi grafik yontemlerin (6rn. bkz.
Jobson (1994)) kullanildigini da belirtelim.

Asagida verilen, her bir 6z degerin toplam 6z degerlere oranlarina bakildiginda
biiyiikliik siralamasina gore birinci ve ikinci 6z degerlerin toplamdaki payinin 0,89 'dan
bliyiilk oldugu dolayisiyla dort degiskenin 2 asal bilesenle ifade edilebilecegini
sOyleyebiliriz :
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fl AL
0= =0.615299
AL+A2+ A3+ A4
fl A2
0= =0.2793
AL+A2+ A3+ A4
fl A3
03= =0.0792531
AL+ A2+ A3+ A4
fl A
0= =0.0261475
AL+A2+A3+A4

Oyleyse ilk iki 6z degere karsilik gelen 6z vektorlerin belirledigi

Y, =0,00348x; +0,0452x; - 0,323x3- 0,945x4
ve
Y, =-0,0185x; -0,0821x; - 0,944x3+ 0,319x4

lineer bilesimleri toplam varyansin % 89 'undan fazlasini agiklamaktadir.
(6) esitliginde tanimlanan istatistige bootstrap uygularken, ilgilenilen 0
istatistiginin degeri her bir bootstrap drneklemi i¢in hesaplanip, boylelikle elde edilen

degerlerin ortalamasi (é ) bulunabilir. Betimlenen bu siire¢ B = 1000 kez uygulanmus,

boot

él ve é2 icin asagidaki degerler elde edilmistir :

él igin

fl

B0t Yizdeler BootStrap Kantiller
0.05 0.528301
0.15 0.576246
0.25 0.599673
0.35 0.620687
0.45 0.64253

0.651049 0.55 0.661757
0.65 0.6799
0.75 0.702222
0.85 0.72647
0.95 0.768307

éz i¢in

il

Opoot Yuzdeler BootStrap Kantiller
0.05 0.149777
0.15 0.18668
0.25 0.207486
0.35 0.226544
0.45 0.245151

0.259573 0.55 0.265293
0.65 0.285755
0.75 0.307191
0.85 0.336207
0.95 0.389565
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Bootstrap tahminlerinin orijinal 6rneklemden hesaplanan él = 0,6510 ve éz= 0,2595

yakin oldugu goriilmektedir. Bu asamada 6, = 0,6510 ve 0,= 0,2595 degerleri
yardimiyla 6, ve 0 i¢in giiven aralig1 olusturmak istenebilir. Ancak klasik teoride kiigiik
orneklemler i¢in éi'mn standart hatasina iliskin analitik bir formiiliin olmamasi, bu
siirecin uygulanmasima engeldir. Orijinal Ornekleme, bootstrap siireci uygulandiktan
sonra 0 'va yada daha genel olarak ifade edersek test istatistigine iliskin ampirik bir
dagilim elde edilecegi icin ilgilenilen 0; ve 0, 'ye iliskin gliven araliklar1 ampirik
dagilimin kantilleri diger adiyla bootstrap kantilleri hesaplanarak olusturulabilir.
Yukaridaki tablodan 6 i¢in soldan ve sagdan % 5 'i disarida birakan degerler 0,528 ve
0,768 'dir. Oyleyse ampirik olarak [0,528 - 0,768] aralig1 % 90 giiven aralig1 olarak kabul
edilebilir. Ayni aralik 6, i¢in [0,149 - 0,389] olacaktir.

Sekil 1 'de bootstrap Orneklemlerinden elde edilen degerlerin olusturdugu

A

histogramlar yer almaktadir Kesikli dogru, dagilimlarin ortalamasini yani 0, , degerini
gostermektedir
él icin
Frekanslar 8.'1ar n Bootstrap  Degilim
50 - %Z,
40 - j i
30
10 |
é2 i¢in
Frekanslar 8,'lar1 n Bootstrap  Degilim
60 o
50 [ u :
40 e 1 nll
30 B i
20
10
= 62

0.1 0.2 0.3 0.4

Sekil 1: 61 ve 0 , min Bootstrap Dagilimlari
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4. SONUC

Belirli bir istatistigin standart hatasini veren bir formiiliin olmadig1 yada asimtotik
bir formiiliin oldugu durumlarda kii¢iik 6rneklemler i¢in giivenilir istatistiksel ¢ikarsama
yapma da bootstrap yaklasimi benimsenebilir. Daha ¢ok betimsel bir teknik olan ve bu
nedenle ¢ikarsama araclari ¢cok da yeterli olmayan asal bilesenler analizine bootstrap
yaklagimi bu anlamda Onem kazanabilir. Bu c¢alismada asal bilesenler siirecinde
ilgilenilen bazi istatistiklere bootstrap siirecinin uygulanma ydntemlerini tanitmay1 amag
edindik. Istatistik yazilimlar bu konuda yeterli olanaklar1 sunmadiklari igin s6z konusu
stiregleri Mathematica dilinde yazdigimiz bir programla gergeklestirdik. Kodlar Ek 2 'de
sunulmustur.
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Ek 1. Cok Degiskenli Normal Dagilimdan Tiiretilen Hipotetik Veri

14.2324 54.8199 61.6357 62.6974
15.4832 53.9587 53.6667 46.2785
17.9279 56.7678 56.4821 48.1623
13.3259 55.2607 60.0429 60.6884
13.3767 54.9219 52.6191 52.3652
10.8281 58.2343 49.5043 43.9428
13.7561 53.4531 56.1293 59.3454
14.9728 51.9761 53.3387 59.9688
16.5149 56.6812 59.5466 54.7969
18.434 52.4669 53.8989 49.3047
21.0525 55.0778 59.2011 57.9376
16.9422 53.3292 46.3162 53.6431
14.7467 55.1901 53.0857 69.844

16.1851 55.2698 47.8543 60.8118
13.5081 54.9659 64.248 57.1117

10
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Ek2. Mathematica Kodlar

é"\i ' nin Bootstrap Tahminleri, Given Araliklari ve Histogramlar
Needz[Statistics "MultiDescriptiveltatistics"]
Needz[Statistics "Descriptivelitatistics"]
Needz[Statistics "Confidencelnterwvals™]
Needsz [Graphics "Graphics ™)
Needz[DiscreteMath Combinatorica’]
3 =N[N[CovarianceMatrix[data]] » (Length[Transpose [data] [[1]]] - 1) f
Length [Transpose [data] [[L1]]]., 4]:
dzdederler = N[Eigenvalues[5], 3]
dzwektérler = N[Eigenwectors (3], 3]!
pl = Prepend[dzdeferler, dzdeferler]:
pi = Prepend[dzvektdrler, dzwvektdrler];
Print[TableForm[{pl, p2}]]: B = 1000;
popboot = Flatten[Join[Table [data, {i, 1, Length[data]}]], 1]:
Do[eboot[i] = RandonESubset[popboot, Length({datal], {i, 1, Bl}]:
ehoos = Table [eboot[1], {i, 1, B}]:
kowboot = N[Table[CovarianceMatrix[eboos[[1i]]], {i, L, B}1]:
eigboot = N[Table[Eigenvalues [kovboot[[1i]]], {i, L, B}]]:
k = Length[Transpose [data] ] ;
birler = Table[l, {i, 1, k}]:
total = {birlerl.Transpose[eigboot] ;
dzdeferler = Table[eigboot[[i]] ftotal[[l, 1]], {i, 1, B}]:
ilkézdederler = Transpose [ozdederler] [[1]]:
ortalamaninstandarthatasil = Standardbeviation[ilkézdederler]:
meanl = Mean[ilkdzdederler] ;
q95 = Quantile[ilkézdederler, 0.95]; q90 = Quantile[ilkézdederler, 0.90];
q8d = Quantile[ilkozdeferler, 0.84]; g50 = Quantile[ilkdzdeferler, 0.50];
g5 = Quantile[ilkézdederler, 0.05]:
kantiller = Table[{m, Quantile [ilkdzdeferler, m]}, {m, .05, .95, .11]:
kantiller = Table[{Quantile[ilkdzdederler, m]}, {m, .05, .95, .1}];

Print[TahleForm[{{ébo“, Yuzdeler, BootlStrap Ka.nt.iller}, {meanl, yizdeler, ka.nt.iller}}] ]:
yizdeler = Table[{m}, {m, .05, .95, .1}];
Print[TableForw[{{¥izdeler, Bootitrap Kantiller}, {yazdeler, kantiller}}]];
Listplut[ilkazdegerler, ixesLabel —» {B, g }]
histl00 = Histogramlilkﬁzde-ierler, BarStyle - [RGEColor[l, 1, 1]},
Epilog— {Drashing[{.01}], Line[{{meanl, O}, {meanl, B}}]},
Lyeslabel - {"\. nel", Frekanslar}, FlotLahel — ”é\l'larln Bootstrap Dadilimi, Tmagedize — {350, 3500

ikincidzdederler = Transpose [dzdederler] [[2]] 2

ortalamaninstandarthatasil = 3tandardbeviation[ikincidedederler]

weanz = Mean[ikincidzdederler] ;

q95 = Quantile[ikincidzdederler, 0.95]; g0 = Quantile[ikincidzdederler, 0.90];
q84 = Quantile[ikincidzdederler, 0.84]; 50 = Quantile[ikincidzdederler, 0.50];
q05 = Quantile[ikincidzdederler, 0.05];

kantiller = Table[{m, Quantile[ikincid=zdederler, w]}, {m, .05, .95, .11];
kantiller = Table[{Quantile[ikincit=zdederler, m]}, {m, .05, .95, .11];
yizdeler = Table[{m}, {fm, .05, .95, .1}]:

o
Print’TahleFormH{eboot, Yizdeler, Bootitrap Kant.:i.ller}, fmeans, yizdeler, kant.iller}}l ]:
. I3
ListPlot[ilkbzdederler, Axeslabel -» {B, "8;"}]
histloo = Histogra.m[ikinciﬁzdeﬁerler, Barityle — {RGEColoxr[l, 1, 1]},
Epilog— {Dashing[{.01}], Line[{{meanz, 0}, {fmean=, BL1]},

A I3
m-cesLa.bel—;{"‘. ", Frekanslar}, Flotlshel - "% & 'larin Bootstrap Dagilimi™, Image3ize — {350, 350
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