Erzincan Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi

2020, 13(2), 592-599

ISSN: 1307-9085, e-ISSN: 2149-4584
Arastirma Makalesi

Erzincan University

Journal of Science and Technology
2020, 13(2), 592-599

DOI: 10.18185/erzifhed.690071
Research Article

Bol E-Tiimlenmis Modiillere ve E-Yiikseltilebilir Modiillere Torsiyon-Teorik Bir
Yaklasim

Esra Oztiirk S6zen®”

1Sinop Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Boliimii

Gelis / Received: 17/02/2020, Kabul / Accepted: 01/06/2020

Oz

Bu ¢alismada bol 7,-tiimlenmis ve t,-ylikseltilebilir modiilleri tanimliyoruz ve bu yapilarin temel 6zelliklerini

belirtiyoruz.

Anahtar Kelimeler:
teorisi.

e-kiiciik alt modiil, bol e-tiimlenmis modiil, e-yiikseltilebilir modiil, kalitsal torsiyon

A Torsion-Theoretic Approximation to Amply e-Supplemented Modules and e-Lifting Modules

Abstract

In this study, we define amply t,.-supplemented and z,-lifting modules and investigate main structures of them.
Moreover we determine their relationship t,-supplemented, amply z.-supplemented and t,-lifting modules

with each other’ diizenlemesi yapilabilir.

Keywords: e-small submodule, amply e-supplemented module, e-lifting module, hereditary torsion theory.

1. Giris

Bu ¢alismada R, M ve T notasyonlari sirasiyla
halkalari, {niter R-modiilleri ve
kalitsal torsiyon teorisini belirtecektir. M
modiiliiniin bir X alt modiili i¢gin X +Y =M
Y=M oldugunda
saglaniyorsa, X alt modiiliine M nin kiiciik alt

birimli

kosulu  yalnizca
modiili denir ve "X K M" ile gosterilir.
Diger taraftan X < M alt modiiliiniin M nin
sifir alt modiiliinden farkli tim 0z alt
modiilleri ile arakesiti sifirdan farkli oluyorsa,
X alt modiiliine M nin biiyiik alt modiiliidiir
denir. Tiimlenmis modiil, projektif ortli, ve
miikemmel modiillerin

dolayisiyla  yari

*Sorumlu Yazar: esozen@sinop.edu.tr

tanimlanmasinda kilit rol {istlenen kiigiik alt
modiiller bu yoniiyle modiill ve halka
teorisinin odaginda kalmay1 hak etmektedir.
Ayrica 2011 yilinda Zhou ve Zang tarafindan,
kiiciik ve biiyiik alt modiillerden esinlenerek
tanimlanan, e-kiiciik alt modiil kavrami da bu
alanda gilincel pek cok caligmanin ortaya
konmasina olanak saglamistir (Quynh ve Tin,
2013; Kosar ve ark., 2015). Bu sayede e-
tiimlenmis modiil, e-yiikseltilebilir modiil gibi
kavramlar ve bir takim genellestirmeleri
literatiire kazandirilmustir.

Bir modiiliin kiigiik ve biiyiik alt modiillerinin
torsiyon teorik versiyonlar1 ilk olarak 1998
yilinda Bland tarafindan verilmistir. 2007
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yilinda Charalambides ve Clark CS modiilleri
torsiyon teorisine gore irdelemistir. 2004
yilinda ise Harmanci ve Kosan’ 1n tiimlenmis
modiillerin kalitsal torsiyon teorisine gore
varyasyonunu sunan calismalari
yayimlanmistir.

Bu calismada da e-tlimlenmis modiillerin,
bol e-timlenmis modiil ve e-yiikseltilebilir
modiil gibi iki 6zel genellestirmesinin kalitsal
bir torsiyon teorisine gore cebirsel 6zellikleri
aragtirllmistir. Bu baglamda o6zellikle, t,-
timlenmis ile bol t,-timlenmis modiiller
halka

verilmistir. Te-

iliskiler ve
karakterizasyonlari

arasindaki

yiikseltilebilir bir modiiliin her direkt toplam
terimi de t,-yiikseltilebilirdir. Buna karsilik,
T.-yukseltilebilir  iki

modilin de t,-

yiikseltilebilir ~ olmasmm1  saglayacak  on

kosullar belirlenmistir. 7,-tiimlenmis ve bol

To-timlenmis modiillerin  belli  kosullar
altinda T.-yukseltilebilir oldugu
ispatlanmustir.

2. Materyal ve Metot

Tamm 2.1: R-mod da bir t-torsiyon teorisi
asagidaki kosullar1 gercekleyen t = (T, F)
siiflarmin ikilisidir.

1. TnF={0}

2. T— M — 0dizisitamve T € T ise
M € T dir.

3. 0> M — F dizisitam ve F € F ise
M € F dir.

4. Her M modiili icin 0 > T —> M —
F — 0 dizisi tam olacak sekilde T €
T ve F € F modilleri vardir (Bland,
1998).

Tammm 2.2: M €T ise M ye t-torsiyon
modiil; M € F ise M ye t-Serbest torsiyon
modiil denir (Bland, 1998).

Tamm 2.3: 7 = (T, F) t-torsiyon teorisinde
t(M) = Y{N < M| N € t} olmak iizere

T ={M € R —mod| (M) = M}; T-
torsiyon modiillerin sinifidir.

F ={M € R — mod| t(M) = 0}; T-

serbest torsiyon modiillerin  smifidir

(Bland, 1998).

Tamim 2.4: 7" siifi alt modiiller altinda kapali
ise yani i¢erdigi 7-torsiyon modiillerin her alt
modiilii de T-torsiyon ise t ya kalitsal torsiyon
teorisi denir (Bland, 1998).

Tamm 2.5: F smifi homomorfik goriintiiler
altinda kapali ise 7 ya egkalitsal torsiyon
teorisi denir (Bland, 1998).

Onerme 2.6: 7" sinifi homomorfik goriintiiler,
direkt toplamlar ve genislemeler altinda
kapalidir (Bland, 1998).

Onerme 2.7: F smift alt modiiller, direkt
carpimlar ve genislemeler altinda kapalidir
(Bland, 1998).

Tanmm 2.8: M bir modiil ve N < M olsun.
M/N bolim modiilii -torsiyon ise N ye

Mnin t-yogun alt modili denir ve
"N <;_q M" ile gosterilir (Bland, 1998).

Tamm 2.9: M bir modiil ve N < M olsun.
N MveN <,_4 Mise N ye M nin t-biiyiik
alt modiilii denir ve " N 2, M " ile gosterilir
(Bland, 1998).

Her t-biiylik alt modiiliin biiylik alt modiil
oldugu aciktir. Ve tanimlar1 geregi t-biiytik alt
modiiliin  bliyik  alt
genellestirilmis
Ozellestirilmisi olduguna ulasilabilir.

modilin bir

versiyonu degil

Bu boliimde verilen tiim tanim ve diger
bilgilerin detayli formu i¢in Bland (1998) a ait
kaynak incelenebilir.

Tamim 2.10: M bir modiil ve N < M olsun.
K=2, M igcin N+ K =M ifadesi yalnizca
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K = M oldugunda gergekleniyorsa N ye M
nin t,-kiigiik alt modiil denir ve "N «,, M"
ile gosterilir (S6zen, 2020).

Bir modiiliin her e-kii¢liik alt modiili .-
kiigliktiir. t-torsiyon modiiller igin tersi de
sOylenebilir.

Simdi t,.-kiiclik alt modillerin 6zelliklerini
asagidaki onerme ile verelim.

Onerme 2.11: M bir modiil olsun.

1. K,L,N < M ve K< N olsun.
a) N <K, Mise K L, M ve

N/K <<Te M/K dir.
b) N+ LK, MSNKL, M
ve L L, Mdir.

2. t.-kiicik alt modillerin homomorfik
goriintiisii de t,-kii¢iik alt modiildiir.

3. Ki<M, <M, K, <M, <M  ve
M=M, @M, olsun. Bu durumda,
Ki®K, ey My @M, & Ky Ky My ve
K, <, M, dir.

4. K<N<M, K <, MveN,M nin direkt
toplam terimi ise K <, N dir (Sozen, 2020).

Tanm 2.12: M bir modul ve U,V < M olsun.
M=U+V vebirT2,Vign M=U+T
olmast T =V olmasin gerektiriyorsa V
ye U nun M de t,-tiimleyeni denir. Eger M nin
her alt modiilii 7,-tlimleyene sahipse M ye t,-
timlenmis modiil denir (S6zen, 2020).

E-timlenmis her modiil 7,-tlimlenmistir.

Lemma 2.13: M bir modiil ve U,V <M
olsun. U alt modiliniin M de bir V t,-
timleyene sahip olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul U+V =M ve UNV K, V olmasidir
(Sozen, 2020).

3. Bulgular

Bol t,-Tiimlenmis Modiiller

Tanmim 3.1: M bir modiil ve X < M olsun.
Eger M = X + K kosulunu gercekleyen her
K alt modiilii X in M de bir t,-timleyenini
igeriyorsa bu takdirde X, M de bol -
tiimleyene sahiptir denir. Eger M nin her alt
modiilii M de bir bol 7,-tiimleyenine sahipse
M ye bol t,-tiimlenmis modiil ad1 verilir.

T.-timlenmis ve bol e-tiimlenmis modiillerin
bol t,-tiimlenmis olduklar1 agiktir.

Teorem 3.2: M bir modiil ve X ile Y, M de
bol t,-tlimleyene sahipve M = X +Y
kosulunu gercekleyen alt modiiller olsun. Bu
takdirde X N'Y alt modiilii de M de bol -
tiimleyene sahiptir.

Ispat: W < M igin M = (X nY) + W olsun.
Modiiler kurali geregi, X = (X NnY)+ (W n
X)ve Y=(XnNnY)+ (W nNY) elde edilir.
Buradan, M = X 4+ Y oldugu igin M = X +
(WnyY)veM =Y + (W n X) yazilabilir.
Hipotez geregi, X ve Y sirasiyla M de V; <
WnYveV, <W n X olacak sekilde V; ve
V, t.-tiimleyenlerine sahiptir. Yani,

X+Vi=M X0V, &, ViveY +V, =M,
Y NV, Lq, Vs

dir. BoylelikleV; < W NY <Y i¢in Modiiler
kurali geregi Y =V; + (X NnY) dir. Benzer
sekilde X =V, + (X Nn'Y) oldugu goriilebilir.
Buradan M =X+Y=XnY)+ (, +V,)
elde edilir. Ayrica
XnY)NnW+V)=Xn[Yn{,+V,)]
=Xn[V+(,nY)]
=Xnv)
+(VNY) K, Vi +Vy

oldugundan V; +V,, XNY nin M de V; +
V, < W olacak sekilde bir ,-tlimleyeni olur.

Teorem 3.3: Bol t,-timlenmis bir modiiliin
her b6liim modiilii de bol 7,-tlimlenmistir.
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Ispat: Standart sekilde yapilabilir.

Sonu¢ 3.4: Bol 7,-tiimlenmis bir modiiliin

homomorfik  goriintiisi. de bol .-

tiimlenmistir.
Teorem 3.5: Bir M modiiliniin her alt modulu

To-tiimlenmis ise M aym1 zamanda bol .-
tiimlenmis modiildiir.

Ispat: N<MvebirT<MiginM=N+T
olsun. Hipotez geregi, NN T, T de bir K t,-
timleyenine sahiptir. Bu durumda (N N T) +
K=Tve (NNT)NK=NNK < K di.
Buradan M =N+T =N+ (NNT)+K =
N + K elde edilir. Sonug olarak, K, N nin M
de T tarafindan kapsanan Tt,-tiimleyenidir
dolayisiyla M bol t,-timlenmistir.

Hatirlatmak gerekirse, bir M modiiliiniin
X,Y < M olmak ilizere M = X 4+ Y kosulunu
gercekleyen her X,Y < M alt modiilii i¢in
f(M)< Xve(( —f)(M) S Y olacak sekilde
bir f € End(M) var ise M ye m-projektif
modiil denir. Her

projektiftir.

projektif modiill -

Teorem 3.6: M modilii m-projektif ve t,-
tiimlenmis bir modiil olsun. Bu takdirde M bol
T-timlenmistir.

Ispat: X,M nin herhangi bir alt modiilii ve
Y <M igin M =X + Y olsun. M, m-projektif
oldugundan f(M)<CY ve (I-f)(M)<S X
olacak sekilde bir f € End (M) vardir. Ayrica
hipotez geregi X, M de bir T 7,-timleyenine
sahiptir. Yani, X +T =M ve XNT <, T
dir. Buradan M =f(M)+ (- f)(M) =
fX)+f(M)+X=X+f(T) elde edilir.
Aynica X N f(T) < f(XNT) <K, f(T) olup
f(T),M de X inY deigerilen 7,-tiimleyenidir.
Sonu¢ 3.7: M modilii projektif ve t,-

tiimlenmis bir modiil olsun. Bu takdirde M bol
T-timlenmistir.

Not:
toplamlar1 ve homomorfik goriintiileri de 7,-

To-timlenmis  modiillerin  sonlu

tiimlenmis oldugundan t,-timlenmis bir M
modiiliiniin her sonlu M-iiretilmis modiilii de
To-timlenmistir. Dolayisiyla bir R halkasinin
T.-tlimlenmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
her sonlu
tiimlenmis olmasidir.

R-liretilmis  modilinin .-

Teorem 3.8: Bir R halkasi i¢in asagidaki
ifadeler denktir:

=

rR modiilii 7,-tiimlenmistir.

no

R modiilii bol t,-timlenmistir.

3. Her sonlu iiretilmis R-modiil -
tiimlenmistir.

4. Her sonlu iiretilmis R-modiil bol
T-tliimlenmistir.

Ispat: (1 & 2): Sonug 3.7 geregi aciktir.
(1 = 3): Not 3.8 den agiktur.

(3 = 4): M sonlu iiretilmis 7,-tlimlenmis bir
modiil olsun. Bu takdirde sonlu bir I indeks
kiimesi icin f:R® — M epimorfizmasi
mevcuttur. Hipotez geregi RD t,-tiimlenmis
olup R projektif oldugundan

R® (sonlu kopyalarmin toplami) projektiftir.
Not 3.8 geregi R bol 7,-tiimlenmistir.

(4 = 1): Aciktir.
T.,— Yiikseltilebilir Modiiller

Tamim 3.9: M bir modiil ve N < M olsun. Bu
durumda M nin X <N ve NNY K M
olacak sekilde bir M =X@Y ayrisim
mevcut ise M ye t,-yiikseltilebilir modiil
denir.

Her e-yukseltilebilir modiil Te-
yukseltilebilirdir. Ayrica t-torsiyon serbest
her
yiikseltilebilirdir.

modil ise  e-
birlikte
yiikseltilebilir modiiller 7,-tiimlenmistir.

T.-yikseltilebilir

Bununla Te-

Asagidaki ornekte 7,-tlimlenmis bir modiiliin

T.-yukseltilebilir olmayabilecegi
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gosterilmektedir.

Ornek 3.10: p bir asal tam say1, R = Z,3 ve
_Z Z
M = /pg,Z 45, /pZ olsun. R halkasi

milkkemmel oldugundan RR modili .-

tiimlenmistir ancak 7,-yiikseltilebilir degildir.

Asagida bir modilin t,-yiikseltilebilir

olmasina esdeger kosullar siralanmaktadir.

Lemma 3.11:

1. Bir M modiilii i¢in asagidaki ifadeler
denktir:

a) M t,-yiikseltilebilirdir.

b) M nin herhangi bir N alt modiilii i¢in
X, M nin bir direkt toplam terimi ve
Y &, M olacak sekilde N = X PY

parcalanis1 mevcuttur.

€) M nin herhangi bir N alt modiilii i¢in
x<N ve N/y«, M/, olacak
sekilde M de bir X direkt toplam terimi
mevcuttur.

2. t.-yukseltilebilir bir modiiliin her
direkt toplam terimi de
yiikseltilebilirdir.

Te-

ispat: 1. (1a = 1b): Agiktir.

(1b = 1c¢): N < M olsun. Hipotez geregi N
nin,M nin bir direkt toplam terimi ve
Y &, M sekilde N=X@Y

parcalanigt mevcuttur. m: M — M / x dogal

olacak

homomorfizmasi i¢in ¥ <;, M oldugundan
n(y) =Y +X/, =N/« M/ dir.

(1c = 1a): N < M olsun. Hipotez geregi M
nin, X < N ve N/, «;, M/y olacak sekilde
M=X®Y pargalanisi mevcuttur.
Dolayisiyla, agtkca M = N+Yve N =X D
(YN N) elde edilir. Ayrica M/X =Y ve
N/v =Y n N oldugundan Y N N <, Y olur.

Sonug olarak M t,-ylikseltilebilirdir.

2. M t,-yiikseltilebilir bir modiil ve N <
M bir direkt toplam terimi olsun. Bu takdirde
birT<Mign M =N@Tdir X<N<M
icin M t,-yiikseltilebilir oldugundan Z < X
ve XNY K, Y olmak iizere M = 7Y
pargalanis1 mevcuttur. Dolayisiyla N = Z @
(NNY) ,NNn(XNnY)=Xn(NnY)=Xn
Y L, NNY.

Lemma 3.11 de 7,-yiikseltilebilir modiillerin
simmifinin  direkt toplamlar altinda kapali
oldugu ispatlandi. Asagidaki Ornekte t,-
yiikseltilebilir modiillerin smifinin  boliim
icin kapali olmadig1
gosterilmektedir. Ardindan belli kosullar
altinda bunun dogrulandigini gésteren dnerme
verilecektir.

modiilleri

Ornek 3.12: p bir asal tam say1, R = Z,3 Ve
Z s
M=7,® G /pZZ) olsun. M, ( R?) nin bir

homomorfik goriintiisi olup R halkasi
miikemmel oldugundan ( R?) serbest modiilii
de 7,-yiikseltilebilirdir. Diger taraftan, Ornek
3.1 geregi M, t,-yiikseltilebilir degildir.

VXY, Z<MignXN{Y+Z)=XnY)+
(X N Z) oluyorsa M ye dagilimli modiil adi
verilir. Ayrica V f € End(M) i¢in f(X) € X
oluyorsa X <M alt
invaryanttir denir.

modiline tam

Onerme 3.13: M t,-yiikseltilebilir bir modiil
ve X < M olsun. Asagidaki kosullardan biri

saglandig1 takdirde M / x boliim modiili de .-

yiikseltilebilirdir.

1. N, M nin direkt toplam terimi olmak
iizere NHX/ M/ in direkt
toplamidir.

2. M dagilimh modiildiir.
f =f?%€End(M)igin f(X) < X dir.

w
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Ozel olarak X, M nin tam invaryant alt
modiiltidiir.

ispat:

1. Ky <M/y olsun. K<M ve M 7,-
yiikseltilebilir T<K ve
K/ <y, M/ olacak sekilde M de bir T
direkt toplam terimi mevcuttur. Burada
T+ X/ <M/ bir direkt toplam terimi ve
THXly <Ky <My dir. Kfp < My

oldugundan K/T +x < M/T + X dir.

oldugundan

Sonug¢ olarak M / x bolim modili de .-
yiikseltilebilirdir.

2. Birinci kosuldan faydalanarak ispat
yapilacaktir. M =Y @ Z olsun. Bu durumda

M/X:Y+X/X+Z+X/XVE(Y+X/X)n

E+X)=TND+X) — oy, dr

Sonug olarak ¥ + X/X, M/X in direkt toplam
terimi olup M/, 7, -yiikseltilebilirdir.

3. M =A@ B olsun. Birinci kosul geregi
A+ X/ M/ in direkt toplam terimi oldugu
gosterilmelidir. AP B — A, (1 — )M =
B ¢ekirdegine sahip projeksiyon doniislimii
olsun. Bu takdirde 7% =m € End(M) ve
m(M) = A dur. Hipotez geregi, m(X) < X ve
(1 -m)X < X dir. Bu durumda (X)) =X n
Ave (1 —m)X = X n B dir. Dolayisiyla X =
X))@ A-mX) =&nA) S KNB)

dir. Buradan 4 + X/, = 4G &N B)/X ve

B+ X/X _B® XN A)/X oldugu kolayca

goriiliir. Boylece M/, = A® (XNnB) [y +

B® (XnA /X elde edilir. Ayrica Modiiler

kuralindan [ADXnB)Nn[BH (Xn
A=A XnB)]NBOXNA) =
XnB)UAUNB)BXNnA) =XNnBD
XnA=X olup A+X/, M/ in direkt
toplam terimidir.

Lemma 3.11 de 7,-yiikseltilebilir bir modiiliin
her direkt toplam teriminin de .-
yiikseltilebilir  oldugu  gosterildi.  Fakat
tersinin dogrulandigin1 sdylemek genelde
miimkiin degildir. Teorem 3.15 ile uygun
kosullar altinda saglandig1
gosterilecektir. Ancak Oncesinde asagidaki
lemmaya ihtiyag¢ vardir.

Lemma 3.14: M = X @ Y olsun. Bu takdirde
asagidaki ifadeler denktir:
1. X,Y-projektiftir.

2. HerT<M igin M =T +Y ise M =
T'@Y olacak sekilde bir T'<T
vardir (Wisbauer, 41.14).

bunun

Teorem 3.15: X, M nin self-projektif ve Y-
projektif bir alt modiili olmak tlizere M =
X @Y olsun. X ve Y, M nin t,-yiikseltilebilir
alt modiilleri ise M de t,-yiikseltilebilirdir.

Ispat: N < Molsun.Xn(N+Y) < Xigin X
T.-yiikseltilebilir oldugundan D < X N (N +
Y) ve XnN+Y)NnD'=(N+Y)n
D’ K, D'. Boylece M=X@Y=DP
D@Y=N+D' @Y dir. X self ve Y-
projektif oldugundan ayn1 zamanda M-
projektiftir. D - D@ (D' PY) - D' PY
tam dizisi g6z 6niine alinarak D nin D' @ Y-
projektif oldugu soylenebilir. Dolayisiyla
Lemma 3.14 geregi M =N @ (D' PY)
olacak sekilde bir N’ < N vardir. Buna gére
W<YignNNn(W+D")=Wn(N+D")
yazilabilir. Diger taraftan, Y 7,-ylikseltilebilir
oldugundan Y; < NNn(Y+D')=Yn (N +
D") ve Y, N (N + D") K, Y, olacak sekilde
Y =Y, @Y, ayrisimi mevcuttur. Dolayisiyla
M=N+Y+D)=NPD' P, D
L)=(N"@&Y) (Y. DD") oldugu
kolayca goriilebilir. N' < NveX < Nn (Y +
D") < N oldugundan N' @ Y; < N olur ve
dolayisiyla M = N + (Y @ D') olur. Ayrica
NN, ®D)=Y,Nn(N+D') K, Y, <
Y + D' dir.
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Sonu¢ 3.16: X ve Y, X-projektif modiiller
olmak tizere X yar1 basit ve VY,t,-
yiikseltilebilir olsun. Bu takdirde M = X @ Y
modiilii de 7,-yiikseltilebilirdir.

Ornek 3.17: M = Z3; @ Z,,, Z-modiiliiniin
her bir direkt toplam terimi oyuk oldugundan
Ancak Z,
projektif olmadigi gdz 6nline alinirsa M nin
kendisi t,-yiikseltilebilir degildir.

Asagidaki (alt
modiilleri tam invaryant olan modiiller) i¢in
T.-yukseltilebilir  iki direkt
toplammin da oldugu

7,-yiikseltilebilirdir. in Z,,-

teoremde duo modiiller

modiiliin
T.-yiikseltilebilir
gosterilmektedir.

Onerme 3.18: M =X @® Y bir duo modiil
olsun. X ve Y, t,-yiikseltilebilir modiiller ise
M de t,-yiikseltilebilirdir.

Ispat: N <M olsun. M bir duo modiil
oldugundan N=(NnX)®(NnY)
seklimde yazilabilir. Hipotez geregi N N X <
X, NNnY <Y alt modiilleri i¢in X = X; @
Xo X1=SNNX, NNX, K, X, ve ¥V =
i@0Y, i<NNY, NnY, K, Y, olacak
sekilde X, X, < X veY,, Y, <Y alt modiilleri
mevcuttur.  Dolayisiyla, M =X@Y =
XXM BY)=X Y1) D

(X, ®Y,) dir. Buradan, X, Y, <(Nn
XNXBINNY)=NnXPY)=NnM=
M ve Nn(X,®Y,)=(NnX,)P(Nn
Y;) K¢, X, @ Y, dir.

Asagidaki dnermelerde 7,-tiimlenmis ve bol
To-timlenmis modiillerin 7,-yiikseltilebilir
olma kosullar1 verilmektedir.

Onerme 3.19: M her t,-tiimleyen alt modiilii
bir direkt toplam terimi olan projektif .-
tiimlenmis bir modiil olsun. Bu takdirde M -
yiikseltilebilirdir.

Ispat: X < M olsun. M t,-tiimlenmis modiil
oldugundanbirY < M altmodiilli X +Y = M
ve X NY K, Y olacak sekilde mevcuttur. Bu

durumda M projektif ve M=X+Y
oldugundan Lemma 3.14 geregi D € X dir.
Sonug olarak M nin her X alt modiiliii¢in D €
XveXNY K, Y olacak sekilde . M =Y &)
D parcalanigi bulunmus olur. Bu takdirde M
modiili 7,-ytikseltilebilirdir.

Onerme 3.20: M her 7,-tiimleyen alt modiilii
bir direkt toplam terimi olan bol 7, -tiimlenmis

bir modiil olsun. Bu takdirde M t,-
yiikseltilebilirdir.
Ispat: M bol t,-timlenmis modiil

oldugundan M nin herhangi bir X alt modiili
icin bir Y rt,-timleyeni; ve Y <M alt
modiline karsilk da Y' <M (bol) .-
timleyeni Y €S X,M =Y @ D olacak
sekilde mevcuttur., M =Y' @ D olacak
sekilde mevcuttur. M =Y @Y olup X =
Y+ nX)=Y' @ (XnD) elde edilir.
m:Y' @ D — D izdisim fonksiyonu olmak
tizere (Y N X) = n(X) = X N D dir. Ayrica
YNX <K, Y oldugundan m(¥Y NnX)=Xn
DL,n(Y)SD olup XNnD K, D dir
Boylelikle, M nin her X alt modiilii igin Y' ©
X ve XND K, D olacak sekilde M nin

M =Y' @ D pargalanigi mevcuttur.

4. Tesekkiir
Makalenin degerlendirilmesine ve
gelistirilmesine  katki  saglayan  degerli

hakemlere tesekkiir ederiz.
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