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Oz

Bu ¢alismada, n-boyutlu Minkowski uzayinda timelike dogrultman uzayli merkez regle yiizeyli genellestirilmis
timelike regle ylizeyin dayanak egrisinin merkez noktalarinda verilen asli 1sinlarm dayanak egrisi boyunca
hareketiyle olusan 2-boyutlu asli regle yiizeyler gbz 6niine almmustir. Boylece 2-boyutlu timelike asli regle
yiizeyinin kesit egriligi ile asli dagilma parametresi arasindaki bagint1 elde edilmis ve bu bagintinin 3-boyutlu
Minkowski uzayindaki bir timelike regle yiizeyin Gauss egriligi ve dagilma parametresi arasindaki bagmtmin
genellestirilmisi oldugu goriilmiistiir. Benzer sekilde spacelike asli regle yilizeyinin kesit egriligi ile asli dagilma
parametresi arasindaki bagint1 elde edilmistir. Bu bagintinin da 3-boyutlu Minkowski uzayindaki bir spacelike
regle yiizeyin Gauss egriligi ve dagilma parametresi arasindaki bagmtinin genellestirilmisi oldugu
belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Regle yiizey, kesit egriligi, dagilma parametresi

Sectional Curvature of Principal Ruled Surfaces in Minkowski Space
Abstract

In this study, 2-dimensional principal ruled surfaces obtained by the motion of the principal rays, given at the
central points of the base curve of a generalized timelike ruled surface with timelike generating space and central
ruled surface in n-dimensional Minkowski space, throughout the base curve has been considered. In this way,
the relationship between the sectional curvature and principal distribution parameter of 2-dimensional timelike
principal surface has been given. It is found that this relationship is a generalization of the relationship between
the Gaussian curvature and distribution parameter of a timelike ruled surface in 3-dimensional Minkowski
space. In a similar way, the relationship between the sectional curvature and principal distribution parameter of
the spacelike principal surface has been obtained. This relationship is a generalization of the relationship
between the Gaussian curvature and distribution parameter of a spacelike ruled surface in 3-dimensional
Minkowski space.

Keywords: Ruled surface, sectional curvature, distribution parameter

1. Giris

2-boyutlu bir yiizeyin Gauss egriligi ile

Daha sonra n-—boyutlu Oklid uzayinda
genellestirilmis  regle  yiizeylerin  kesit
egrilikleri (Frank ve Giering, 1979) tarafindan

dagilma parametresi arasindaki baginti calisilmis ve bu calismada genellestirilmis

(Kruppa, 1957) tarafindan verilmistir ve bu regle yiizeyin 2-boyutlu asli  regle

baginti klasik yilizey teorisinde Lamarle yiizeylerinin ~ kesit  egriligi Lamarle

formiilii olarak adlandirilmigtir. formiilinin  genel formu olarak elde
edilmistir.
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R}, n-—boyutlu Minkowski uzayinda
spacelike ve timelike dogrultman uzayh
genellestirilmis  timelike regle yilizeyler

(Tosun ve Kuruoglu, 1998; Aydemir ve
Kuruoglu, 2000; 2002) ¢alismalarinda detayl
bicimde incelenmis ve genellestirilmis
timelike regle yiizeyler kesit egrilikleri de
(Ersoy ve Tosun, 2010; 2013) tarafindan
aragtirllmig ve bu ylizeylerin Lamarle
formiilleri verilmistir. Diger taraftan (Ersoy
ve Tosun, 2011) c¢alismasinda 3-boyutlu
Minkowski uzayinda 2-boyutlu timelike ve
spacelike silindirik olmayan regle yiizeylerin
Gauss egrilikleri ile dagilma parametreleri
arasindaki bagintilar elde edilmis ve ylizeyin
karakterine bagl olarak ti¢ farkli Lorentzian
Lamarle formiilii elde edilmistir. Ayrica, 3-
boyutlu Minkowski uzayinda pseudo null
dayanak egrili ve null dogrultmanli agilamaz
regle yiizeylerin Lamarle formiilii (Oztiirk,
llarslan, Ko¢ Oztirk ve Nesovic, 2018)
tarafindan verilmistir.

Bu ¢alismada, n-boyutlu Minkowski uzayinda
timelike dogrultman uzayli merkez regle
yiizeyli  genellestirilmis  timelike regle
yiizeyinin 2-boyutlu timelike ve spacelike asli
regle yiizeylerinin kesit egriligi ile asli
dagilma parametreleri arasindaki bagintilar

arastirilarak ~ (Ersoy ve Tosun, 2011)
tarafindan elde edilen bulgular
genellestirilecektir.

2. Timelike Dogrultman Uzayh
Genellestirilmis Timelike Regle
Yiizeyler

R7, n—boyutlu  Minkowski  uzay:

X=X, %0 %) V& Y=(¥,¥preen Yy ) €R"

olmak iizere
(X, Y) = XY, + %Y, + ot Xy Yoa — % Ya

Lorentz metrigi ile verilmistir.

Eger (x,x)>0 veya x=0 ise X spacelike
vektordiir, (X,x) <0 ise X timelike vektordiir
ve (x,x)=0 ve x=0 ise x null (lightlike)

vektordur.

Herhangi a=a(t)cRR] egrisinin  hiz
vektorli, sirasiyla, spacelike, timelike veya
null (lightlike) vektor ise o egrisi spacelike,
timelike veya null (lightlike) egridir (O’Neill,

1983).

R7, Minkowski

(k+1)—boyutlu timelike bir regle yiizey

n—boyutlu uzayinda

parametrik olarak
Kk
p(tu,...u)=a(t)+> ue(t) (1)
i=1

ile verilir ve M olarak gosterilmistir. Burada,
o dayanak egrisi spacelike bir egri ve

€, (1)=Sp (e, (1) e, (1)

uzayl timelike bir altuzaydir (Aydemir ve
Kuruoglu, 2002)

dogrultman

A(D) =596 (1)1 (1) (1) 8,00
£ (1)

dogrultman uzayma gore asimptotik demeti

altuzayma M regle yiizeyinin

admi alir. A(t) timelike bir altuzaydir. Eger
boyA(t)=k+m, A(t)

asimptotik demetinin dogrultman uzayi ihtiva

{&,(t), 8 (1), (1) (1)}

olacak sekilde bir ortonormal bazi bulunabilir.
Boylece

0<m<k ise

eden

&,Q

Ay, =—E,Q

v>oiu

g, =<eV’eV>:il’

K >K,>..>K,>0

olmak iizere {el (t).....e (t)} ortonormal bazi

i¢in
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. k
e, =2 a,8,+K,3,, 1<oc<m
u=l
. ) (2)
€mep = D U ) ,1<p<k-m
u=l

bagintilar1 gegerlidir.

Ayrica

T(t)=5ple,(t)..e. (t),él(t),...,ék(t),&(t)}
E,(t)

dogrultman uzayma gore tegetsel demeti
denir. k+m<boyT (t)<k+m+1, 0<m<Kk

altuzayma M regle ylizeyinin

saglanir. Bu iki durumu ayr1 ayri incelenir.
boyT (t)=k+m ise bu takdirde

{e(t)ne (1) 3 (1) 8 (1)

asimptotik hem de tegetsel demetin bir
bazidir.

Eger

hem

Eger boyT (t)=k+m+1 ise T(t) nin

(e (t) 8 (1), (), B (1), Bma (1)

seklinde bir ortonormal bazi bulunabilir. Her
iki durumda da T(t) tegetsel demeti bir

timelike altuzaydir (Aydemir ve Kuruoglu,
2002).

Bu calismada boyT (t)=k+m+1 kabul

edilecektir ¢inkii bu durumda (k+1)—

boyutlu timelike dogrultman uzayli timelike
regle yiizeyi M ’nin merkez uzay: ad1 verilen

ve Z,_ . (t) ile gosterilen (k —m)—boyutlu bir
altuzay vardir. Z_, (t)cE.(t) altuzay:

spacelike veya timelike bir altuzaydir.

M 'nin ¢ dayanak egrisi boyunca Z,_ (t)

uzaymi dogrultman uzayr olarak hareket
ettirerek M  tarafindan ihtiva edilen

(k—m+1)—boyutlu bir regle yiizey elde
edilir. Bu yiizey Q ile gosterilir ve merkez
regle yiizey olarak adlandirilir. Z,_ (t)

dogrultman uzayr spacelike (veya timelike)
ise Q merkez regle ylizey spacelike (veya
timelike) regle ylizeydir. Q merkez regle

yiizeyinin merkez noktalarinda M ’nin
tanjant uzaylar1 A(t) asimptotik demetine
diktir. Bu durumda (1) denkleminde u, =0,

1< <m olur ve bu merkez regle ylizeyin «
dayanak egrisi i¢gin

. k
a(t) = Z é,vev + 77m+1a'k+m+1 77m+l * 0 (3)
v=l

bagintis1 vardir (Aydemir ve Kuruoglu 2000).

M, (k +1)—boyutlu timelike regle yiizeyinin
o spacelike dayanak egrisi (3) hiz vektoriine
sahip olmak tizere 7,,,; # 0 i¢in

M ’nin o. asli dagilma parametresi olarak
adlandirilir (Aydemir ve Kuruoglu 2000).

n -boyutlu Minkowski uzayinda M timelike
dogrultman uzayli timelike regle yilizeyinin
dayanak egrisi aynt zamanda M ’nin Q
merkez regle yiizeyinin de dayanak egrisi iken
her &(t,u,) noktasinda 7,,,, #0 olmak iizere
M "nin E, (t) dogrultman uzayma ortogonal

olan bir normal vektor alani

m
n= ZUUKO- (t) ak+o- (t) + 77m+lak+m+l (t) !
=1

seklinde tanimlanir, 6yle ki bu normal vektor
alani, timelike dogrultman uzayina ortogonal
oldugundan daima spacelike vektor alanidir.
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Alisilagelmis indeks yazim seklini kullanmak
igin u, =t almirsa &, =(e, e, ) =+1 olmak

iizere birinci temel formun katsayilari

——9+Zs (5 +Zaw J

(=& [g +Zam #J 1<y <k ©)

gv,u:gvé‘vﬂ ,OSV,,uSk

g :det[gijjz—zm:(uaxg)z -n2,, ,0<i, j<k
o=1

olarak elde edilir (Ersoy ve Tosun, 2013). Burada —"(u,x, )" =72, #0 oldugundan [ g; |

regiiler matristir. [gij ] matrisinin [g” ] ters matrisinin elemanlari

[é +Zav,, /,] - , 1<y <k (6)

Kk
g‘%_(gvé‘vﬂ,g [é/ +Z vy ;JJ[CJ,_FZQMIUHJJQ:L ’ 1SV¢l£k

=l

olarak bulunur. (5) ve (6) esitlikleri (Blaschke, 1945) tarafindan verilen Koszul esitliginde
yerine yazilirsa Christoffel sembolleri 1<v, 1, A <K igin;

1]
rgozz_ +z[g +Zam ﬂJ }

g 1
r; —i_— < +Zk:a u 6_g+i < +ia u |8
00 2g A = Au 8u0 ~ v ~ 777} auv

+29[[é/1+zk:0.‘@ UHJ+ZK:(§V +Zk:awuyJam +%‘9/1 a—gﬂ,

u=1 u=1 aul
r,=r’ =0, )
2 2
F =TI w = =0,
1 8g
Fio = ng 29 8u

0
F\/}O_ng_ gl: (§ﬂ+zaly y}aug +29(a/1v):|
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sekilde elde edilir (Ersoy ve Tosun, 2013).

M "nin {ug,uj,...,u,} koordinat sisteminin

koordinat komsulugunda tanjant uzaymnin bir

: 0 0
R. = S A
hlij ; grh {aui jl ou.

olarak verilir. (Blaschke, 1945).

tabam {5/du; =5,[0<i<k} ile gdsterilmek

tizere M ’nin Riemann-Christoffel egrilik

tensori
k Kk
L =2 N+ 2 T ®)
j s=0 s=0
R, egrilikleri M ’nin  birinci  temel

formunun determinanti g ve g ’nin birinci ve

Boylece (7)’de verilen bagmtilar son
denklemde yerine yazilarak R R ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri cinsinden
ijoo ! ijvu
Rijoo:O , 0<i,j<k
Ry, =0 , 0<i,j<k,1<v,u<k 9
2
Rvoﬂo=l o9 19 1<v, u<Kk

olarak bulunur (Ersoy ve Tosun, 2013).

3. n-Boyutlu Minkowski Uzayinda Asli
Regle Yiizeylerin Kesit Egrilikleri

R7, n—boyutlu Minkowski uzayinda
(k+1)—boyutlu M timelike regle yiizeyinin
a  dayanak  egrisinin @ {eZ_ (1)

noktasindaki her bir h, =Sp{e,}, 1<o<m

uzayr E, (t) igindedir.

¢ +ue, (t) parametrik ifadesi ile verilen ve
asli 1sinlar olarak adlandirilan h_1-boyutlu
uzaylart Z,_ (t) merkez uzayina total olarak

ortogonal olur.

Q merkez regle ylizeyinin « spacelike
dayanak egrisi hareket
h,=Sp{e,}, 1<o<m, asli igmlan 2-

boyunca eden

boyutlu regle yiizeyler olustururlar.

20u,0u, 4gau, ou,

Buregle ylizeylere M ’nin asli regle yiizeyleri
denir ve M ile gosterilen asli regle yiizeyler

parametrik olarak (t,u)e(1,R) ve 1<o<m

olmak tzere
@, (t,u)=a(t)+ue, (1)
parametrik ifadesi ile verilir.

Q merkez regle yiizeyli genellestirilmig

timelike regle yiizeyi M ’nin ortogonal
yoriingesi ) merkez regle ylizeyinin «
dayanak egrisiise , M asliregle ylizeyinin

striksiyon ¢izgisi ile ¢akisir.

R7, Minkowski

timelike dogrultman uzayli, merkez regle

n—boyutlu uzayinda
yiizeyli genellestirilmis timelike regle yiizeyin
QQ merkez regle yiizeyi timelike ya da
spacelike olabilir. Eger Q merkez regle
1<o<m,

yizeyi timelike ise h_,

dogrultmanlar1 spacelike olur.
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Boylece M ’'nin  spacelike  ortogonal
yoriingesi boyunca h_ dogrultmanlarinin
hareketiyle olusan m tane spacelike

striksiyon egrili asli regle ylizeyi olusur.

Diger taraftan Q merkez regle ylizeyi
spacelike iken h_, 1<o<m,
dogrultmanlarindan bir tanesi timelike ve

diger (m—1) tanesi spacelike olur. Boylece

merkez regle yiizeyli genellestirilmis timelike
regle yiizeyin spacelike ortogonal yoriingesi
boyunca h_ dogrultmanlarimin hareketiyle

olusan  striksiyon  egrili  asli  regle

yiizeylerinden bir tanesi timelike ve (m-1)

tanesi spacelike olur. Sonug olarak spacelike
asli regle yiizeylerin ve timelike dogrultmanli
timelike asli regle yilizeyin kesit egrilikleri
ayr1 ayr1 incelemek iizere asagidaki teoremler
verilebilir.

Teorem 3.1. R], n-—boyutlu Minkowski

uzaywda timelike dogrultman uzayl, merkez
regle yiizeyli genellestirilmiy timelike regle
yiizey M “nin 2-boyutlu timelike dogrultmanli
1<s<m olsun.

timelike asli yiizeyi My,

eQcM ve ueR olmak iizere Mg, s.

timelike asli regle yiizeyinin h,=Sp{e,}

dogrultmani lizerinde bir ¢ +ue,
noktasindaki kesit egriligi
P2
K, e (6,n)=—"— (10)
S+ueg \Us?
(u?+P? )2

olur, burada P,, 1<s<m, M 'nin s. asli

dagilma parametresidir.

Ispat. R}, n—boyutlu Minkowski uzaymda
M ’nin  ortogonal

1<s<m olmak iizere h, = Sp{es} timelike

yoriingesi  boyunca

asli 1smin olusturdugu 2-boyutlu timelike
dogrultmanli timelike asli regle yiizeyi M,

@, (t,u)=a(t)+ue(t)

parametrizasyonu ile verilir. M nin birinci

temel formunun matrisinin determinanti

g= _(UKS )2 _77:1+1

olur. Boylece, g ’nin birinci ve ikinci
mertebeden kismi tiirevleri
0y 2 0°g 2
— =-2ux: , — =2« 11
ou ) ou? s (11

olarak bulunur. Burada (9) yardimiyla M,
1<s<m, 2-boyutlu timelike asli ylizeyinin
Riemann-Christoffel egriligi

10°g 1 (ag jz

Rioso == 5 =5+~

20u® 4g

u (12)

dir ve (12) denkleminde (11)’de verilen
bagintilar yerine yazilirsa

— 4(UKS )2 (KS )2 (13)

4(_(UKS )2 - 77r$1+1)

bulunur. n yiizey normal vektdr alani ve
feQcM ve ueR

h,=Sp{e,} dogrultmam iizerinde ¢ +ue,

(e,,n),

kesitinin egriligi

olmak lzere

noktasinda 1<s<m, timelike

RSOSO

(e,,e,)(n,n)—(e,,n)’

ile verilir ve (13) denklemi g6z 6niine alinirsa

K{Jrues (es’n) =
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(Ksnm+l )2
K ue, (B2 N) =
e ( ) (UKS )4 +2(UK377m+l)2 +(’7m+1)4
elde edilir. Payr ve paydast «@ ile
sadelestirildiginde

2
_| T
KS
2 4
u4+2u2[77”‘+1j +(77m+1J
KS KS

bulunur. Bu son denklemde (4) denklemi
yerine yazilirsa

K;’Jrues (es7n) =

—p?
G u® + ZUZI;SZ +P*

elde edilir.

Boylece M, 1<s<m, 2-boyutlu timelike

dogrultmanli timelike asli regle yiizeyinin
kesit egriligi olan (10) denklemi bulunur ve
ispat tamamlanir.

Sonu¢ 3.1. R7,

timelike

n—boyutlu Minkowski

uzaymda dogrultman  uzayl

genellestirilmis  timelike  regle  yiizeyin
spacelike  ortogonal yériingesi boyunca
timelike asli 1simin hareketiyle olusan 2-
boyutlu timelike asli regle yiizeyinin kesit
egriligi (Ersoy ve Tosun, 2011) tarafindan

verilen R}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda
timelike dogrultmali timelike yiizeyinin Gauss
egriligi ile dagilma parametresi arasindaki
baginti olan Lorentzian Lamarle formiiliiniin
genellestirilmigidir.

Teorem 3.2. R],n—boyutlu Minkowski

uzayinda timelike dogrultman uzayli, merkez

regle yiizeyli genellestirilmis timelike regle
yiizey M ’nin 2-boyutlu o. spacelike asli
regle 1<o<m olsun.

¢eQcM ve ueR igin h =Sple,}

yiizeyi  M_,

spacelike dogrultmani iizerinde ¢ +Ue_

noktasinda M, o. spacelike asli yiizeyinin

kesit egriligi
PZ
K, (e,,N)=—"7— (14)
g+ue, ( ) (U2 N Pc,z )2

olur, burada P, , 1<o<m, M 'nin o. asli

dagilma parametresidir.

Ispat. M ’nin spacelike ortogonal yoriingesi
boyunca h_, 1< o <m, spacelike asli 1g1n1nin

olusturdugu M_, 1<o<m, 2-boyutlu
spacelike o. asli regle yiizeyleri
@, (tLu)=a(t)+ue, (t) , 1<o<m

parametrizasyonu ile verilir. M _ . spacelike

asli yiizeyinin birinci temel formunun
e . 2
matrisinin determinantt ¢ = —(UK‘G) —ﬂerl,
1<o<m, olup ¢’nin birinci ve ikinci
mertebeden kismi tiirevleri
a 2
9. —~2uK? 9_ 2K

o ! 2 o

ou u

dir. (e,,n), 1<o<m, spacelike Kesitinin
egriligini bulmak i¢in & +ue_ noktasinda

kesit egriligi denkleminde son esitlikler yerine
konulur ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

Ro’Oo‘O
<e0,e0><n,n>—<ea,n>2

(Kanml )2

K

S+ue, (ea’n) =

(UKO' )4 + Z(UKanerl)z + (nmﬂ)
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elde edilir. Bu denklemin pay1 ve paydasi x

ile sadelestirilir ve (4) denklemi g6z Oniine
alinirsa

P2
u*+2u’P? +P?

K§+ue0 (ecr ’ n) =

elde edilir. Boylece, gerekli diizenlemeler
sonucu ispat tamamlanir.

Sonu¢ 3.2. n—boyutlu Minkowski uzayinda
timelike dogrultman uzayli genellestirilmis
timelike regle yiizeyin spacelike ortogonal
yoriingesi boyunca, spacelike asli isinlarinin
hareketiyle olusan 2-boyutlu spacelike asli
regle yiizeylerinin (14) denklemi ile verilen
kesit egriligi (Ersoy ve Tosun, 2011)
tarafindan  verilen 3-boyutlu  Minkowski
uzaymnda  2-boyutlu  spacelike  regle
yiizeylerinin  Gauss egriligi ile dagilma
parametresi arasindaki baginti olan Lamarle
formiiliiniin genellestirilmisidir.

Ornek 3.1. R}, 5-boyutlu Minkowski uzay1
X:(Xl’XZ’XG’X’XS)’ y:(y11y2'y31y41y5)

€ R® olmak iizere
<X’y> =X Y XY, XY XY, — X5 Ys
Lorentz metrigi ile verilsin.

RS’de x, 7 ve §=+x’+7* keyfi sabitler

olmak iizere or: 1 — R egrisi

276t

\/§KCOSh Ot + ksinh St + ott,
2xot

37 cosh 6t + 7sinh 5t — 6t
ﬁésinh ot + o cosh ot

olsun. <0.5,0'z> =35>0 oldugundan «
spacelike bir egridir.

her
{e,(t).e,(t)} ortonormal vektér alan sistemi

o egrisinin noktasinda  taniml

K+T

\Exsinh ot
K—T ,
J3rsinh st
\/§5cosh ot

T—K
x cosh ot
K+T
7 cosh ot
osinh 6t

vektor alanlan ile olmak tizere {el(t) €, (t)}
sistemi o (t) € R} noktasinda tanjant uzayimin
2-boyutlu bir altuzayini gerer. Bu altuzay
E, (t) ile gosterilsin. (e, e )=-1, (e,,e,)=1
oldugundan E, (t) timelike bir altuzaydir. o
dayanak egrisi boyunca E,(t) dogrultman

uzayinin  hareketiyle olusan  3-boyutlu
timelike regle ylizeyin 2-boyutlu asli regle
yiizeylerini g6z Oniine alalim.

¢ (tu)=a(t)+ue (t)

parametrizasyonu ile  verilen timelike
dogrultmanli timelike asli regle yiizeyi M,
olsun. Timelike dogrultmanli timelike asli 151n
yiizeyt i¢in  genellestirilmis Lorentzian
Lamarle M;’in  J+ue,

noktasinda (e, n) timelike kesitinin egriligi

formiilinden
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2

Ko iue, (%’”)Z(ZUZ—H)z

bulunur.
@, (t,u)=a(t)+ve,(t)

parametrizasyonu ile verilen spacelike

dogrultmanli spacelike asli 151n yiizeyi M,

olsun. Spacelike asli 151 yilizeyi igin
genellestirilmis Lorentzian Lamarle
formiilinden M, in ¢ +ue, noktasinda
(e,,n) spacelike kesitinin egriligi
6
Ky (8,0) = ————
S+ue, 20
(2v2 +3)
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