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Oz

Bu calismada paraserbest Lie cebirlerinin ters limiti incelenmistir. Ayrica bir paraserbest Lie cebirinin Lie
cebirlerden olusan bir ters sistemin ters limitinin igine gémiilebilecegi gosterilmistir. Bu sonug kullanilarak her
sonlu iiretilmis paraserbest metabelyen Lie cebirinin rezidiilii sonlu olan bir cebirin igine gomiilebilecegi
ispatlanmuisgtir.

Anahtar kelimeler: Paraserbest Lie Cebirleri, Ters Limit, Rezidiilii sonlu.

Inverse Limit of Parafree Lie Algebras

Abstract

In this work we investigate inverse limit of parafree Lie algebras. Moreover we show that a parafree Lie algebra
can be embedded in inverse limit of a inverse system of some Lie algebras. Using that result, we prove that every
finitely generated parafree metabelian Lie algebras can be embedded in residually finite algebra.
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1. Giris

Paraserbest gruplarin tanimi ilk olarak Baumslag tarafindan yapilmustir [1-3]. Daha sonra Baumslag ve
Cleary bir bagntili paraserbest gruplar tizerinde ¢alismis ve bu gruplar ile ilgili onemli sonuglar elde
etmistir [4]. Baur paraserbest gruplarin tanimini Lie cebirlerine uyarlayarak paraserbest Lie cebirlerinin
tanimin1 yapmustir [5]. Daha sonra Ekici ve Velioglu paraserbest Lie cebirlerinin direkt limiti [6] ve
birlesimi [7] lizerinde ¢aligmalar yapmustir.

Paraserbest Lie cebirleri serbest Lie cebirleri ile bir¢ok ortak 6zellikleri olmasi1 bakimindan 6zel
bir cebir sinifidir. Buna ragmen bu 6zel cebir sinifi heniiz ¢ok ¢alisilmamstir. Bu ¢alismada paraserbest
Lie cebirlerinin ters limiti incelenmis olup bir paraserbest Lie cebirinin Lie cebirlerden olusan bir ters
sistemin ters limitinin igine goémiilebilecegi gosterilmistir. Ayrica bu sonu¢ kullamilarak her sonlu
iiretilmis paraserbest metabelyen Lie cebirinin rezidiilii sonlu olan bir cebirin i¢gine gomiilebilecegi
ispatlanmistir.

2. Gerekli Tanimlar

Bu ¢alismada kullanilan tiim Lie cebirleri bir K cismi tizerinde tanimli olup bu cismin karakteristiginin
sifir oldugu kabul edilecektir.

Tamm 2.1. Bir L Lie cebirinin alt merkezi serisi agagidaki gibi tanimlanur.

v1(L) =L, y,(L) = [L,L], y3(L) =[L, 2 (L)1, vk (L)= [L, yi-1 (L)],-
olmak iizere,

L = y1(L)2y,(L)2y3(L) 2Dy, (L)>-
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Tamm 2.2. Eger y; (L) = {0} ise L ye nilpotent Lie cebiri denir. Bu pozitif k tamsayilarinin en kiigiigiine
ise L nin nilpotentlik sinifi denir.

Eger y, (L) = {0} ise L ye abelyen denir.

¥, (L) nin alt merkezi serisinin ikinci terimi L' ile gosterilir. Eger L'" = {0} ise L ye metabelyen denir.

Tamm 2.3. Eger N5, ¥, (L) = {0} ise L ye rezidiilii nilpotent denir.

Tamm 2.4. L bir Lie cebiri olsun. Asagidaki kosullarin saglanmasi durumunda L ye bir paraserbest Lie
cebiri denir.

i) L rezidiili nilpotenttir,

i) F serbest iirete¢ kiimesi X olan bir serbest Lie cebiri olsun. O halde her n > 2 i¢in

~

L = F ;
rn@) = () 9
3. Lie Cebirlerinin Ters Limiti

Tamm 3.1. ] kiimesi kismi sirali olmak tizere her a, 8 € ] i¢in @ < y ve f < y olacak sekilde bir y € J
elemani mevceut ise (J, <) ye bir direkt kiime denir.

Tamm 3.2. ] bir direkt kiime ve her a € ] igin A, bir Lie cebiri olsun. Her a < g icinmig,: Ag = Aq
homomorfizmlerini ele alalim. Asagidaki sartlarin olusmasi durumunda

{{Aa}ael' {T[B‘x}asﬁ’}

sistemine bir ters sistem denir.

1. Ida, doniisimii A, lizerinde tanimli birim doniistimii olmak tizere her a € ] igin Tgq = Ida .
2. a,B,y €] icin, eger a < f < y saglaniyorsa T, = Tgq © Tyg dir.

Tamm 3.3. Her a € J i¢in A, birer Lie cebiri ve {{Aa}ae], {nga}a<ﬁ} ise A, larin bir ters sistemi olsun.

Bu sistemin ters limiti her a« € J i¢in m,:T - A, homomorfizmi ile birlikte asagidaki 6zelliklerini
saglayan bir T Lie cebiridir.

1. Hera < g icinmg, o mg = 1, dir.

2. Cbir Lie cebiri olmak lizere her & < f igin ¢, = @p © Tigy olacak sekilde @q: C — Ay doniisiimleri
var olsun. O taktirde C den T ye bir tek ¢: C = T homomorfizmi vardir ve her a € ] i¢in ¢, = m, ©
@ saglanir.
Bir ters sistemin ters limiti daima vardir ve bu limit izomorfizm farkiyla tek olup T =(_lim Ay ile

gosterilir. Ayrica
pP= Hae J Aq,
A cebirlerinin direkt carpimi olsun. Bu durumda
T=limA, = {(xa) € Prmiga(xp) = (x4), a < B}
olup ters limitin P nin bir alt cebiri oldugu sdylenebilir.

Ornek 3.1. H bir Lie cebiri ve N = {y,(H),ys(H), ...,yn(H), ...} ise H nin alt merkezi serisinin
terimlerinin kiimesi olsun. Bu kiime ters icerilme bagintisina ile birlikte bir direkt kiimedir. Yani i < j
dir ancak ve ancak y;(H) € y;(H) dir. Simdi

.H H
ity ) 7 (1)
dogal homomorfizmlerini ele alalim. Bu durumda

{{H/Yi(H)}izz ' nji}isi
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bir ters sistemdir. Bu sistemin ters limiti H = lim H/Y' ) ile gosterilir ve genellikle H nin tamlayicisi
« 1

olarak adlandirilir.

Onerme 3.1. Yukarda verilen 6rnekte H Lie cebiri eger paraserbest ise bu cebir H igine gomiilebilir.

ispat. H Lie cebiri paraserbest veH ise {{H/y-(H)} ,nﬁ} sisteminin ters limiti olsun. i>2 olmak
1 i22 isj

uzere
-0 H
T[l.H — /Yi (H)
ile tamimli kanonik homomorfizmlerini ele alalim. Bu durumda H limitini [ H/y-(H) (i>2) direkt
1
carpimin bir alt cebiri oldugu biliniyor. O halde
hi€H ve his1 = himOdyi+1(H)
icin bir a € H elemani a = (hy +y,(H), h, +y3(H), ...) seklindedir. Bu durumda
— H
mi(a) = hi_y +y;(H) € /Vi(H)
dir. Ayrica i>2 i¢in
. H
ATI = /Yi(H)
doniistimleri ; o f = 1 i¢in bir f: H » H homomorfizmini ger¢ekler. Bu homomorfizm u €H i¢in

Bw) = (u+y,(H), u+ys(H),...)
seklinde tanimlanir. Simdi bir v € Kerf8 elemanini ele alalim. Bu durumda

BW) = (v +y2(H), v+ ys(H),..) =0
esitligi elde edilir ve boylece

Bw) = (W +vy.(H), v+ys(H),..)= (v2(H), ys(H),...)
olur. O halde her i > 2 i¢in
v+vyi(H) =y;(H)
olup her i i¢in
v € y;(H) ve v € NZ,vi(H)
olur. H rezidilii nilpotent oldugu igin
Ni2, vi(H)={0}

v =0ve Kerp = {0}
dir. Bu B nin birebir oldugu anlanuna gelir. O halde H, H i¢ine gomiilebilir.

dir. O halde

4. Rezidiilii Sonlu Lie Cebirleri

Tamm 4.1.L bir Lie cebiri ve H ise sonlu boyutlu olan bir Lie cebiri olsun. Eger her 0 # a € L igin
¢(a) # 0 olacak sekilde bir ¢p: L — H homomorfizmi varsa ¢ ye rezidiilii sonludur denir.

Onerme 4.1. Bir rezidiilii sonlu Lie cebirinin her alt cebiri de rezidiilii sonludur.

Ispat: L rezidiilii sonlu olan bir Lie cebiri ve T, L nin bir Lie alt cebiri olsun. 0 # h € T elemamm ele
alalim. L rezidiilii sonlu oldugundan bir sonlu boyutlu H Lie cebiri ve bir
¢:L->H
homomorfizmi vardir yle ki ¢(h) # 0 dir. Simdi
¢":T—->H
doniisiimii ¢ homomorfizminin T ye kisitlanisi olsun. O halde
¢'(h) = ¢(h) # 0

dir. Boylece T rezidiilii sonlu olur.

Onerme 4.2. (L;);¢; rezidiilii sonlu olan Lie cebirlerinin bir ailesi olsun. O halde L = [];¢; L; direkt
carpimi da rezidilii sonludur.
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Ispat: 0 # g = (gi)ier € (L) ie; clemanini ele alahm. O halde bir iy € I vardir dyle ki g;, # 0. L;,
rezidiilii sonlu oldugundan sonlu boyutlu bir H Lie cebiri ve bir

Hu: Lio - H
homomorfizmi vardir dyle ki (g;,) # 0 dir. Simdi
L - L
bir projeksiyon doniisimii olmak tizere 4’ = peom ile tanimli
w:L—->H

doniisiimii ele alalim. O halde

w(g) = p(gi,) # 0.
Boylece L rezidiilii sonludur.

Sonug 4.1. Eger L rezidiilii sonlu olan Lie cebirlerinin bir ters sisteminin ters limiti ise L de rezidiili
sonlu olur.

Ispat. (L;);¢; rezidiilii sonlu olan Lie cebirlerin bir ters sistemi olsun 6yle ki bu sistemin ters limiti L =
lim L; olsun. Ters limitin tantmindan L cebiri [];¢; L; ¢arpimun bir alt cebiridir. Onerme 4.2. den [1;¢; L;

rezidiilii sonlu oldugu biliniyor. O halde Onerme 4.1. den L de rezidiilii sonlu olur.

Sonug 4.2.1 sonlu bir kiime olmak tizere (P;);¢; rezidiilii sonlu olan paraserbest Lie cebirlerinin sonlu
bir ailesi olsun. O halde P = @;¢; P; direkt toplami da paraserbest olup rezidiilii sonludur.

Ispat: Sonlu cokluktaki paraserbest Lie cebirlerinin direkt toplanu paraserbesttir [8]. Bu durumda P bir
paraserbest Lie cebiridir. Simdi P nin rezidiilii sonlu oldugunu gosterelim. P direkt toplami sonlu
cokluktaki i € I igin g; = 0 olan g = (g;)ier € Ilie; P; elemanlarini igeren [];¢; P; direkt ¢arpiminin
bir alt cebiridir. Onerme 4.2. den [];¢; P; rezidiilii sonlu oldugu biliniyor. O halde Onerme 4.1. den P de
rezidiilii sonlu olur.

Sonug 4.3. Her sonlu iiretilmis olan paraserbest metabelyen Lie cebiri rezidiilii sonlu olan bir cebirinin
icine gdmiilebilir.

Ispat: P sonlu iiretilmis olan bir paraserbest metabelyen Lie cebiri olsun. O halde her n > 2 igin
l)/y P) cebirleri de sonlu tiretilmis metabelyen olup rezidiilii sonludur [9]. Simdi n > 2 i¢in
n

p p
Ma® ™ s (@) i
seklindeki kanonik projeksiyonlarm sistemini diisiinelim. Bu sistemin ters limiti P dir. Sonug 4.1. den
P rezidiilii sonlu oldugu biliniyor. O halde Onerme 3.1. den P paraserbest Lie cebiri P i¢ine gomiilebilir.
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