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Abstract 

 

The purpose of this article is to generalize the laminar boundary layer flow past an exponential 

stretching sheet, studied by Swati Mukhopadhyay [16], to general exponential stretching sheet. 

Thus, we study the heat transfer with convective surface boundary condition. 

Keywords: Exponential stretching; Heat transfer; Boundary layer equations; Viscous 

incompressible fluid. 

1. INTRODUCTION 

Fluid dynamics is one of the important branches of science which deals with the study of fluid 

in motion and subsequent effect of fluid motion on the boundaries, which may be either solid 

surface or the interface of two immiscible fluids. The main beliefs of fluid dynamics are based 

on Newton's law of motion, conservation of momentum and conservation of energy. The base 

of fluid mechanics or fluid dynamics is fluid, so we define the fluid as substance which tends 

to flow due to the action of some force(s). 

Many authors such as Gupta and Gupta [10], Dutta et al. [9], Chen and Char [5], extended the 

work of Crane [8], that is, investigated the boundary layer flow caused by the stretching sheet 

with heat transfer and mass transfer under different physical situations. Most of the literature 

deals with the study of boundary layer flow over a stretching surface where the velocity of the 

stretching surface is assumed to be linear and proportional to the distance from the origin. 

Kumaran and Romanaiah [14] very beautifully dealt with boundary layer flow over a general 

quadratic stretching sheet. There after many authors such as Cortell [6, 7], Hayat and Sajid [11], 

Ali [2] investigated the thermal boundary layer flow by considering the non-linear stretching 

surface. 

In all these above studies, the stretching character of plate is governed by linear function, 

nonlinear function or exponential function 𝑒𝑥. In this chapter, we generalize the exponentially 

stretching sheet to general exponential stretching sheet. We also discuss the thermal boundary 

layer flow for nano-fluids Cu-water and Ag-water, Sanjayanand and Khan [21], studied the 

visco-elastic boundary layer flow and heat transfer to an exponentially stretching sheet. The 

problem of boundary layer flow and heat transfer of an incompressible viscous fluid with 

thermal radiation due to an exponential stretching sheet is investigated numerically by Bidin 

and Nazar. The influence of thermal radiation on the boundary layer flow in case of an 

mailto:aliyanaazsiddiqui9@gmail.com
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exponential stretching sheet investigated by Hayat and Sajid [11]. Recently, numerical solution 

of flow and heat transfer of Powell-Eyring fluid over an exponential stretching sheet with 

variable conductivity studied by Khader and Megahed [13] and MHD stagnation point flow 

towards an exponential stretching sheet with prescribed wall temperature and heat flux have 

been studied by S.Q. Alvi. 

1.1 Boundary Layer Theory 

The boundary layer theory began with Ludwig Prandtl's paper on the motion of a fluid with 

very small viscosity, which was presented at the Third International Congress of 

Mathematicians in August, 1904 at {Heidelberg} and published in the Proceedings of the 

Congress in the following year. 

1.2 Stretching Plate 

A plate or sheet immersed in a fluid at rest. When the plate starts moving such that its velocity 

in a direction is directly proportional to the distance from a reference point or orifice, then the 

plate is called stretching plate. Every stretching plate is equivalent to the moving plate. 

2. BOUNDARY LAYER FLOW PROBLEM 

The governing equations for steady boundary layer flow of viscous incompressible fluid past a 

stretching plate are: 

Continuity equation              
𝜕𝑢

𝜕𝑥   
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0,       (1) 

Momentum equation          𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
 ,     (2) 

where 𝑢 and 𝑣 are the velocity components along 𝑥 and 𝑦 axes, respectively, and 𝜈 is the 

kinematic viscosity of the fluid. 

The appropriate boundary conditions for flow problem are: 

𝑦 = 0, 𝑢 =  𝑈(𝑥), 𝑣 =  −𝑉(𝑥) and  𝑢 =  0   𝑎𝑠 𝑦 → ∞. 

Here we have 𝑈(𝑥) = 𝑈0𝑎
𝑥/𝐿  is the stretching velocity, where 𝑈0 is the reference velocity, 

𝑉(𝑥) > 0 is suction velocity and we assume a special type of velocity at the wall as 𝑉(𝑥) =
𝑉0𝑎

𝑥/𝐿,  where 𝑉0 is the initial strength of suction. 

2.1  Method of Solution 

Introducing the suitable dimensionless transformation as 

𝜂 = √
𝑈0

2𝐿𝜈
𝑎𝑥/𝐿𝑦,    𝑢 = 𝑈0𝑎

𝑥

𝐿𝑓′(𝜂)    and   𝑣 = −√
𝑈0𝜈

2𝐿
𝑎
𝑥

2𝐿 log 𝑎 {𝑓(𝜂) + 𝜂𝑓′(𝜂)}.  (4) 

 
Substituting (4) in equation (2), the momentum equation transforms to 

𝑓′′′ − log 𝑎 (2𝑓′
2
− 𝑓𝑓′′) = 0         (5) 
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and the boundary conditions becomes:  

 

𝑓′(0) = 1,         𝑓(0) = 𝑆/ log 𝑎,           𝑓′ → 0   as   𝜂 → ∞     (6) 

 

where prime (') denotes the derivative with respect to the 𝜂 and the suction is given by 

𝑆 =
𝑉0

√𝑈0𝜈
2𝐿⁄

> 0. 

3. HEAT TRANSFER PROBLEM 

The energy equation with convective surface boundary condition is 

𝑢
𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑦
= 𝛼

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
−

1

𝜌𝑐𝑝

𝜕𝑞𝑟

𝜕𝑦
        (7) 

 

with relevant boundary conditions 

 

𝑇(𝑥, 0) = 𝑇𝑤 = 𝑇∞ + 𝑇0𝑎
𝑥/2𝐿        (8a) 

𝑇 → 𝑇∞   as   𝑦 → ∞        (8b) 

 

where 𝛼 is the thermal diffusivity of the fluid, 𝑇𝑤 is temperature of the wall and 𝑇∞ is the 

ambient fluid temperature, that is, the temperature of the fluid far away from the plate, 𝑇0 is the 

reference temperature. 

Referring Rosseland, S. [20] and Siegel R., Howell J. R. [22], the radiative heat flux may be 

considered as 

𝑞𝑟 = −
4𝜎∗

3𝑘∗
𝜕𝑇4

𝜕𝑦
,        (9a) 

 

where 𝜎∗ and  𝑘∗ are the Stefan-Bltzmann constant and the mean absorption coefficient, 

respectively. Here we use the approximation as it is being used by Battler [3], [4], Pal [18], Pal 

and Mondal [19], Mukhopadhyay and Layek [17], Ishak [12] and N. Ahmad and Ravins [1], as 

 

𝑇4 ≈ 4𝑇∞
3𝑇 − 3𝑇∞

4 .        (9b) 

 

Using (9a) and (9b) in equation (7), we get 

 

𝑢
𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑦
=

𝛼

𝐾0

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
,        (10) 

 

where 𝐾0 =
3𝑁

3𝑁+4
  with  𝑁 =

𝐾𝑘∗

4𝜎∗𝑇∞
3  is the radiation parameter. 

 

Defining the dimensionless temperature as 

 

𝜃(𝜂) =
𝑇(𝜂)−𝑇∞

𝑇0𝑎
𝑥
2𝐿

,        (11) 

 

which further implies that 
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 𝑇(𝜂) = 𝑇∞ + 𝑇0𝑎
𝑥

2𝐿𝜃(𝜂)    and   𝜂 = √
𝑈0

2𝐿𝜈
𝑎𝑥/𝐿𝑦.       (12) 

 

Substituting the value of 𝑢, 𝑣 and the similarity transformation (12) into equation (10), this 

equation reduces to 

 

𝜃′′ = 𝑃𝑟𝐾0 log 𝑎 (𝑓
′𝜃 − 𝑓𝜃′) ,        (13) 

 

where 𝑃𝑟 = 𝜈/𝛼, is the Prandtl number and boundary conditions (8a) and (8b) take the 

following form: 

 

𝜃(0) = 0   and   𝜃 → 0  as  𝜂 → ∞.       (14) 

 

The equations (5) and (13) along with the boundary conditions (6) and (14), respectively, are 

solved by converting them to the initial value problem.  

The boundary value problem (5) with (6) is non-linear two-point boundary value problem in an 

infinite domain. To solve numerically we apply the shooting method to convert the boundary 

value problem into initial value problem. By shooting method we get 𝑓′′(0)  = −0.9811 

correct to 10−6. Similarly, by shooting technique, we get 𝜃′(0)  = −4.2902 correct to 10−6. 

Finally, we apply Runge-Kutta method of order four using MATLAB R2009a, we get the 

different graphs and by reading these graphs, we reach to the conclusions. 

4. DISCUSSION AND RESULTS 

Generalization of boundary layer flow problem and heat transfer over an exponential stretching 

sheet to a general exponential stretching sheet were solved numerically by applying shooting 

technique and Runge-Kutta fourth order method. 

The present flow and heat transfer problem becomes a three-parameter boundary value 

problem. Here we discuss three cases in a general exponential stretching sheet 𝑎 = 𝑒, 𝑎 < 𝑒, 

and 𝑎 > 𝑒. 

In this section, our concentration for the variation of parameters on the temperature only 

because of all these parameters is free from the velocity components in all three cases. We 

summarize the results in the following paragraphs: 
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Figure 1. Temperature profile for different values of Prandtl numbers, keeping radiation parameter 𝑁 = 1 and 

parameter 𝑆 = 0.2 fixed in all three cases 𝑎 = 𝑒, 𝑎 < 𝑒, and 𝑎 > 𝑒. 

 

 General exponential function 𝑎𝑥 where 𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1 and 𝑥 is any real number. To maintain 

the stretching, we take 𝑎 > 1, so that the physically boundary condition 𝑢 = 𝑈0𝑎
𝑥

𝐿  represents 

the stretching character of the plate. To see the effect of Prandtl number 𝑃𝑟 on temperature 

field, we take suction parameter 𝑆 = 0.2  and radiation parameter 𝑁 = 1, that is, suction and 

radiation become fixed. We vary the Prandtl number, Pr, randomly. In all three cases 𝑎 = 𝑒, 𝑎 <
𝑒, and 𝑎 > 𝑒, the temperature field decreases as Prandtl number increases. Since, 𝑃𝑟 increases, 

if the thermal conductivity 𝐾 decreases. Therefore, the temperature field decreases. This trend 

is agreed with the work done by Swati Mukhopadhyay [16]. 

 
Figure 2. Temperature profile for different values of suction parameter 𝑆 = 0.2,0.3,0.4,0.5, keeping radiation 

parameter 𝑁 = 1 and Prandtl numbers 𝑃𝑟 = 3 fixed in all three cases  𝑎 = 𝑒, 𝑎 < 𝑒, and 𝑎 > 𝑒. 

 

The effect of suction parameter 𝑆 has been shown on temperature. As suction parameter 

𝑆 increases, the temperature field decreases in all the three cases (𝑎), (𝑏) and (𝑐) of Figure 2. 

It is well known fact that as 𝑆 increases, the temperature decreases because the suction has the 

cooling effect. 
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Figure 3. Temperature profile for different values of radiation parameter 𝑁 = 1,3,5,7, keeping suction parameter 

𝑆 = 0.2 and Prandtl numbers 𝑃𝑟 = 3 fixed in all three cases = 𝑒, 𝑎 < 𝑒, and 𝑎 > 𝑒. 
 

From all the graphs given in Figure 3, we see that the temperature field is maximum when 𝑁 =
 1. Thus, the radiation of unit magnitude contributes well to increase the temperature field. As 

the magnitude of radiation increases, the process of heat transfer from fluid to atmosphere starts, 

hence temperature field decreases as radiation increases. 

5. CONCLUSION 

This paper is the generalization of the work done on boundary layer flow over an exponentially 

stretching sheet. The pattern of heat transfer is almost same as considered for the stretching 

governed by 𝑒𝑥. 
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Abstract 

In the present research paper we study * Ricci solitons with a physical interpretation of the 

notion of the vector field associated with * Ricci solitons. We investigate the geometrical 

symmetries of Petrov type D gravitational fields along the vector field also associated with * 

Ricci solitons. 

Keywords: *Ricci solitons, Petrov type, D gravitational field, Weyl curvature tensor. 

1. INTRODUCTION 

In general theory of relativity, the curvature tensor describing the gravitational field mainly 

consists of two parts viz, the matter part and the free gravitational part. The interaction between 

these two parts is described through Bianchi identities. For a given distribution of matter, the 

construction of gravitational potential satisfying Einstein’s field equations is the principal goal 

of all studies in gravitational physics and this has often been achieved by imposing symmetries 

on the geometry compatible with the dynamics of the chosen distribution of matter. The 

geometrical symmetries of the space time are expressible through the vanishing of the Lie 

derivative of certain tensors with respect to a vector. 

In differential geometry and theoretical physics, the Petrov classification (also known as 

Petrov–Pirani–Penrose classification) describes the possible algebraic symmetries of the Weyl 

tensor at each event in a Lorentzian manifold. 

It is most often applied in studying exact solutions of Einstein's field equations, but strictly 

speaking the classification is a theorem in pure mathematics applying to any Lorentzian 

manifold, independent of any physical interpretation. The classification was found in 1954 

by A. Z. Petrov and independently by Felix Pirani in 1957. 

The following Figure 1 show the Penrose diagram of the possible degeneration of the Petrov 

type of the Weyl tenosr. 

mailto:msiddiqi@jazanu.edu.sa
https://en.wikipedia.org/wiki/Differential_geometry
https://en.wikipedia.org/wiki/Theoretical_physics
https://en.wikipedia.org/wiki/Symmetry
https://en.wikipedia.org/wiki/Weyl_tensor
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https://en.wikipedia.org/wiki/Spacetime#Basic_concepts
https://en.wikipedia.org/wiki/Lorentzian_manifold
https://en.wikipedia.org/wiki/Exact_solutions
https://en.wikipedia.org/wiki/Einstein%27s_field_equations
https://en.wikipedia.org/wiki/A._Z._Petrov
https://en.wikipedia.org/wiki/Felix_Pirani
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Figure: 1. Penrose Diagram 

The nature of the gravitational radiation from a bounded source is an important physical 

problem. Even reasonably far from the source, however, twisting type D solutions of the 

vacuum field equations are required for an exact description of that gravitation. It is well known 

fact that Petrov type D solutions of the Einstein vacuum equations are among the most 

interesting of all empty spacetime metrics [15]. The physical importance, they represent 

spacetime with gravitational radiation while mathematically they form a class of solution of 

Einstein equations which should be possible to be determined explicitly. 

Recently geometric flows have become important tools in Riemannian geometry and general 

relativity.  In [8] B. List has studied a geometric flow whose fixed points corresponds to static 

Ricci flat spacetime which is nothing but Ricci flow pullback by a certain diffeomorphism. The 

association of each Ricci flat spacetime gives notion of local Ricci soliton in one higher 

dimension. The importance of geometric flow in Riemannian geometry is due to Hamilton who 

has given the flow equation and B. List generalized Hamilton’s equation and extend it to 

sapcetime for static metric [8]. He has given system of flow equations whose fixed points solve 

the Einstein free-scalar field system [8]. This observation is useful for the correspondence of 

solutions of system i.e., Ricci soliton and symmetry property of sapcetime, that how 

Riemannian space (or spacetime) with Ricci Soliton deals different kind of symmetry 

properties. 

Ricci solitons generate self-similar solutions to Ricci flow. Ricci solitons is the generalization 

of Einstein metrics 

𝜕

𝜕𝑡
𝑔𝑖𝑗 = −2𝑅𝑖𝑗                   (1.1) 

In 1959, S. Tachibana [17] introduced the notion of * Ricci tensor 

( ( , ))ijR trace R X Y  
          (1.2) 

Definition. A pseudo Riemannian merric g on M is called * Ricci solitons if 

2 2 0V ij ijL g R g             (1.3)
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Now, we have following lemma[18] 

Lemma. [18] In a pseudo Riemannian manifold 

(

( , ), ( 2)nM g n   a (0, 2) symmetric tensor is 

a generalized  *R tensor [18] 

ii ij ijR R g              (1.4) 

where R and *R are Ricci and *Ricci tensor of type (0,2) respectively and φ is an arbitrary 

scalar function.

 

The role of symmetries in general theory of relativity has been introduced by Katzin, Levine 

and Davis in a series of papers [10,12]. These symmetries, also known as collineations, were 

further studied by Ahsan [1-4], Ahsan and Ali [5,6]. The perfect fluid spacetime including 

electromagnetic field which admit symmetry mapping belonging to the family of contracted 

Ricci colloneation, have been studied by Norris et al. [13].  The role of geometrical symmetries 

in the study of fluid spacetime, with an empgasis on conformal collineation has been studied 

by Duggal [11] and others. The different types of symmetries of Petrov type D gravitational 

fields has been subject of interest since last few decades (cf,[4]). 

Motivated by the role of symmetries and Einstein solitons, a study of vector field involved in 

the definition of Einstein solitons and symmetries of spacetime is made. The main results on 

the relation between the symmetries of Petrov type D gravitational fields and * Ricci solitons 

has been studied.  

2. PRELIMINARIES 

(a) *Ricci Solitons. A family 𝑔𝜆 = (𝜆 − 𝜑, 𝑥) of the Riemannian metrics on a n-dimensional  

 3n   smooth manifold M with parameter   ranging in the time interval I   including 

zero Equation (1.3) of  Ricci  flow  for 0 (0)g g  and the * Ricci tensor ijR

 and curvature tensor 

R  of the 0g  satisfied. Corresponding to self similar solution of equation (1.3) is the notion of 

the local * Ricci soliton, defined as a metric 0g  satisfying equation 

*

0 02 2( )ijR L g g                (2.1)  

For vector field   on nV  and a constant  . The * Ricci solitons is said to be steady (static) if 

0   , shrinking 0   and expanding if 0  .  The metric 0g  is called a gradient * Ricci 

solitons if      i.e., gradient of some function  . Schwarzschild metric, Akbar and Woolger 

[7] have derived the expressions around this notion; while Ali and Ahsan [6] have studied this 

concept for obtaining the Gaussian curvature of Schwarzschild solitons ad we have. 

For n-dimensional Riemannian manifold   equation (2.1) a can be written in general as 

 
1

2
ij ij ijR L g g                (2.2) 

So far more than twentyseven different types of collineations have been studied and the 

literature on such collineations is very large abd still with results of elegance (see [4]). However, 
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here we shall mention only those symmetry assumptions that are required for subsequent 

investigation and we have 

(b)  Motion.  A spacetime is said to admit motion if there exist a vector field 
t  such that 

; ; 0ij i j j iL g                (2.3) 

equation (2.3) is known as Killing equation and vector  t  is called a Killing vector field [16]. 

(c) Conformal Motion. If  

ij ijL g g              (2.4) 

Where   is a scalar, then the spacetime is said to admit conformal motion and vector field 

is called a conformally Killing vector field. 

(d) Special Conformal Motion.  A spacetime admits if special conformal motion 

 

, 0ij ij ijL g g              (2.5) 

(e) Curvature Collineation.  A spacetime admits curvature collineation if there is a vector field 
i  such that 

0i

jklL R              (2.6) 

Where i

jklR  is the Riemannian curvature tensor. 

(f) Ricci Collineation.  A spacetime is said to admit Ricci collineation if there is a vector filed 
i  such that 

0ijL R              (2.7) 

Where ijR  is the Ricci tensor. 

(g) Affine Collineation. If 

0i i i m

jk jk jmkL R               (2.8) 

Then spacetime is said to admit an affine collineation. 

(h) Weyl Projective Collineation.  A symmetry property of a spacetime is called Weyll 

projective collineation if and only if 

0 ( 2)i

jklL W n            (2.9) 

Where i

jklW  is Weyl tensor. 
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3. MAIN RESULTS 

In this section, we shall discuss the role of * Ricci solitons in the study of Einstein spaces and 

Petrov type D gravitational fields. In 4-dimensioanl spacetime, the Weyl tensor is related to the 

Riemannian and Ricci tensors through the equation 

   
1 1

2 6
ijkl ijkl ik jl jl ik jk il il jk ik jl il jkC R g R g R g R g R g g g g R      

      (3.1) 

In NP-formalism (cf. [15]), the components of Weyl tensor are expressed by five complex 

scalars 0 1 2 3, , ,       and 4 . Through these components the gravitational field has been 

classified into six categories type I, II, D, III and O (cf [15]).  The Weyl scalar along with 

Goldberg-Sachs theorem declares type N pure radiation field follow the conditions 

4 0, 0, 0, 1, 2, 3i i               (3.2) 

0              (3.3) 

where , ,   are the spin-coefficients [15].  Ali and Ahsan [6] have obtained symmetries 

for Weyl conformal tensor. Using equations (3.1) to (3.3) and the definitions (b)-(c), we can 

write the following: 

Lemma 3.1. In type D pure gravitational fields every conformal motion, special conformal 

motion and homothetic motion, all degenerate to motion. 

From equations (1.3), (1.4)  (2.1) and (2.2), we have 

2 2( )ij ij ijR L g g             3.4) 

; ; ( )i j j i ijg                (3.5) 

Contracting this equation with ijg , we get 

 ;

i

jR n             (3.6) 

Which can be expressed as 

[ ( ) ]i

idiv R n               (3.7) 

where  ij

ijR g R  is the scalar curvature. From equations (3.3) and (3.7), we get 

1 1 1
( )

2
ij ij ij ij ijRg R L g div g g

n n
  

 
     

 
       (3.8) 

Now for 
ijg  to be Einstein metric i.e.,  

ij ijR g   where   can be chosen as 
R

n
,  equation 

(3.3) together with the definition of conformal motion gives the following results: 
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Lemma 3.2.   [14] The vector field   associated with * Ricci solitons ( , )M g  is conformally 

Killing if and only if ( , )M g  is an Einstein manifold of dimension ( 3)n  . 

Now, using Lemmas 3.1 and 3.2, we can state the following theorem: 

Theorem 3.3.  Type D pure gravitational field admit motion along a vector field   associated 

to * Ricci solitons ( , )M g  if and only if M is an Einstein space. 

For Killing vector field  , equation (1.4) reduces to 

 ij ijR g                (3.9) 

Taking Lie derivative with respect to vector field   

0
2

ij ij ij ij

R
L R L g

 
   
 

                             (3.10) 

Thus, we have the following theorem: 

Theorem 3.4. A vector field   associated to Einstein solitons ( , )M g is Ricci collineation 

vector field in Type N pure radiation field if g  is Einstein metric. 

Taking the Lie derivative of Christoffel symbol 1

2

jl jki il kl
jk k l j

g g g
g

  

  
    

   

 

along the vector field  , after the calculation we get 

;

i i i m

jk jk jmkL R                         (3.11) 

Now if   is Killing vector field, then  

; 0i i m

jk jmkR                       (3.12) 

Where 

h h
ijh a h b hik

ijk ij ak ik bjk j
R

x x

 
      

 
                (3.13) 

is the Riemannian curvature tensor. 

Using (3.11) and (3.12) along with the definition of affine collineation, we can have the 

following result: 

Theorem 3.5. Type N pure radiation field admit affine collineation along a Killing vector field 

  associated to Einstein solitons ( , )M g  if and only if M is an Einstein space. 

By the definition of Lie derivative  
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; ; ; ; ;

i h i h i i h i h i h

jkl jkl h jkl h hkl j jhl k jkh lL R R R R R R                           (3.14) 

Using the definition of Christoffel symbol and Killing vector  , we have 

0i

jklL R   

which establishes the curvature collineation, so we have. 

Theorem 3.6. A killing vector field    associated to Einstein solitons ( , )M g  is Curvature 

collineation vector field in type N pure radiation field if g  is Einstein metric. 

The Weyl projective tensor is given by 

1
( )
3

i i i i

jkl jkl jk j jl kW R R R     for 0, i i

ij jkl jkl ijkl ijklR W R or W R               (3.15) 

From equation (1.8) and (3.15), we can easily write. 

Lemma 3.7.  [12] In a Riemannian manifold curvature collineation implies the Weyl projective 

collineation but converse is true for empty spacetimes. 

So, the theorem 3.6 and Lemma 3.7 constitute the following: 

Corollary 3.8. A Killing vector field   associated to Einstein solitons ( , )M g  is Weyl 

Projective collineation vector field in type N pure radiation if g  is Einstein metric. 

CONCLUSIONS 

For Einstein space different kind of symmetry properties for N pure radiation fields are 

established with the help of vector field associated with Einstein solitons. There are other 

symmetries for type N which can be obtained through the existence of Killing vectors 

corresponding to Einstein solitons. 
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Abstract 

The object of this paper is to study non-invariant hypersurfaces of hyperbolic Sasakian 

manifolds equipped with (𝑓, 𝑔, 𝑢, 𝑣, 𝜆) − structure. Some properties obeyed by this structure 

are obtained.  The necessary and sufficient conditions also have been obtained for totally 

umbilical non -invariant  hypersurfaces  with (𝑓, 𝑔, 𝑢, 𝑣, 𝜆) −  structure of hyperbolic Sasakian 

manifolds to be totally geodesic.  The second fundamental form of a non-invariant hypersurface 

of hyperbolic Sasakian manifolds with (𝑓, 𝑔, 𝑢, 𝑣, 𝜆) - structure has been traced under the 

condition when 𝑓 is parallel. 
 

Keywords and Phrases: Hyperbolic Sasakian manifold, totally geodesic, totally umbilical. 
2000 Mathematics Subject Classification: 53D05, 53D25, 53D12. 

1. INTRODUCTION 

Blair and Ludden [4] studied the hypersurfaces in an almost contact manifolds in 1969. They 

also proved that there does not exist invariant hypersurface of a contact manifold.  In 1970, S. 

I. Goldberg et. al [2] introduced the notion of a non-invariant hypersurfaces of an almost contact 

manifold in which the transform of a tangent vector of the hypersurface by the (1, 1) structure 

tensor field f defining the almost contact structure is never tangent to the hypersurface and also 

proved that there always exists a (f, g, u, v, λ) - structure on a non-invariant hypersurface of an 

almost contact metric manifold. The notion of (f, g, u, v, λ) - structure was given by Yano and 

Okumura [3]. Sinha and Sharma [8] studied the hypersurfaces of an almost paracontact metric 

manifold with para (f, g, u, v, λ) – structure.  

The notion of geodesic plays an important role in the theory of relativity [5]. Upadhyay and 

Dubey [14] studied an almost hypersurfaces contact (𝑓, 𝜉, 𝜂, 𝑔) −structure. R. Prasad [12] 

studied the non-invariant hypersurfaces of trans-Sasakian manifolds. T. Khan [11] studied the 

non-invariant hypersurfaces of Nearly Kenmotsu manifold. Ahmed at. el. [13] studied the non-

invariant hypersurfaces of nearly hyperbolic Sasakian manifold. In the present paper, we study 

the non-invariant hypersurfaces of hyperbolic Sasakian manifolds. 

This paper is organized as follows. In section 2, we give a brief description of hyperbolic 

Sasakian manifolds.  In section 3, introduce the non-invariant hypersurfaces and induced (f, g, 

u, v, λ) - structure on non-invariant hypersurface M getting some equation. Some results of non-

invariant hypersurfaces with (f, g, u, v, λ) - structure of hyperbolic Sasakian manifolds. The 

necessary and sufficient conditions also have been obtained for totally umbilical non-invariant 

hypersurfaces with (f, g, u, v, λ) - structure of hyperbolic Sasakian manifolds to be totally 

geodesic.  

2. PRELIMINARIES 
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Let 𝑀̂be a complete real differentiable manifold of dimension (2𝑛 + 1). Let there exist a tensor 

field 𝜙 of type (1,1), a vector field 𝜉 and a 1 − form 𝜂 satisfying 

𝜙2𝑋 = 𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉 (2.1) 

𝜂(𝜙𝑋) = 0  (2.2) 

for arbitrary vector fields 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇𝑀. Then 𝑀̂ is called a hyperbolic contact manifold 

([8], [14]). From the above equation we can easily prove that 

𝜙𝜉 = 0 (2.3) 

𝜂(𝜉) = −1 (2.4) 

Let the hyperbolic contact manifold 𝑀̂ be an endowed with a Riemannian metric 𝑔 such that 

𝛷(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝜙𝑋, 𝑌) (2.5) 

𝑔(𝜙𝑋, 𝜙𝑌) = −𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌) (2.6) 

𝑔(𝑋, 𝜉) = 𝜂(𝑋) (2.7) 

A hypersurfaces contact structure satisfying the equations (2.1)  to (2.6) is said to be a 

hyperbolic contact metric manifold [14]. 

A hyperbolic contact metric manifold is said to be a hyperbolic cosymplectic metric manifold 

if the structure tensor 𝜙 and the 1 form 𝜂 are parallel with respect to a symmetric affine 

connection 𝛻̂ on 𝑀̂. Since 𝜙2 = 𝐼 + 𝜂 ⊗ 𝜉, the vector field  is also parallel with respect to  , 

i.e. 

(𝛻̂𝑋𝜙)𝑌 = 0 (2.5) 

(𝛻̂𝑋𝜂)𝑌 = 0 (2.6) 

𝛻̂𝑋𝜉 = 0 (2.7) 

A hyperbolic contact metric manifold 𝑀̂in which  

−2𝛷 = 𝑑𝜂 (2.11) 

is satisfied, called an almost hyperbolic Sasakian manifold. 

An almost hyperbolic Sasakian manifold 𝑀̂, for which 𝜉 is Killing vector, i.e. 

(𝛻̂𝑋𝜂)𝑌 + (𝛻̂𝑌𝜂)𝑋 = 0 (2.12) 
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where 𝛻̂ is the Riemannian connection, is called a hyperbolic K-contact Riemannian manifold. 

In a hyperbolic K-contact Riemannian manifold, the following relation hold 

𝛷(𝑋, 𝑌) = −(𝛻̂𝑋𝜂)𝑌 = (𝛻̂𝑌𝜂)𝑋 (2.13) 

A hyperbolic K-contact Riemannian manifold 𝑀̂ is called a hyperbolic Sasakian manifold [7], 
if  

(𝛻̂𝑋𝜙)𝑌 = 𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉 − 𝜂(𝑌)𝑋 (2.14) 

𝛻̂𝑋𝜉 = −𝜙𝑋 (2.15) 

A hypersurfaces of an almost contact metric manifold 𝑀̂is called a non-invariant hypersurfaces, 

if the transform of a tangent vector of the hypersurfaces under the action of (1,1) tensor field 𝜙 

defining the contact structure is never tangent to the hypersurfaces. Let 𝑋 be tangent vector on 

non-invariant hypersurfaces of an almost contact metric manifold 𝑀̂, then 𝜙𝑋 is never to tangent 

of the hypersurfaces. 

Let 𝑀̂ be a non-invariant hypersurface of an almost contact metric manifold, Now, we define 

the following: 

𝜙𝑋 = 𝑓𝑋 + 𝑢(𝑋)𝑁̂ (2.16) 

𝜙𝑁̂ = −𝑈 (2.17) 

𝜉 = 𝑉 + 𝜆𝑁̂, 𝜆 = 𝜂(𝑁̂) (2.18) 

𝜂(𝑋) = 𝑣(𝑋) (2.19) 

where 𝑓  is (1,1)  tensor field, 𝑢 and 𝑣 are 1 form, 𝑁̂ is a unit normal to the hypersurface, 𝑋 ∈

𝑇𝑀 and 𝑢(𝑋) ≠ 0, then we get an induced (𝑓, 𝑔, 𝑢, 𝑣, 𝜆) − structure on 𝑀̂ satisfying the 

conditions   

 

{
  
 

  
 
𝑓2 = 𝐼 + 𝑢 ⊗ 𝑈 + 𝑣 ⊗𝑉,
𝑢 ∘ 𝑓 = 𝜆𝑣, 𝑣 ∘ 𝑓 = −𝜆𝑢,

𝑣(𝑉) = −1 − 𝜆2, 𝑢(𝑉) = 0 = 𝑣(𝑈), 𝑢(𝑈) = −1 − 𝜆2,
𝑓𝑉 = 𝜆𝑈, 𝑓𝑈 = 𝜆𝑉,
𝑢(𝑋) = 𝑔(𝑋, 𝑈), 𝑣(𝑋) = 𝑔(𝑋, 𝑉),
𝑔(𝑓𝑋, 𝑓𝑌) = −𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝑢(𝑋)𝑢(𝑌) − 𝑣(𝑋)𝑣(𝑌)

 (2.20) 
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Using equation (2.5)  and (2.6) , we have 

𝛷(𝑋, 𝑓𝑌) − 𝛷(𝑓𝑋, 𝑌) = 2𝑔(𝑓𝑋, 𝑓𝑌) + 𝑣(𝑋)𝑣(𝑌) (2.21) 

for all 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇𝑀 & 𝜆 = 𝜂(𝑁̂). 

The Gauss and Weingarten formulae are given by 

𝛻̂𝑋𝑌 = 𝛻𝑋𝑌 + 𝜎(𝑋, 𝑌)𝑁̂ (2.22) 

𝛻̂𝑋𝑁̂ = −𝐴𝑁̂𝑋 (2.23) 

 for all 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇𝑀, where 𝛻̂  and 𝛻 are the Riemannian and induced connection on 𝑀̂ and 𝑀 

respectively  and 𝑁̂ is the unit normal vector in the normal bundle 𝑇⊥𝑀. In this formula 𝜎 is the second 

fundamental form on 𝑀 related to 𝐴𝑁̂ by 

𝜎(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝐴𝑁̂𝑋, 𝑌) (2.24) 

for all 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇𝑀. 

3. NON-INVARIANT HYPERSURFACES 

Lemma 3.1. If 𝑀 be a non-invariant hypersurface with (𝑓, 𝑔, 𝑢, 𝑣, 𝜆) − structure of hyperbolic 

Sasakian manifold 𝑀̂, then 

(𝛻̂𝑋𝜂)𝑌 + (𝛻̂𝑌𝜂)𝑋 = (𝛻𝑋𝑣)𝑌 + (𝛻𝑌𝑣)𝑋 − 2𝜆𝜎(𝑋, 𝑌) (3.1) 

𝛻̂𝑋𝜉 = 𝛻𝑋𝑉 − 𝜆𝐴𝑁̂𝑋 + (𝜎(𝑋, 𝑉) + 𝑋𝜆)𝑁.̂ (3.2) 

for all 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇𝑀. 

Proof. After computations similar to Lemma 3.1[4], lemma follows. 

Theorem 3.2. If 𝑀 be a non-invariant hypersurface with (𝑓, 𝑔, 𝑢, 𝑣, 𝜆) − structure of 

hyperbolic Sasakian manifold 𝑀̂, then 

(𝛻𝑋𝑓)𝑌 = 𝑔(𝑋, 𝑌)𝑉 + 𝑢(𝑌)𝐴𝑁̂𝑋 − 𝑣(𝑌)𝑋 − 𝜎(𝑋, 𝑌)𝑈 (3.3) 

(𝛻𝑋𝑢)𝑌 = 𝜆𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝜎(𝑋, 𝑓𝑌) (3.4) 

for all 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇𝑀. 

Proof: By covariant differentiation, we know that 

(𝛻̂𝑋𝜙)𝑌 = 𝛻̂𝑋𝜙𝑌 − 𝜙(𝛻̂𝑋𝑌) 



20 
 

Using equation (2.16) in (2.22), we have 

(∇̂𝑋𝜙) 𝑌 = ∇̂𝑋(𝑓𝑌 + 𝑢(𝑌)𝑁̂) − 𝜙(∇X 𝑌 + 𝜎(𝑋, 𝑌)𝑁̂) 

(∇̂𝑋𝜙) 𝑌 = ∇̂𝑋𝑓𝑌 + ∇̂𝑋(𝑢(𝑌)𝑁̂) − 𝜙∇X 𝑌 − 𝜎(𝑋, 𝑌)𝜙𝑁̂ 

Using (2.16) and (2.17), we have 

(∇̂𝑋𝜙) 𝑌 = ∇X𝑓𝑌 + 𝜎(𝑋, 𝑓𝑌)𝑁̂ + 𝑢(𝑌)(∇̂𝑋𝑁̂) + (∇̂𝑋𝑢(𝑌)) 𝑁̂ − 𝑓∇X 𝑌 − 𝑢(∇X 𝑌)𝑁̂

+ 𝜎(𝑋, 𝑌)𝑈 

Using (2.23), we have 

(∇̂𝑋𝜙) 𝑌 = ∇X𝑓𝑌 − 𝑓∇X 𝑌 + 𝜎(𝑋, 𝑓𝑌)𝑁̂ − 𝑢(𝑌)A𝑁̂ 𝑋 + 𝜎(𝑋, 𝑌)𝑈

+ (∇X𝑢(𝑌) + 𝜎(𝑋, 𝑢(𝑌))𝑁̂)𝑁̂ − 𝑢(∇X 𝑌)𝑁̂ 

(∇̂𝑋𝜙) 𝑌 = (∇X𝑓)𝑌 − 𝑢(𝑌)A𝑁̂ 𝑋 + 𝜎(𝑋, 𝑌)𝑈 + 𝜎(𝑋, 𝑓𝑌)𝑁̂ + (∇X𝑢(𝑌) − 𝑢(∇X 𝑌))𝑁̂ 

(∇̂𝑋𝜙) 𝑌 = (∇X𝑓)𝑌 − 𝑢(𝑌)A𝑁̂ 𝑋 + 𝜎(𝑋, 𝑌)𝑈 + 𝜎(𝑋, 𝑓𝑌)𝑁̂ + (∇X𝑢)𝑌)𝑁̂ 

(𝛻𝑋𝑓)𝑌 = 𝑔(𝑋, 𝑌)𝑉 + 𝑢(𝑌)𝐴𝑁̂𝑋 − 𝑣(𝑌)𝑋 − 𝜎(𝑋, 𝑌)𝑈 (3.5) 

Now, using (2.18) and (2.19) in (2.14), we have 

(∇̂𝑋𝜙)𝑌 = 𝑔(𝑋, 𝑌)(𝑉 + 𝜆𝑁̂) − 𝑣(𝑌)𝑋 

(∇̂𝑋𝜙)𝑌 = 𝑔(𝑋, 𝑌)𝑉 + 𝜆𝑔(𝑋, 𝑌)𝑁̂ − 𝑣(𝑌)𝑋 

(3.6) 

Comparing (3.5) and (3.6), we have  

(∇X𝑓)𝑌 − 𝑢(𝑌)A𝑁̂ 𝑋 + 𝜎(𝑋, 𝑌)𝑈 + ((∇X𝑢)𝑌 + 𝜎(𝑋, 𝑓𝑌))𝑁̂

= 𝑔(𝑋, 𝑌)𝑉 + 𝜆𝑔(𝑋, 𝑌)𝑁̂ − 𝑣(𝑌)𝑋 

Equating tangential and normal part, we have the required results. 

Theorem 3.3. If 𝑀 be a non-invariant hypersurface with (𝑓, 𝑔, 𝑢, 𝑣, 𝜆) − structure of hyperbolic 

Sasakian manifold 𝑀̂, then 

𝜎(𝑋, 𝜉)𝑈 = 𝑓2𝑋 + 𝑓(𝛻𝑋𝜉) − 𝑢(𝑋)𝑈 (3.7) 

𝑢(𝛻𝑋𝜉) = −𝑢(𝑓𝑋) (3.8) 

for all 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇𝑀. 

Proof: By covariant differentiation, we know that 

(𝛻̂𝑋𝜙)𝜉 = 𝛻̂𝑋𝜙𝜉 − 𝜙(𝛻̂𝑋𝜉) 
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Using (2.3), we have 

(∇̂𝑋𝜙) 𝜉 = −𝜙(∇̂𝑋 𝜉) (3.9) 

Using equation (2.15) in above, we have 

(∇̂𝑋𝜙) 𝜉 = −𝜙(−𝜙𝑋) 

(∇̂𝑋𝜙)𝜉 = 𝜙(𝜙𝑋) 

Using (2.16) in above, we have 

(∇̂𝑋𝜙)𝜉 = 𝜙(𝑓𝑋 + 𝑢(𝑋)𝑁̂) 

(∇̂𝑋𝜙)𝜉 = 𝜙(𝑓𝑋) + 𝑢(𝑋)𝜙𝑁̂ 

Using (2.16) and (2.17), we get 

(∇̂𝑋𝜙)𝜉 = 𝑓(𝑓𝑋) + 𝑢(𝑓𝑋)𝑁̂ − 𝑢(𝑋)𝑈 

(∇̂𝑋𝜙)𝜉 = 𝑓2𝑋 + 𝑢(𝑓𝑋)𝑁̂ − 𝑢(𝑋) 
(3.10) 

Using (2.22) in (3.9), we have 

(∇̂𝑋𝜙)𝜉 = −𝜙(∇𝑋 𝜉) + 𝜎(𝑋, 𝜉)𝑁̂ 

(∇̂𝑋𝜙) 𝜉 = −𝜙(∇𝑋 𝜉) − 𝜎(𝑋, 𝜉)𝜙𝑁̂ 

Using (2.16) and (2.17), we get 

(∇̂𝑋𝜙)𝜉 = −𝑓(∇𝑋 𝜉) − 𝑢(∇𝑋 𝜉)𝑁̂ + 𝜎(𝑋, 𝜉)𝑈 (3.11) 

Comparing (3.10) and (3.11), we have 

𝑓2𝑋 + 𝑢(𝑓𝑋)𝑁̂ − 𝑢(𝑋)𝑈 = −𝑓(∇𝑋 𝜉) − 𝑢(∇𝑋 𝜉)𝑁̂ + 𝜎(𝑋, 𝜉)𝑈 

Equating tangential and normal part, we have required results. 

Theorem 3.4. If 𝑀 be a non-invariant hypersurface with (𝑓, 𝑔, 𝑢, 𝑣, 𝜆) − structure of 

hyperbolic Sasakian manifold 𝑀̂, then 

𝛻𝑋𝑉 = 𝜆𝐴𝑁̂𝑋 − 𝑓𝑋,  (3.12) 

𝜎(𝑋, 𝑉) = −𝑢(𝑋) − 𝑋𝜆. (3.13) 

If 𝑀 be a totally umbilical non-invariant hypersurface with (𝑓, 𝑔, 𝑢, 𝑣, 𝜆) − structure of 

hyperbolic Sasakian manifold 𝑀̂, then it is totally geodesic if and only if, 
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𝑢(𝑋) + 𝑋𝜆 = 0 (3.14) 

for all 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇𝑀. 

Proof: Using (2.16) in (2.15), we get 

∇̂𝑋𝜉 = −𝑓𝑋 − 𝑢(𝑋)𝑁̂ (3.15) 

Comparing (3.2) and (3.15), we get 

∇𝑋 𝑉 − 𝜆𝐴𝑁̂𝑋 + (𝜎(𝑋, 𝑉) + 𝑋𝜆)𝑁̂ =  −𝑓𝑋 − 𝑢(𝑋)𝑁̂  

Equating tangential and normal part, we get desired results. 

Now, if 𝑀 is totally umbilical, then  𝐴𝑁̅ = 𝜁𝐼, where 𝜁 is Kahlerian metric, then (2.24) reduces 

as 

𝜎(𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝐴𝑁̂ 𝑋, 𝑌) = 𝑔(𝜁𝑋, 𝑌) = 𝜁𝑔(𝑋, 𝑌) 

therefore, 

𝜎(𝑋, 𝑉) = 𝜁𝑔(𝑋, 𝑉) = 𝜁𝑣(𝑋) 

Using (2.18) and above equation in (3.14), we have 

𝜁𝑣(𝑋) = −𝑋𝜆 − 𝑢(𝑋) 

If 𝑀 is totally geodesic, i.e. 𝜁 = 0, then from above equation, we have 

𝑢(𝑋) + 𝑋𝜆 = 0. 

Theorem 3.5. If 𝑀 be a non-invariant hypersurface with (𝑓, 𝑔, 𝑢, 𝑣, 𝜆) − structure of 

hyperbolic Sasakian manifold 𝑀̂ and 𝑈is parallel, then 

𝜆𝑋 + 𝑓(𝐴𝑁̂𝑋) = 0 (3.16) 

for all 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇𝑀. 

Proof: Consider covariant differentiation, we have 

(∇̂𝑋𝜙) 𝑁̂ = ∇̂𝑋𝜙 𝑁̂ − 𝜙(∇̂𝑋𝑁̂) (3.17) 

Using equation (2.16), (2.17), (2.22) and (2.23) in above, we have 

(∇̂𝑋𝜙) 𝑁̂ = ∇X𝜙 𝑁̂ + ℎ(𝑋, 𝜙 𝑁̂)𝑁̂ − 𝑓(∇̂𝑋𝑁̂) − 𝑢(∇̂𝑋𝑁̂)𝑁̂ 

(∇̂𝑋𝜙)𝑁̂ = −∇X𝑈 + 𝑓(𝐴𝑁̂𝑋) (3.18) 

Putting 𝑌 = 𝑁̂ in (2.14), we have 
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(∇̂𝑋𝜙)𝑁̂ = 𝑔(𝑋, 𝑁̂)𝜉 − 𝜂(𝑁̂)𝑋 

Using (2.18), we have 

(∇̂𝑋𝜙)𝑁̂ = −𝜆𝑋 (3.19) 

From (3.18) and (3.19), we have 

−∇X𝑈 + 𝑓(𝐴𝑁̂𝑋) = −𝜆𝑋 

∇X𝑈 = 𝜆𝑋 + 𝑓(𝐴𝑁̂𝑋) 

If 𝑈 is parallel then, ∇X𝑈 = 0, so from above equation, we have 

𝜆𝑋 + 𝑓(𝐴𝑁̂𝑋) = 0. 

Theorem 3.6. If 𝑀 be a non-invariant hypersurface with (𝑓, 𝑔, 𝑢, 𝑣, 𝜆) − structure of 

hyperbolic Sasakian manifold 𝑀̂ and 𝑓 is parallel, then 

𝜎(𝑋, 𝑈) = 𝑢(A𝑁̂ 𝑋) (3.19) 

𝑋𝜆 = 0 (3.20) 

for all , .X Y TM  

Proof. As 𝑓 is parallel, then from (3.3), we have 

𝜎(𝑋, 𝑌)𝑈 = 𝑔(𝑋, 𝑌)𝑉 + 𝑢(𝑌)A𝑁̂ 𝑋 − 𝑣(𝑌)𝑋 

Applying 𝑢 both sides, we get 

𝜎(𝑋, 𝑌)𝑢(𝑈) = 𝑔(𝑋, 𝑌)𝑢(𝑉) + 𝑢(𝑌)𝑢(A𝑁̂ 𝑋) − 𝑣(𝑌)𝑢(𝑋) 

Using (2.20), we have 

(−1 − 𝜆2)𝜎(𝑋, 𝑌) = 0 + 𝑢(𝑌)𝑢(A𝑁̂ 𝑋) − 𝑣(𝑌)𝑢(𝑋) 

−(1 + 𝜆2)𝜎(𝑋, 𝑌) = 𝑢(𝑌)𝑢(A𝑁̂ 𝑋) − 𝑣(𝑌)𝑢(𝑋) 
(3.21) 

Replacing 𝑌 = 𝑈, we have 

(1 + 𝜆2)𝜎(𝑋, 𝑈) = 𝑢(𝑈)𝑢(A𝑁̂ 𝑋) − 𝑣(𝑈)𝑢(𝑋) 

−(1 + 𝜆2)𝜎(𝑋, 𝑈) = −(1 + 𝜆2)𝑢(A𝑁̂ 𝑋) 

𝜎(𝑋, 𝑈) = 𝑢(A𝑁̂ 𝑋) 

(3.22) 

Now, putting 𝑌 = 𝑉 in (3.21), we get 
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−(1 + 𝜆2)𝜎(𝑋, 𝑉) = 𝑢(𝑉)𝑢(A𝑁̂ 𝑋) − 𝑣(𝑉)𝑢(𝑋) 

Using (2.20), we have 

−(1 + 𝜆2)𝜎(𝑋, 𝑉) = (1 + 𝜆2)𝑢(𝑋) 

𝜎(𝑋, 𝑉) = −𝑢(𝑋) 
(3.23) 

Comparing (3.13) and (3.23), we get desired result. 
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Özet 

Yüzeysel sular, barajlar sayesinde tekrar tekrar kullanabildiğimiz mükemmel bir enerji 

kaynağıdır. Baraj rezervuarlarında biriken taşkın suları, savaklar yardımıyla membadan 

mansaba aktarılmaktadır. Baraj gövdesinin membasındaki akımın potansiyel enerjisi boşaltım 

kanalı üzerinde kinetik enerjiye dönüşerek kavitasyona (oyulmaya) ve dolusavak mansabında 

tahribata neden olabilmektedir. Bu sebeple basamaklı dolusavaklar, olası muhtemel 

tahribatların önüne geçmek ve düşüm havuzunun boyutlarını küçültmek amacıyla kullanılan 

yapı elemanlarıdır. Bu tip savaklardaki basamaklara çarpan akımın enerjisi büyük oranda 

sönümlendiğinden düşüm havuzu için gerekli olan boyutlar da küçülmektedir. Bu sebepten 

ötürü, araştırmacılar, basamaklı dolusavakların geliştirilmesi amacıyla farklı tasarımlar 

oluşturmuştur. Bu çalışmada, basamaklı dolusavakların basamak geometrileri üzerine yapılmış 

bir kısım çalışmalar derlenerek bu konuda çalışmayı planlayan araştırmacılara küçük bir katkı 

sunulması amaçlanmıştır. 

 

Anahtar Kelimeler: Basamaklı dolusavak, Basamak tasarımı, Basamaklı savaklarda eşik 

geometrisi 

 

Review of Stepped Spillway Designs in the Literature 

Abstract 

Water is an excellent source of energy that we can use over again, thanks to dams. Excess water 

accumulated in the dam reservoir is transferred from upstream to downstream via spillways. 

The potential energy of flow at the upstream of the dam transforms into kinetic energy on the 

chute channel, causing cavitation and destruction. For this reason, stepped spillways are 

structural elements used to prevent damage and reduce the size of the downstream pool. For 

this reason, researchers have created different designs for the development of stepped spillways. 

In this study, it is aimed to review some studies about stepped spillways for the researchers who 

will work on this subject. 

Keywords: Stepped spillway, Design of step, Threshold geometry in stepped weirs 

 

1. GİRİŞ 

Baraj membasında bulunan akımın mevcut bir potansiyel enerjisi vardır. Savaklanma sırasında 

şüt kanalına giren akım, sahip olduğu potansiyel enerjisinin kinetik enerjiye dönüşmesi ile git 

gide hızlanarak savak mansabına düşmektedir. Klasik bir söylemle, dolusavak membasındaki 

potansiyel enerji, dolusavak mansabında kinetik enerjiye dönüşerek hem şüt kanalı üzerinde 

hem de mansap havuzunda tahribata sebebiyet vermektedir. Bu nedenle araştırmacılar, akımın 

şüt kanalı üzerindeki enerjisini düşürecek yöntemler geliştirmeye çalışmışlardır. Basamaklı 

mailto:erdincikinciogullari@gmail.com


26 
 

dolusavaklar da bu yöntemlerden birisi olup ilk örneğinin MÖ 1300’lü yıllarda inşa edilen 

Yunanistan’daki Akarnania basamaklı dolusavağı olduğu tahmin edilmektedir [1]. İnşa 

kolaylığı açısından, günümüzde özellikle silindirle sıkıştırılmış beton barajlarda (SSB) ve dolgu 

barajlarda taşkın dolusavağı olarak kullanılmaktadır. SSB barajlar klasik beton ile inşa 

edildiğinden bu barajların mansabına basamaklı dolusavakların inşa edilmesi oldukça 

ekonomik ve pratiktir [2]. Ayrıca, basamaklar üzerindeki akımın içerisindeki çözünmüş hava 

miktarının artmasıyla hem akarsuyun ekolojisine hem de kavitasyon riskine karşı olumlu bir 

katkı sağlamaktadır. Ayrıca, basamaklı dolusavaklar, arıtma tesislerinde su içerisindeki oksijen 

miktarını arttırmak amacı ile de kullanılabilmektedir [3].  

Basamaklı dolusavaklar, sahip oldukları geometri sayesinde, üzerinden savaklanan akımın her 

bir basamağa çarpması nedeniyle akım enerjisini büyük oranda sönümleyebilmektedir. 

Sönümlenen enerji miktarı, klasik dolusavaklara oranla, yaklaşık %70-80 civarında daha 

fazladır [4]. Böylelikle, boşaltım kanalı boyunca sönümlenen enerji nedeniyle, enerji kırıcı 

havuzda oluşan hidrolik sıçramanın da boyu kısalmaktadır. Dolayısı ile enerji kırıcı havuzun 

boyutları, klasik savaklara oranla, küçüldüğünden maliyet açısından da olumlu bir durumdur 

[2,3,5–8]. Bahsedilen sebeplerden ötürü, basamaklı dolusavaklar, düşüm havuzlarının yeterli 

uzunlukta tasarlanamadığı arazi şartlarında alternatif bir çözüm sunmaktadır. Buna ek olarak, 

basamaklı dolusavak boyunca akımın enerjisi azaldığından hızı da azalmakta ve dolayısıyla 

kavitasyon riski de azalmaktadır [9]. 

Basamaklı dolusavaklarda, savaklanan akımın debisi arttıkça sıçramalı akım rejimine, debisi 

azaldıkça nap akımı rejimine geçmektedir. İlk kez Ohtsu ve Yasuda [10] tarafından bu iki akım 

rejimi arasında bir geçiş rejimi olduğundan bahsedilmiştir. Geçiş akım rejiminde akım henüz 

nap akım rejimi özelliklerini kaybetmemiş, sıçramalı akım rejimine tamamen geçmemiştir. Bu 

sebeple akım içerisinde çok fazla titreşim oluştuğundan geçiş akım rejimi tasarımcıların 

tarafından tavsiye edilmemektedir [11]. 

Chanson [12], sıçramalı akım rejimi için başlangıç sınırı için Eşitlik (1)’i önerirken bir başka 

çalışmasında [13], nap rejiminin üst limiti için Eşitlik 2’yi ve geçiş akım rejimi ile sıçramalı 

akım rejimi arasındaki sınır için Eşitlik 3’ü önermiştir. Boes ve Hager [7] ise geçiş akım rejimi 

ile sıçramalı akım rejimi arasındaki sınır için Eşitlik (4)’ü önermişlerdir. 

𝑑𝑐

ℎ
> 1,057 − 0,465 (

ℎ

𝑙
),                      (1) 

 
𝑑𝑐

ℎ
= 0,89 − 0,40tan (𝛼)         (2) 

 
𝑦𝑐

ℎ
= 1,20 − 0,325(

ℎ

𝑙
)          (3) 

 
𝑦𝑐

ℎ
= 0,91 − 0,14𝑡𝑎𝑛(𝛼)         (4) 

 

Burada, dc=kritik derinlik (m), α = şüt açısı, h= basamak yüksekliği (m) ve l=basamak 

uzunluğudur (m).  

2. KONU İLE ALAKALI ÇALIŞMALARIN DEĞERLENDİRİLMESİ 

Basamaklı dolusavakların profesyonel uygulamalarının başlaması ile araştırmacıların bir kısmı 

tasarım kriterleri oluşturmaya başlamıştır [7,13–15]. Bazı araştırmacılar [16–18], inşa kolaylığı 

sebebiyle basamak üzerlerine yerleştirdikleri kutu gabyonlar ile basamaklı dolusavak akım 
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karakteristiklerini incelemişlerdir. Gelişen yazılım teknolojisi ile bir kısım araştırmacılar da 

[19–27], son yıllarda popülaritesi artan hesaplamalı akışkanlar dinamiği yöntemini (HAD) 

kullanarak basamaklı dolusavaklar üzerindeki akımı sayısal olarak incelemişlerdir. 

Son yıllarda araştırmacılar, basamaklı dolusavaklarda farklı basamak geometrileri kullanarak 

savaklanan akımın enerji sönümleme oranlarını arttırmaya yönelik deneysel ve sayısal 

çalışmalar yürütmüşlerdir. Bu çalışmada, literatürdeki farklı basamak geometrisi ile alakalı 

çalışmalar derlenerek bir araya getirilmiş ve bu konuda yapılacak yeni çalışmalar için literatüre 

küçük bir katkı sağlanması amaçlanmıştır. 

Rice ve Kadavy [5], Salado Creek Site barajının 1:20 ölçekte iki boyutlu modelini oluşturarak 

10 basamaklı dolusavak üzerindeki akımı, basamaklar nedeniyle sönümlenen enerji miktarını 

ve tasarlanan düşüm havuzunun performansını incelemişlerdir. Araştırmacılar, model ile 

prototip arasındaki ölçek ilişkisi için Froude benzerlik şartlarını kullanmışlardır. Birim debisi 

14,5-5,81 m3.s-1.m-1 arasında değişen deneysel çalışmada, mansap havuzunun sonuna eşik 

eklenmesi sonucunda eşiksiz modellere göre daha az çalkantı olduğunu belirtmişlerdir. Bu 

sebeple düşüm havuzunun mansabına eşik konmaması durumunun, bölgede erozyon riskinin 

artırması nedeniyle dolusavağın güvenliği açısından endişe verici olduğunu vurgulamışlardır. 

Araştırmacılar, eklenecek eşiğin dolusavak topuğundan 12,19 m ileriye yerleştirilmesinin 

uygun olduğunu ifade etmişlerdir. Ayrıca, son dönemde yapılan çalışmaların aksine, debinin 

azalması ile akım derinliği azaldığından basamaklı ve klasik şütlerdeki enerji sönümleme 

oranlarının azaldığını belirtmişlerdir. Araştırmacılar sonuç olarak, verilen birim debilerde 

basamaklı dolusavakların enerji sönümleme oranlarının klasik şütlere oranla 2,4-2,9 kat daha 

yüksek olduğunu, basamaklı dolusavaklarda şüt açısının enerji sönümleme miktarında önemli 

bir etken olduğunu, basamaklı dolusavak kullanımının mansap havuzu ihtiyacını önemli ölçüde 

azalttığını belirtmişlerdir. 

Boes ve Hager [7], 0,50 m genişliğinde, 5,70 m uzunluğunda ve üç farklı şüt açısı (30-40-50°) 

için bir dizi deney çalışmaları yürütmüşlerdir. Araştırmacılar, 30° şüt açısı için üç (23,1, 46,2 

ve 92,4 mm), 40° şüt açısı için iki (31,1 ve 93,3 mm) ve 50° şüt açısı için ise 26,1 mm 

yüksekliğinde tek çeşit basamak yüksekliği kullanmışlardır (Şekil 1). Araştırmacılar, üniform 

olmayan akım durumunda enerji sönümleme oranı için aşağıdaki eşitlikleri (Eşitlik 5 ve 6) 

kullanmayı önermişlerdir.  

𝐻𝑟

𝐻𝑚𝑎𝑥
= 𝑒𝑥𝑝 [(−0.045 (

ℎ.𝑐𝑜𝑠𝛼

𝐷ℎ,𝑤
)
0.1

(𝑠𝑖𝑛 𝛼)−0.8
𝐻𝑏𝑎𝑟𝑎𝑗

𝑑𝑐
)]  𝐻𝑏𝑎𝑟𝑎𝑗/𝑑𝑐 < 15 − 20 için  (5) 

 

𝐻𝑚𝑎𝑥 = 𝐻𝑏𝑎𝑟𝑎𝑗 + 1.5𝑑𝑐   (6) 

 

 
Şekil 1. Basamaklı dolusavak kesiti üzerindeki notasyonlar [7] 
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Burada; Hr=şütün mansap ucunda kalan enerjiyi (m), Hmak.=maksimum enerjiyi, h=basamak 

yüksekliğini, l=basamak genişliğini, α=şüt açısını, Dh,w= hidrolik çapı, Hbaraj=tabandan 

dolusavak kretine olan mesafeyi, dc=kritik akım yüksekliğini, Li=havalanmayan bölge (kara 

bölge) uzunluğunu, L= şüt kanalının uzunluğunu ve La= havalanmış bölge uzunluğunu ifade 

etmektedir.  

Felder vd. [28], klasik ve havuzlandırılmış basamaklı dolusavakların yanı sıra, iki tip savağın 

kombinasyonu ile oluşturulan üç farklı savak tipi kullanarak basamaklı dolusavaklar üzerindeki 

akımın havalanma miktarını ve enerji sönümleme miktarlarını incelemiştir. Araştırmacılar, 

kanal genişliği 0,50 m, basamak yüksekliği 0,05 m, basamak genişliği 0,319 m ve kanal açısı 

8.9° olan deney setini 21 adet basamak kullanarak PVC malzemesinden üretmişlerdir (Şekil 2). 

Debi değerlerinin 0,002-0,117 m3.s-1 arasında değiştiği deneysel çalışmalarda, en yüksek enerji 

sönümleme oranına klasik ve havuzlandırılmış basamaklı savakların kombinasyonuyla 

ulaşmışlardır. En düşük enerji sönümleme oranını ise klasik basamaklı dolusavaklarda 

gözlemlemişlerdir. Araştırmacılar, kombine edilmiş basamaklı savaklarda en yüksek enerji 

sönümleme oranı elde edilmesine rağmen, savak üzerindeki akış dengesizlikleri ve kararlı 

olmayan akış süreçlerinin gözlemlenmesi sebebiyle bu savak geometrisinin, yapının güvenli bir 

şekilde çalışması için uygun şartları sağlayamayacağını vurgulamışlardır. 

 
Şekil 2. Felder vd. [28] çalışmalarında kullandıkları modeller 

Felder vd. [29], dört farklı basamaklı dolusavak modelinin enerji sönümle ve havalandırma 

oranlarını deneysel olarak incelemişlerdir (Şekil 3). Araştırmacılar deneylerini kanal genişliği 

0,52 m, basamak yüksekliği 0,10 m, basamak genişliği 0,20 m olan 26,6° açılı boşaltım 

kanalında 0,002-0,155 m3.s-1 arasında değişen debi değerleri için gerçekleştirmişlerdir. Havuzlu 

basamaklı dolusavakların tasarımı için basamak uçlarına 0,031 m kalınlığında, 0,10 m 

yüksekliğinde eşikler yerleştirilmiştir. Elde edilen sonuçlara göre, havuzlandırılmış basamaklı 

dolu savakların enerji sönümleme oranının klasik basamaklı dolusavaklara oranla daha düşük 

çıktığını belirlemişlerdir. Araştırmacılar, havuzlandırılmış basamaklı dolusavaklar ile sıralı ve 

şaşırtmalı kombine modellerden elde edilen sonuçlarda kanal enine doğru büyük akım 

farklılıkları gözlemlediklerini belirtmişlerdir. Yapılan tasarımların enerji sönümleme ve akım 

havalandırması açısından avantajlı bir performans sağlamadığını vurgulamışlardır. Felder vd. 

[28,29] çalışmaları incelendiğinde, basamak genişliğinin küçülmesi ile basamak uçlarına 

eklenen eşiklerin sönümlemede çok etkili olmadığı ancak, basamak genişliğinin arttırılarak, 

dolayısı ile, şüt açısının azaltılarak yürütüldüğü deneylerde, eşik kullanılarak tasarlanan 

basamaklı dolusavakların enerji sönümlemede daha başarılı olduğu görülmektedir. Şüt açısı 

arttıkça basamak genişliği ile basamak yüksekliği arasındaki fark azaldığından, savaklanan 

akım, belirli bir debi değerinden sonra eşikleri makro pürüzlülük olarak algıladığından, enerji 

sönümlemedeki etkisini azaltıyor olabilir. Ancak, şüt kanalının açısı azaldıkça, dolayısı ile 
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basamak genişliği arttıkça, savaklanan akım, basamak üzerinde daha fazla yol kat ettiğinden 

eşiklere çarparak enerjisini sönümlemiş olabilir.  

 
Şekil 3. Felder vd. [29] çalışmalarında kullandıkları modeller 

Zare ve Doering [30], basamaklı dolusavaklar üzerine yerleştirdikleri farklı geometrilerdeki 

eşikler ve engeller ile akım üzerinde havalanmaya başlama noktasını incelemişlerdir. Toplamda 

8 farklı model oluşturan araştırmacılar, deneylerini sabit 45° açılı şüt kanalı üzerinde 

gerçekleştirmişlerdir. Araştırmacılar, geniş Froude sayısı aralığında yürüttükleri deneyler 

neticesinde havalanmayan bölge uzunluğu en kısa olan dolayısı ile kavitasyon riski en az olan 

savak modelinin “Silled-shifted rounded” (SSR) (Şekil 4) olduğunu, “baffled-edged” (BE) 

modeli kullanılarak yürütülen deneylerde ise en uzun havalanmayan bölge uzunluğunu elde 

ettiklerini vurgulamışlardır. Yan duvar yüksekliğinin en kısa olduğu savak çeşidinin ise 

“baffled-shifted sharp” (BSS) olduğunu dolayısı ile maliyet açısından bu savak çeşidinin daha 

uygun olduğunu vurgulamışlardır.  

 
Şekil 4. Zare ve Doering [30] çalışmalarında kullandıkları modeller 

Zare ve Doering [31], basamak uçları yuvarlatılmış basamaklı dolusavaklar ile klasik basamaklı 

dolusavakları; enerji sönümleme, yan duvar yüksekliği ve havalanmaya başlama noktaları 

üzerinden kıyaslamışlardır. Araştırmacılar, yuvarlatılmış basamak kullanımının klasik 

basamaklara nazaran %3 oranında daha fazla enerji sönümlediğini, yan duvar yüksekliğine 

ihtiyacın %20 daha az olduğunu vurgulamışlardır. Toplamda 26 adet deneyin yürütüldüğü 

çalışmada kanal genişliği 57 cm, savak yüksekliği 82,26 cm ve basamak yüksekliği ile genişliği 

7,50 cm olmakla beraber debi değerleri 0,012281-0,225965 m3.s-1 arasında değişmektedir 
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(Şekil 5). Araştırmacılar ayrıca, ilk birkaç basamak ucunun yuvarlatılmasıyla enerji 

sönümlemede kayda değer bir sonuca erişilmediğini de vurgulamışlardır. Araştırmacıların 

yürüttüğü ilk çalışmada [30], havalanmayan bölge uzunluğunun tespit edilmesi tasarımcılar için 

önemli bir kriterdir çünkü şüt üzerindeki havalanmayan bölge (kara bölge) uzunluğu ne kadar 

az olursa kavitasyon riski de o denli azalmaktadır. Bilindiği üzere, basamaklı dolusavaklar 

kullanılarak bu risk oldukça azaltılmaktadır. Yapılan çalışmada araştırmacılar, her bir basamak 

üzerine ekledikleri engellerin kara bölgeye olan etkisini araştırmışlardır. En düşük kara bölge 

uzunluğuna SSR modelinde, en yüksek kara bölge uzunluğuna ise BE modelinde ulaşmaları, 

basamak uçlarına eklenen eşiklerdense basamak ortasına eklenen eşiklerin daha etkili olduğunu 

göstermektedir. Şüt açısı nedeniyle basamak uçlarının farklı geometrilerini akım, makro 

pürüzlülük olarak algılamış olabilir. Araştırmacılar, ikinci çalışmaları [31] ile yuvarlatılmış 

basamak uçlarının klasik basamaklara nazaran daha fazla enerji sönümleyebildiğini 

vurgulamışlardır.  

 
Şekil 5. Zare ve Doering [31] çalışmalarında kullandıkları modeller 

Felder ve Chanson [32], basamaklı dolusavakların basamak uçlarına yerleştirdikleri farklı 

boşluk oranlarındaki 3,10 cm yüksekliğinde ve 1,50 cm genişliğindeki eşiklerin enerji 

sönümleme miktarlarını karşılaştırmışlardır. Araştırmacılar, 4 farklı model kullanarak 

yaptıkları deneysel çalışmaları 52 cm genişliğinde bir kanala yerleştirdikleri 10 cm 

yüksekliğinde ve 20 cm genişliğindeki 10 adet basamak ile yürütmüşlerdir. Elde edilen 

sonuçlara göre, boşluklu eşikli basamaklı dolusavakların enerji sönümleme oranları açısından 

klasik basamaklı savaklara göre dezavantajlı olduğu vurgulanmıştır. 

Mero ve Mitchell [33], 5 farklı model oluşturarak basamak şekillerinin enerji sönümleme 

oranlarına etkisini deneysel olarak incelemişlerdir. Araştırmacılar, 4,00 m uzunluğunda, 0,296 

m genişliğinde ve 0,320 m derinliğindeki kanal içerisine yerleştirdikleri basamaklı savakların 

basamak yüksekliğini 0,05 m ve basamak yüksekliğini 0,10 m olacak şekilde tasarlamıştır 

(Şekil 6). Debi değerlerinin 0,00213-0,0121 m3.s-1 arasında değiştiği çalışmanın neticesinde 

reflektör kullanılarak oluşturulan basamaklı savakların enerji sönümleme oranları klasik 

basamaklı savaklardan oldukça yüksek olduğu gözlemlenmiştir. Bununla birlikte bütün 

modeller için debi arttıkça enerji sönümleme oranının azaldığı ve ayrıca reflektör kullanılmayan 

modellerin enerji sönümlemede çok avantajlı olmadığı sonucuna varılmıştır. Araştırmacılar, 

basamaklar üzerine reflektörler yerleştirerek farklı bir basamak geometrisi oluşturmuşlardır. 

Reflektörler sayesinde şüt üzerindeki akım içerisine dahil olan hava miktarı arttığından 
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mansaptaki enerji miktarının azaldığı düşünülmektedir. Enerji sönümleme için faydalı olan bu 

çalışmanın uygulamada kullanılması işçilik maliyetlerini arttırabilir.  

 
Şekil 6. Mero ve Mitchell [33] çalışmalarında kullandıkları modeller 

Bai vd. [34], 5,40 m yüksekliğinde ve 0,40 m genişliğindeki deney seti için ve toplamda 56 adet 

basamak kullanarak iki farklı model oluşturmuşlardır (Şekil 7). Araştırmacılar, oluşturdukları 

modellerde ilk 28 basamağı geçiş basamağı olarak tasarlamışlardır. Her bir model için basamak 

genişliği 12 cm, basamak yüksekliği 6 cm ve birim debi 0,313, 0,425 ve 0,489 m2.s-1’dir. Elde 

edilen sonuçlara göre oluşturdukları her iki modelin enerji sönümleme oranının klasik 

basamaklı savaklardan daha yüksek olduğunu vurgulamışlardır. Araştırmacıların oluşturduğu 

ilk tasarımda şüt üzerindeki akımın bölünerek savaklandığı, ikinci tasarımda ise bölünmeyle 

birlikte her iki taraftaki akımın birbirine çarparak enerji sönümlemesini artırdığı 

düşünülmektedir. Basamak sayısının fazla olması, gerçeği daha çok yansıtırken böyle bir 

tasarımın uygulanabilmesi için ekstra işçilik maliyetlerinin göz ardı edilmemesi gerektiği 

düşünülmektedir.  

 
Şekil 7. Bai vd. [34] çalışmalarında kullandıkları modeller 
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Torabi vd. [35], 0,30 m genişliğinde ve 0,55 m derinliğindeki kanala yerleştirdikleri 2 farklı 

basamaklı dolusavağın üzerine düzenli ve düzensiz formda enerji kırıcı bloklar yerleştirerek 

enerji sönümleme oranlarını deneysel olarak incelemişlerdir. Elde ettikleri sonuçlara göre, nap 

akımı rejiminde düzenli ve düzensiz olarak yerleştirilerek pürüzlü hale getirilen basamaklı 

savakların enerji sönümleme oranları klasik basamaklı savaklardan yaklaşık %15-20 daha fazla 

olmakla birlikte düzenli olarak dizilen bloklardan alınan sonuçların dağınık olarak dizilen 

bloklardan alınan sonuçlardan daha verimli olduğunu vurgulanmışlardır. 

Zhang ve Chanson [36], 1,00 m genişlikli ve 45° şüt açılı kanala yerleştirdikleri, basamak 

yüksekliği ve genişliği 10 cm olan, basamaklı savakların basamaklarına yaptıkları pah ile akım 

üzerindeki hava miktarını ve enerji sönümleme oranlarını kıyaslamışlardır. Araştırmacılar, 

toplamda 12 basamaklı savak kullanarak sürdürdükleri deneylerde debi değerini 0,083-0,216 

m3.s-1 arasında almışlardır. Elde edilen sonuçlara göre, pah yapılarak oluşturulan modellerde 

havalanma başlangıç noktasında mansaba doğru bir kaymadan bahsederken enerji sönümleme 

oranının daha düşük değerlerde olduğu sonucuna varmışlardır.  

Ashoor ve Riazi [37], basamaklı dolusavaklarda üniform olmayan basamak geometrileri 

kullanarak basamaklı dolusavakların enerji sönümleme oranlarını İnterFOAM yazılımı ile 

sayısal olarak modellemişlerdir. Araştırmacılar; konveks, konkav ve karışık yarı üniform şüt 

kanalları üzerinde yapılan araştırmaların etkisini görebilmek amacıyla bütün modellerde 

basamak yüksekliği 0,10 m olacak şekilde 12 basamaklı dolusavak modeli kullanmışlardır. 

Araştırmacıların elde ettikleri sonuçlara göre, basamak uzunluğu arttıkça akım içerisine dahil 

olan hava miktarının arttığını, konkav model üzerinden savaklanan akım içerisindeki hava 

miktarının konveks modeldekinden daha fazla, bundan dolayı konkav modeldeki kavitasyon 

riskinin daha az olduğu, basamak geometrisinin 1V:2.2H oranında tasarlandığı modelin enerji 

sönümlemede en etkili model olduğu sonuçlarına varmışlardır. Konkav modelde savaklanan 

akımın katı cisim üzerinde bulunma süresi daha fazla olduğundan hem akımın bu modeldeki 

basamakları daha iyi algılamasına hem de basamaklardan ötürü akım içerisine katılan hava 

miktarında artış olmasına, dolayısı ile daha fazla enerji sönümlemesine sebep olduğu 

düşünülmektedir. Konveks modelden savaklanan akımda belirli bir mesafeden sonra şüt 

kanalının açısı arttığından akımın hızı artarak mansap havuzuna daha yüksek enerji ile çarparak 

daha fazla enerji sönümleyebilir.  

Wu vd. [38], basamaklı dolusavak kanalı üzerinde havalandırma alanı oluşturarak akım 

içerisine daha fazla hava karıştırıp akım enerjisini sönümlemeyi amaçlamışlardır (Şekil 8). 

Araştırmacılar, buna ek olarak, eğimli basamak uçlarına ekledikleri eşikler ile 8 farklı geometri 

tasarlamışlardır. Elde edilen sonuçlara göre, havalandırma alanının kullanıldığı deney 

setlerinde kullanılan eşikler sayesinde daha fazla enerji sönümlendiğini vurgulamışlardır. 

 
Şekil 8. Wu vd. [38] çalışmalarında kullandıkları modeller 
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Zhou vd. [39], klasik basamaklı dolusavaklar ardına dinlenme alanı oluşturarak akımın hidrolik 

sıçrama ile enerjisini kısmen sönümledikten sonra basamaklı dolusavak kanalına geçmesini 

sağlamışlardır (Şekil 9). Araştırmacılar, yürüttükleri deneysel çalışmalar neticesinde klasik 

basamaklı dolusavak ile enerji sönümleme oranlarını kıyaslamışlardır. Elde edilen sonuçlara 

göre, havalandırma alanı kullanılan basamaklı savaklarda hidrolik sıçrama nedeniyle akım 

derinliğinin daha kısa sürede uniform derinliğe ulaştığı savunulmuştur. Dolayısıyla, hidrolik 

sıçramalı basamaklı dolusavaklarda enerji sönümleme miktarının klasik basamaklı savaklardan 

daha fazla olduğu belirtilmiştir.  

 
Şekil 9. Zhou vd. [39] çalışmalarında kullandıkları modeller 

3. SONUÇ 

Çalışma kapsamında, literatürde yoğun bir yere sahip olan ve gün geçtikçe yapılan çalışmaların 

sayısında artış gözlenen basamaklı dolusavakların tasarımları ile alakalı bir kısım araştırmalar 

derlenmiştir. Genel manada araştırmacılar şüt açısı, basamak ve eşik geometrisi üzerine 

araştırmalar yaparak literatüre katkıda bulunmuşlardır. Araştırmacılar, enerji sönümlemeye ek 

olarak havalanmayan bölge uzunluğu, kavitasyon gibi etkenleri de göz önünde 

bulundurmuşlardır. Sonuç olarak; debi ile enerji sönümleme oranının ters orantılı olduğu, 

basamak üzerine eklenen farklı geometrideki eşiklerin enerji sönümleme oranını genellikle 

arttırdığı, havalanmayan bölge (kara bölge) uzunluğunun kavitasyon üzerinde etkili olduğu, 

kara bölge uzunluğu ile enerji sönümleme oranının ters orantılı olduğu yapılan literatür 

çalışmalarında gözlenmiştir. Ayrıca birçok çalışmada, maliyet açısından oldukça ekonomik 

olan klasik basamaklı dolusavakların, farklı geometrideki eşik ve model tasarımlarında; ekstra 

beton, donatı ve işçilik maliyetlerinin de göz önünde bulundurulması gerektiği vurgulanmıştır.  
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Abstract 

 

In this paper, semi-invariant submanifolds of a lorentzian Kenmotsu manifold endowed with a 

semi-symmetric metric connection are studied. Necessary and sufficient conditions are given 

on a submanifold of a lorentzian Kenmotsu manifold to be semi-invarinat submanifold with the 

semi-symmetric metric connection. Moreover, the parallel conditions of the distribution on 

semi-invariant submanifolds of a lorentzian Kenmotsu manifold with the semi-symmetric 

metric. 

 

Key words: Lorentzian Kenmotsu manifold, semi invariant submanifold, semi symmetric 

metric connection. 

 

1. INTRODUCTION 

To study manifolds with negative curvature, Bishop and O'Neill introduced the notion of 

warped product as a generalization of Riemannian product [1]. In 1960's and 1970's, when 

almost contact manifolds were studied as an odd dimensional counterpart of almost complex 

manifolds, the warped product was used to make examples of almost contact manifolds. 

Kenmotsu studied a class of almost contact Riemannian manifold. He showed normal an almost 

contact Riemannian manifold with [4] but not quasi Sasakian hence not Sasakian. 

At the same time, in the year 1969, Takahashi [11] has introduced the Sasakian manifolds with 

Pseudo-Riemannian metric and prove that one can study the Lorentzian Sasakian structure with 

an indefinite metric. Furthermore, in 1990, K. L. Duggal [2] has initiated the space time 

manifolds with contact structure and analyzed the paper of Takahashi. In 1991, Roşça 

introduced Lorentzian Kenmotsu manifold [7]. Many authors studied on Lorentzian Kenmotsu 

manifold [8,9]. 

Semi-invariant submanifolds are studied by some authours (for examples, M. Kobayashi [5], 

B.B. Sinha, A.K. Srivastava [10] and A.Turgut Vanlı, R. Sarı [12]). In [6] S. A. Nirmala and 

R.C. Mangala have introduced a semi-symmetric non-metric connection, they studied some 

properties of the curvature tensor with respect to the semi-symmetric non-metric connection. 

Let ∇ be a linear connection in an n-dimensional differentiable manifold 𝑀̅ .  The torsion tensor 

T and the curvature tensor R of ∇ are given respectively by 
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𝑇(𝑋, 𝑌) = ∇XY − ∇YX − [𝑋, 𝑌]. 

The connection ∇ is symmetric if the torsion tensor T vanishes, otherwise it is non-symmetric. 

The connection ∇ is a metric connection if there is a Riemannian metric g  in 𝑀̅ such that ∇g =
0 otherwise it is non-metric. It is well known that a linear connection is symmetric and metric 

if it is the Levi-Civita connection. In [3], A. Friedmann and J. A.Schouten introduced the idea 

of a semi-symmetric linear connection. A linear connection   is said to be a semi-symmetric 

connection if its torsion tensor T is of the form  

𝑇(𝑋, 𝑌) = 𝜂(𝑌)𝑋 − 𝜂(𝑋)𝑌 

where 𝜂 is a 1-form. In [13], K. Yano studied some properties of semi-symmetric metric 

connections.  

The paper is organized as follows : In section 2, we give a brief introduction of lorentzian 

Kenmotsu manifold. We defined a lorentzian Kenmotsu manifold with a semi-symmetric 

metric connection. In section 3, we give some basic results for semi-invariant submanifolds of 

lorentzian Kenmotsu manifold with a semi-symmetric metric connection. In last section, we 

obtained some necessary and sufficient conditions for parallel of certain distributions on semi-

invariant submanifolds of lorentzian Kenmotsu manifold with a semi-symmetric metric 

connection. 

2. PRELIMINARIES 

Let 𝑀̅ be a (2𝑛 + 1)-dimensional differentiable manifold, φ  is (1,1)-tensor field, η is a 1-form,  

ξ  is a vector field and g is a semi-Riemannian metric on 𝑀̅. If for all 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀̅) following 

conditions are satifeied then 𝑀̅ called Lorentzian almost para contact metric manifold 

𝜑2𝑋 = −𝑋 + 𝜂(𝑋)𝜉,     𝜂(𝜉) = 1    (1) 

𝑔(𝜑𝑋, 𝜑𝑌) = 𝑔(𝑋, 𝑌) − 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌).   (2) 

In addition, we have 

𝜑(𝜉) = 0,   𝜂𝜊𝜑 = 0, 𝜂(𝑋) = −𝑔(𝑋, 𝜉).   (3) 

Moreover, a Lorentzian almost contact metric manifold is normal if  [𝜑, 𝜑] − 2𝑑𝜂 ⊗ 𝜉 =
0 where [𝜑, 𝜑] is denoting the Nijenhuis tensor field associated to φ. A normal Lorentzian 

almost contact metric manifold is called Lorentzian contact metric manifold.  

Definition 2.1 Let (M̅, φ, ξ, η, g) be a (2n + 1)-dimensional Lorentzian almost contact metric 

manifold.  M̅ is said to be a Lorentzian almost Kenmotsu manifold if 1-form η are closed and 

dΦ = −2η ∧ Φ. 

If 𝑀̅ is also normal then we call 𝑀̅ is called a Lorentzian Kenmotsu manifold. The following 

theorem gives us the neccesary and sufficient condition for 𝑀̅ to be Loretnzian Kenmotsu 

manifold.  

Theorem 2.2 Let (M̅, φ, ξ, η, g)  be a Lorentzian almost contact metric manifold. M̅ is a 

Loretnzian Kenmotsu manifold if and only if 

(∇̅𝑋𝜑)𝑌 = −𝑔(𝜑𝑋, 𝑌)𝜉 + 𝜂(𝑌)𝜑𝑋   (4) 
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for all 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀̅).  

Corollary 2.3 Let M̅ be (2n+1)-dimensional a Lorentzian Kenmotsu manifold with structure 

(φ, ξ, η, g). Then we have 

 ∇̅𝑋𝜉 = −𝜑2𝑋   (5) 

for all 𝑿, 𝒀 ∈ 𝚪(𝑻𝑴̅). 

Now, we define a connection ∇̃ as 

∇̃𝑋𝑌 = ∇̅𝑋𝑌 + 𝜂(𝑌)𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉   (6) 

Theorem 2.4. Let ∇̅ be the Riemannian connection on a Lorentzian Kenmotsu manifold M̅. 

Then the linear connection which is defined as 

∇̃𝑋𝑌 = ∇̅𝑋𝑌 + 𝜂(𝑌)𝑋 − 𝑔(𝑋, 𝑌)𝜉   (7) 

is a semi-symmetric non metric connection on 𝑀̅. 

Proof. Let 𝑇̃ be the torsion tensor of ∇̅. Then, 

𝑇̃(𝑋, 𝑌) = ∇̅𝑋𝑌 − ∇̅𝑌𝑋 − [𝑋, 𝑌] 

               = 𝜂(𝑌)𝑋 − 𝜂(𝑋)𝑌. 

Moreover we get, 

(∇̃𝑋𝑔)(𝑌, 𝑍) = 𝑋[𝑔(𝑌, 𝑍)] − 𝑔(∇̅𝑋𝑌, 𝑍) − 𝑔(𝑌, ∇̅𝑋𝑍). 

Theorem 2.5. Let M be a semi-invariant  submanifold of a Lorentzian Kenmotsu manifold 

𝑀̅with semi-symmetric metric connection. Then  

(∇̃𝑋𝜑)𝑌 = 0   (8) 

for all 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀). 

Corollary 2.6. Let M be a semi-invariant  submanifold of a Lorentzian Kenmotsu manifold 𝑀̅ 
with semi-symmetric metric connection, then 

∇̃𝑋𝜉 = 0   (9) 

for all 𝑋 ∈ Γ(𝑇𝑀). 

3. SEMI INVARIANT SUBMANIFOLDS OF LORENTZIAN KENMOTSU 

MANIFOLD 

Definition 3.1 An (2n+1)-dimensional Riemannian submanifold M of a Lorentzian Kenmotsu 

manifold 𝑀̅ is called a semi-invariant submanifold if 𝜉 are tangent to 𝑀̅ and there exists on M 

a pair of orthogonal distribution {𝐷, 𝐷⊥} such that 

i. 𝑇𝑀 = 𝐷⨁𝐷⊥⨁𝑆𝑝{𝜉}, 

ii. The distribution D is invariant under 𝜑, 𝜑𝐷 = 𝐷, 

iii. The distribution 𝐷⊥ is anti invariant under 𝜑, that is 𝜑𝐷⊥ ⊂ 𝑇𝑀⊥. 

A semi-invariant submanifold M is said to be an invariant (resp. anti-invariant) submanifold if 

we have 𝐷⊥ = {0} (resp. D={0}). We say that M is a proper semi-invariant submanifold, which 

is neither an invariant nor an anti-invariant submanifold. 
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Let ∇̅ be the Levi-Civita connection of 𝑀̅ with respect to the induced metric g. Then Gauss and 

Weingarten formulas are given by 

∇̅𝑋𝑌 = ∇
∗
XY − h(X, Y)   (10) 

∇̅𝑋𝑉 = −AVX + ∇
∗
X
⊥Y   (11) 

for any 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) and 𝑉 ∈ Γ(𝑇𝑀⊥). ∇∗⊥ is the connection in the normal bundle, h is the 

second fundamental from of 𝑀̅ and AV is the Weingarten endomorphism associated with V. 

The second fundamental form h and the shape operator A related by  

𝑔(ℎ(𝑋, 𝑌), 𝑉) = 𝑔(AV𝑋, 𝑌)   (12) 

We denote by same symbol g both metrices on 𝑀̅ and M. Let ∇̃ be the semi-symmetric metric 

connection on 𝑀̅ and ∇ be the induced connection on M with respect to unit normal N. Then, 

∇̃𝑋𝑌 = ∇XY +m(X, Y)            (13) 

where m is a tensor field of type (0,2) on semi-invariant submanifold M. Using (6) and (10) we 

have, 

∇XY +m(X, Y) = ∇
∗
XY + h(X, Y) + 𝜂(𝑌)𝑋 

So equation tangential and normal components  from both the sides, we get 

𝑚(𝑋, 𝑌) = ℎ(𝑋, 𝑌) and  

∇̃XY = ∇∗XY + 𝜂(𝑌)𝑋          (14) 

From (14) and (11) 

∇̃XN = ∇∗XN + 𝜂(𝑁)𝑋 

         = −ANX + 𝜂(𝑁)𝑋 

         = (−AN + a)X 

where is a = 𝜂(𝑁)𝑋 function on M. 

Now, Gauss and Weingarten formulas for a semi-invariant submanifolds of a Lorentzian 

Kenmotsu manifold with a semi-symmetric non-metric connection is 

∇̃𝑋𝑌 = ∇XY − h(X, Y)          (15) 

and 

∇̃XN = (−AN + a)X + ∇
∗
X
⊥Y          (16) 

for all 𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) 𝑁 ∈ Γ(𝑇𝑀⊥) h second fundamental form of M and AN is the Weingarten 

endomorphism associated with N. The second fundamental form h and the shape operator A 

related by 

𝑔(ℎ(𝑋, 𝑌), 𝑁) = 𝑔(AN𝑋, 𝑌).          (17) 

The projection morphisms of TM to D and 𝐷⊥ are denoted by P and Q respectively. For any 

𝑋, 𝑌 ∈ Γ(𝑇𝑀) and 𝑁 ∈ Γ(𝑇𝑀⊥) we have 
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𝑋 = 𝑃𝑋 + 𝑄𝑋 + ∑ 𝜂𝑖(𝑋)𝜉𝑖
𝑠
𝑖=1          (18) 

and 

𝜑𝑉 = 𝑡𝑉 + 𝑛𝑉           (19) 

where tV (resp. nV) denotes the tangential (resp. normal) component of 𝜑𝑁. 

Theorem 3.5. The connection induced on semi-invariant submanifolds of a Lorentzian 

Kenmotsu manifold with semi-symmetric metric connection is also a semi-symmetric metric 

connection. 

4. GEOMETRY OF DISTRIBUTIONS  

Definition 4.1 The invariant (resp.anti-inavariant) distribution  on D  (resp. D⊥) is said to be 

parallel  with respect to the connection ∇ on M  if ∇XY ∈ D (resp.  ∇ZW ∈ D⊥) for all X, Y ∈

D (resp.  Z,W ∈ Γ(D⊥)). 

Theorem 4.2 Let M  be a semi invariant submanifold of a Lorentzian Kenmotsu manifold M̅ 

with semi-symmetric metric connection.  Then, the horizontal distribution D is parallel if and 

only if 

ℎ(𝑋, 𝜑𝑌) = ℎ(𝜑𝑋, 𝑌) = 𝜑ℎ(𝑋, 𝑌) 

for all X, Y ∈ D. 

Proof. Since every parallel is involutive then the first equality follows immediately. Now since 

D  is parallel, for all 𝑋, 𝑌 ∈ 𝐷 ,we have 

∇XφY ∈ 𝐷. 

After some calculations, we get 

𝑡ℎ(𝑋, 𝑌) = 0. 

Then D is parallel if and only if ℎ(𝑋, 𝜑𝑌) = 𝑛ℎ(𝑋, 𝑌). 

On the other hand 

𝜑ℎ(𝑋, 𝑌) = 𝑡ℎ(𝑋, 𝑌) + 𝑛ℎ(𝑋, 𝑌). 

Then we have 𝜑ℎ(𝑋, 𝑌) = 𝑛ℎ(𝑋, 𝑌), which completes the proof.  

Theorem 4.3 Let M  be a semi invariant submanifold of a Lorentzian Kenmotsu manifold M̅ 

with semi-symmetric metric connection.  Then, the distribution 𝐷⊥ is parallel if and only if 

−𝐴𝜑𝑊𝑍 = 𝑔(𝑍,𝑊)𝜉 + 𝑡ℎ(𝑍,𝑊) 

 for all 𝑍,𝑊 ∈ 𝐷⊥. 

Proof.  For all 𝑍,𝑊 ∈ 𝐷⊥ we get, 

−𝐴𝜑𝑊𝑍 − 𝜑𝑃∇ZW = 𝑔(𝑍,𝑊)𝜉 + 𝑡ℎ(𝑍,𝑊) 

Then, we have,  

∇Z𝑊 ∈ 𝐷⊥  ⇔ 𝑃∇Z𝑊 = 0, 
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which gives our assertion. 

Definition 4.4 A semi invariant submanifold is said to be mixed totaly geodesic 0),( YXh , 

for any )(DX  and DZ . 

Lemma 5 Let M  be a semi invariant submanifold of a Lorentzian Kenmotsu manifold M  

with semi-symmetric metric connection. Then M  is mixed totaly geodesic if and only if 

𝐴𝑉𝑋 ∈ 𝐷, ∀𝑋 ∈ 𝐷, 𝑉 ∈ Γ(𝑇𝑀⊥) 

and 

𝐴𝑉𝑌 ∈ 𝐷
⊥,      ∀𝑌 ∈ 𝐷⊥, 𝑉 ∈ Γ(𝑇𝑀⊥). 

Proof. For all 𝑋 ∈ 𝐷, 𝑉 ∈ Γ(𝑇𝑀⊥)  and 𝑌 ∈ 𝐷⊥ we have 

𝑔(𝐴𝑉𝑋, 𝑌) = 𝑔(ℎ(𝑋, 𝑌), 𝑉).          (20) 

Let M be mixed totally geodesic. Then we get 

𝑔(ℎ(𝑋, 𝑌), 𝑉)=0. 

On the other hand, using (20) we arrive 

𝑔(𝐴𝑉𝑋, 𝑌) = 0 ⇔ 𝐴𝑉𝑋 ∈ 𝐷. 

Hence, for all ∀𝑋 ∈ 𝐷, 𝑉 ∈ Γ(𝑇𝑀⊥), we obtain 

𝑔(ℎ(𝑋, 𝑌), 𝑉) = 0 ⇔ ℎ(𝑋, 𝑌) = 0 ⇔ 𝐴𝑉𝑋 ∈ 𝐷.  

In a similar way is deduced relation second equation.  
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