Istanbul Univ. Fen Fak. Mat Der. §9 (2000), 59-88

UBER VERALLGEMEINERTE
LUCKENREIHEN *

Halidun Giirses

ON GENERALIZED LACUNARY POWER SERIES

Abstract

In this paper Theorem 2 in [17] and the Theorem in [20] are gene-
ralized by taking a generalized lacunary power series with algebraic
coefficients instead of the lacunary power series with rational coef-
ficients in Theorem 2 and a generalized lacunary power series with
algebraic coefficients instead of a generalized lacunary power series
with rational coefficients in [20].

In der vorliegenden Arbeit sind Satz 2 in [17] und Satz in [20] dadurch
verallgemeinert, daf§ die in Satz 2 auftretende Liickenreihe mit rationalen
Koeffizienten durch eine verallgemeinerte Liickenreihe mit algebraischen
Koeffizienten und die in [20] auftretende verallgemeinerte Liickenreihe mit
rationalen Koeffizienten durch eine verallgemeinerte Liickenreihe mit al-
gebraischen Koeffizienten ersetzt wird. Um die verallgemeinerten Sétze zu
beweisen, werden wir die folgenden Hilfssétze und den Satz von Baker be-
nutzen. Auflerdem verweisen wir fiir nicht eigens erwéhnte Begriffe auf die
Literatur (etwa [5], [15], [17], [20]) und fiir Klasseneinteilung von komplexen
Zahlen auf [7], [10] und [16].

Hilfssatz 1 (ICEN) Es scien aj 3 =1,...,k (k > 1) aus einem be-
stimmten algebraischen Zahlkérper vom Grad g entnommen und die Hohen
derselben mit H(aj) bezeichnet. Es sei ferner n eine weitere algebraische
Zahl, die von «j (j =1,...,k) durch die Relation

F(n,ag,...,of) =0

*Diese Arbeit ist eine Ubersetzung einer Doktorarbeit, der am 12.07.1999 vom wis-
senschaftlichen Institut der Universitit Istanbul akzeptiert wurde. Sie wurde von Frau-
Prof.Dr. Bedriye M. Zeren betreut, die sie mit stetigem Interesse und durch viele
Ratschlige unterstiitzt hat, Dafiir danke ich ihr herzlich.
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abhingt, wobei F(y,z1,...,zx) ein Polynom mit ganzen rationalen Kocffi-
zienten in seinen sdmtlichen Argumenten bedeutet. Es seien auflerdem der
Grad von F(y,z1,...,%,) nach y mindestens 1. Dann ist der Grad von
n < dg, und es gilt fir die Hohe H(n) von 0 folgende Abschitzung:

H(n) < 32dg+(€1+...+€k)gHgH(a1)819 o H(ak)ékg_

Dabei bedeutet d den Grad von F(y,z1,...,%5) nach y, £; den Grad des-
selben nach z; (j =1,...,k) und H das Mazimum der Absolutbetrige der

Koeffizienten von F(y,z1,...,%k)-
Beweis : (Siehe [6]).

Hilfssatz 2 FEs scien oy, ag 2wei voneinander verschiedene algebraische
und zueinander konjugierte Zahlen, H ihre Héhe und n ihr Grad. Dann
gilt .
jon = @] > (4n)~ B2 (n + 1) H}CnmDP,

Beweis : (Siehe [4]).

Hilfssatz 3 Es seien v, § zwei nicht zueinander konjugierte algebraische
Zahlen mit den jeweiligen Graden ni, ny und den jeweiligen Héhen H(sy),
H(5). Dann gilt

=42 1

TS el T + DH)] (0 + DHE)™

Beweis : (Siehe [4]).

Hilfssatz 4 Ist P(z) = apz™ + a12™ ' +... + ap, ein Polynom mit ganzen

algebraischen Koeffizienten und oW .. o™ seine Wurzeln, so ist jedes
Produkt

aga™) .. o) (k> 1)
ganz algebraisch, wobei vy,...,vy k verschiedene aus den Zahlen 1,...,n
sind.

Beweis : (Siehe [5]).

Hilfssatz 5 Ist o eine algebraische Zahl und K ein o enthaltender Zahi-

kérper, so gilt
sk(@) < (s(a))™™,

wobei n den Grad von a, m den Grad von K bedeutet.
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Beweis : (Siehe [20]).
Folgerung : Hy (o) < (2H (o)™
Beweis : (Siehe [20]).

Hilfssatz 6 Seien Pi(z),...,P(z) beliebige Polynome und
P(z) = H P,(z). Mit H(P,) sei die Hohe und 1, der Grad von P,(z)

fiir p = 1 2 ,k bezeichnet. Dann gilt zwischen den Héohen H(P,) (p =
1L,2,... ,k) und der Hohe H(P) von P(z) die Ungleichung
k k
[[HF) <20+ VEF)  (n=Yn,)
p=1 -

Beweis : (Siehe [20]).

Folgerung :Ist Pi(z)|P(z), dann gilt
H(P,) < 29P(8P + 1)H(P)

wobel 8P den Grad von P nach z bezeichnet ist.

Beweis : (Siehe [20]).

Hilfssatz 7 Seien o; (j =1,...,k) Zahlen aus einem festen algebraischen
Kérper K vom Grad m mit den jeweiligen Groflen si(aj) (7 =1,...,k).
Es sei ferner n eine weitere algebraische Zahl, die mit o (j = 1,...,k)
durch eine Relation ‘
_ flo, e yo)
glog,...,ak)
verbunden sein maége, wobet f(z1,...,z%) und g(z1,...,zK) Polynome mit
ganzen rationalen Koeffizienten in z1,. ..,z bedeuten. Dann ist der Grad

von 11 < m, und es gilt fir die Kérperhohe Hy(n) von n folgende Abschiit-
zung:

k
Hy(n 1'[ (I +1)) mHmHsK o)
Dabei  bedeutet I; das Mammum der Grade von f(z1,...,7) und

g(z1,...,zx) nach z; (j =1,...,k), H das Mazimum der Absolutbetrige
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der Koeffizienten von f(zy,...,%) und g(z1,...,2k).

Beweis : (Siche [20]).

Hilfssatz 8 Es seien a und B (a # ) zwet algebraische Zahlen aus einem
festen Zahlkérper K vom Grade g ([K : Q | = g) und mit den jeweiligen
Korperhéhen Hg(a) und Hi(B). Dann gibt es eine nur von g abhingige
Zahl 7(g), so daf die folgende Ungleichung gilt

1
(9)Hr()Hi (B)

=Bl 2
.
Beweis : (Siehe [20]).

Satz (Baker) FEs sei{ eine reelle oder komplexze Zahl und x > 2. Es seien
ferner aq,as, ... eine Folge von verschiedenen Zahlen aus einem algebra-
ischen Zahlkérper K mit Korperhohen Hyg(oq), Hx(a3), . . . derart, daf gilt

I€—a| < (Hre(ew))™ (4)
und

H .
lim sup ___*___log K (it1)

< +o00. )
ivoo  log Hi(oy) (i)

Dann ist £ entweder eine S- oder eine T-Zahl.

Beweis : (Siehe [1]).
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Satz 1 Wir betrachten die verallgemeinerte Liickenreihe

F(z) = ichzh = i Py (2)
h=0 k=0

mat
Th41

Pi(z2) = Z ez (k=0,1,2,...),

h=sy,
0=85<rm<s<rg<s2<r3<...,
wobei ¢y, (h = 0,1,...) algebraische Zahlen aus einem festen Zahlkérper

QW) = Qleg,ci,...) sind, so daff ¢, = 0 @m Falle 1, < h < sy, aber
¢, 70, ¢cs, #0 fiirn =1,2,.... Bezeichnen wir den Konvergenzradius

[e o]
von Y, H{cp)z™ mit R.
n=0

Ferner seien folgende Bedingungen erfillt:

R >0,
log H s .
lim sup og—(cn) < 400, lim == = +o0o, limsup (rp41—8,) < +00.
n—00 n n—00 r, n—00

Es sei a eine algebraische Zahl, die den folgende Bedingungen geniigt:

0<|a| <R,

K=Q@,a), [K:Q=m,
deoh + OPy(a) =m, Pyla)#£0.
Dann ist F(a) € Up,.
Beweis: 1°) Da ¢, € A ist, gilt len] < 2H (cn). Also konvergiert F(z) fiir
z=amit0 < |a| < R.

2°) F(«) := & 148t sich in der Form

f = TNy + Pry,

schreiben, wobei
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Nrn = Cs@° +...+cna™ +...+ Cspq @t o (1)

— 8 Tn41
prn — csnan+"'+c7‘n+1an+ +

ist. Aus (1) folgt also

Nrp — C5oQ°° — . —cp @t — =g, — L~ =0,
Setzt man
Py, Ty Tsgy oy Tpysee s Trp) =Y — 2050 — oo — 22, — .. — 3" "2y,
so gilt

P(y)l"zso’ et ’$Tl" v ’$Tn) E Z[y,m)$80’ cer ’$T]’ < ’$Tn]’ H(P) = 1
und |
PN,y @y Csgyee vy CryyrvesCspyyeesCrn) = 0.
Mit Beriicksichtigung von Hilfssatz 1 erhédlt man also die Ungleichungen
0y, < m und
H(ny,) < (3" H ()" H(cso) ... Hlcry) ... H(Cs,y) - Hler,) )™

Da limsup k)g—i{—(—cﬁl < +o0 ist, gibt es eine reelle Zahl B > 1 mit H(c,) <
n—oo

B" fiir alle n € N. Daraus ergibt sich

{35T"H(Q)T"Bs° .BT ... BSn-1., ., BT"}m

H(nrn) S
< {357'71H(a)"‘nBSO‘l‘u-‘l‘T'l+--~+Sn—l+---+7'n }m.

Da limsup (rp4+1 — sp) < oo ist, gibt es eine natiirliche Zahl 8 > 2,
o

n—
so daB fiir alle i € {0,1,2,...} riy1 — 8, +1 < 0 gilt . Also wird daher
8; + ...+ 7rip1 < Orip1. Damit erhilt man

H(777‘n) < {35T"H(a)T"Be(T1+"'+T")}m. (2)
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Da lim =L = 400 ist, ist auch hm -n_ = +00. Deswegen gibt es eine
n-—oo T'n—-1 —00 Tn—~1

natiirliche Zahl k1, so daf} fiir alle n > ki gilt —ﬂ— > 2. Also ist Z r; <
Jj=k

2r, (n > k1) und daher

RO+ Amn) o BO(rit ATy 1 42mn) (3)

Nach (3) folgt aus (2)
H(n,,) < {35™H (o)™ BOC1ttrhy —142m)yre,

Setzt man 3™ H ()™ B0t 47k -142m) — 5 (£ > 1), so hat man

H(ne,) <t5" (n> k). 4)

3°) Wir wollen nun |£ — n,.| = |pr,| nach oben abschétzen.

Nach der Cauchyschen Ungleichung gilt fir ¢ =0,1,...

M
ICiIS;; O<fol<p<R, M= ﬁa);IF( z)|).

Daraus ergibt sich

€=l < lesal(aD*™ + .- Lo [Tal)™* + ey (o) +
. M
< 2Ll S a)
—_ (—_a_)rn+l—5n E)S'H-l“sn
= Mgapyn 1y Qe (el
pn pn+1 n P"“"l Sn
—\ Sn
< ()
>~ P _Jwa_—l
p
1
Setzt man M_—T = tl(tl > 0) , Tf_l_ — t2 (t2 > 1) und lggg;‘
(8% .
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ts (t3 > 0), so wird
t1 tl tl

|€ - nTn| -—<— Zg;;- = sn log to = (trn)_ﬂ.ta (5)

(tz)n) Tn 10g tg

Da fiir n > k; die Ungleichung H(7,,) < tg" gilt, erhilt man aus (5)

t
1€ =] < W, (n > k). (6)

Offenbar ist lim sup -—”’-t3 = 4o00.
n—roo

4°) Nun betrachten wir wieder 7,,, die durch (1) gegeben ist. Im Falle
m = 1 ist der Grad von 7, fiir jedes n gleich m. Im Falle m > 1 sind alle
Kérperkonjugierten von 7, in bezug auf den Kérper Q(+, ) nach einer be-
stimmten Stelle ab voneinander verschieden. Damit ist auch in diesem Falle
nach einem bestimmten n ab der Grad von 7, gleich m. Fiir m = 1 ist die
Behauptung klar. Um die Behauptung im Falle n > 1 zu beweisen, bestiti-
gen wir zuerst die folgenden Aussagen: Fiir ein festes Paar (z,5) (1 # j)
gilt :

a) Von einer bestimmten Stelle ab folgt aus 'r,r(z) # 7)(] ) die Ungleichheit

('b) £ 777(;) '

n+1 n+1
b) Zu jeder beliebig gewdhlten natiirlichen Zahl N gibt es eine natiirli-

che Zahl k’ > N, so dafl mindestens eine der Ungleichheiten nﬁzk), # 77,({? und

"77“kl+1 ?é 777 +1 gllt

Beweis von a): Aus den Gleichheiten

M = 1t + b @D)m 4 el (@)

0 =09 4 (@) 4 4 D) (aD)ran

erhilt man
SO e e Til 69 (@) - ) (o))
k=sn
und daher
9, — )1 2 ) — )| - kzl & (@) - (a0
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Der Grad von n}n sei v. Da v <m und 77&) # nﬁf;) ist, folgt aus Hilfssatz 2

(J’)|

) — (40)" D2 {(w + D H (ny, )}~ ® V2

2
> (4m)~ D (m+ DH ()} D2,
Daraus folgert man mit Hilfe von H(7,,) < t3* (n > k1)
I3 . t4 t4
) — | > T 2 T (n> k),
! " H(T]rn)2_21' tZ 2 17‘71
wobei (4771)_(7”_2)__/_2(m—l—l)‘(2m“1)/2 = t4 gesetzt wurde. Da fiir jedesy € 4
die Ungleichung |y| < 2H («) gilt, bekommt man dann

16D (@)t — D (0] = 1D (@) — ¢ (@)t 4 I (@)t — ) (@)
@) (ef? = o) + e (@) — (D))
< 4fa)el
< 8(lal)'H(a).
Da nach der Cauchyschen Ungleichung fiir £ = 0,1,...

!

M o .
|H (ct)| < o (lel <p< R, M'=g1[i7;|ZH(Ci)ZZ|)
7 =0

gilt, erhdlt man

- , . sM’
|C£ )(a(z))t . cgj)(a(J))t,l < 7
()
lal
und folglich
Tn41 . R . . ! '
> [ (@)f — ()] < L

)"
o]

%)_ e
B v (37}

IA
co
S
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Also ist
sSM!

lnrn-i-l T]T"'Hl - to 2_ Tn - 1 L.T[ i Snt
p laf

Da lim #& = foo ist, gibt es ein ky € N, so daf fiir alle n > ko > £y

n—oo 'n

sM’ 171

; — <
ey
P o

gilt. Damit ist der Beweis von a) beendet.

Beweis von b): Sei N € N gegeben. Nach den Voraussetzungen des Satzes

kénnen wir ein ¥’ € N wihlen, so da§ &/ > N und 0Py () = m ist. Wire
@ _ ) (1) ©))

fiir dieses k' sowohl 0y, = 7 als auch +1 = My, 8liltig, so wiirde aus
den Gleichheiten

oD = D+ P
W), = 19+ PP ()

P(z)( ) = P,g,j)(a) erhalten. Das ist aber ein Widerspruch zu 8Py () = m.
Damit ist auch b) bewiesen.
Wir werden nun beweisen, wenn die natiirliche Zahl k3 > ks so gewahlt

wird, daBl 8P, (o) = m gilt, ist dann fiir jedes & > k3 On,, = m. Nach b)

gilt mmdestens eine del Unglelchhelten 77() # nﬁk) und 77&)3 g F 77711 41

Ist 77“3 75 77” , SO 1st 77” g 77“3+1 nach a) . Ist aber 77() = n,ki, S0 ist

wieder 77u i 7 77?& +1 hach b). Also gilt immer 77Tk3+1 # 777’L3+1 Da k3 vom
Paar (z j) unabhanglg gewdhlt wird, gilt fiir beliebiges Paar (z,7) (1 # 7)
auch nrks a7 77rk 41~ Also ist der Grad von 7y, ,, gleich m. Mit a) erhilt
man dann dn,, = m fiir jedes k > k3.

Es gibt unendlich viele voneinander verschiedene Glieder in der Folge {n;, }:

Nach Voraussetzung des Satzes gibt es unendlich viele n, so daff P, (@) =
m und P, () # 0 ist. Daher existiert eine Teilfolge {n;} der natiirlichen
Zahlen mit n; <ng <...<nk <..,sodaB firj=12,... 0P, (a) =m
und P, () # 0 gilt. Gébe es in der Folge {7, } nur endlich viele voneinan-
der verschiedene Glieder, hitte dann die Folge {lnrnj 1 |} eine positive
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untere Schranke. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dafl

0< |77Tnj+1 "nrnj| = 'Pnj(a)l ,  lim 'Pnj(a)l =0

j—ooo

gilt. Also gibt es eine Teilfolge {77rmj} (m1 > ks3) von {n,,}, so daBl ihre
Glieder voneinander und von £ verschieden sind und 877ij = m fiir jedes

4 gilt. Damit folgert man aus (6)

131
0< ,f_nrmjl < ———ift;
H(nrmj) i
Da t3 positiv und lim i R ist, ist auch lim :ﬂit;; = 4-00. Also ist
Jj—o0 Ty J—ro0 "My
m
Ee U U, dh
i=1
pr€) < m. (7)

5°) Wir werden nun zeigen, dafl p*(£) > m ist.

1) Da nach der Definition von p*(¢) die Ungleichung p*(€) > 1 immer
richtig ist, gibt es im Falle m = 1 nichts zu zeigen.

2) Sei nun m > 1 und g eine algebraische Zahl, deren Grad kleiner
als m, und deren Héhe H () grofer als spiter zu erklirender Wert ist. Wir
betrachten nun die Ungleichung

E=B81 = |, —B) + €=l 2 1 = Bl = 1€ =70, |. (8)

Da H(ny,) <ty (n > k1) und 0n,, =m (n > k3) ist, erhilt man dann fiir
n > k3 durch Anwendung von Hilfssatz 3 die Ungleichung

ts

—— s =2"m T (m e+ )T (9)
H(pymg™

'777‘11 - /3' 2

3

Nach (5) und (9) bekommen wir aus (8)

t t
|§ N ﬁl Z H(ﬁ)m;’(m—l)Tn - téS]'-sn (77; > ka). (10)
0
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Nun bestimmen wir [, so da8 die Ungleichung
i< H) <1l

gilt. Die Eindeutigkeit von [ ist klar. Wir unterscheiden nun zwei Fille,
je nachdem H(fB) zum ersten oder zweiten der folgenden Teilintervallen
gehort:

. i
1)t < H(B) <tg,

3L
2) t8 < H(B) < #.
Dabei ist A > 1 eine spéter zu erklirende natiirliche Zahl.

Im Falle 1): Setzt man in (10) n = [ ein und beriicksichtigt die Doppelun-
gleichung 1), folgt dann fiir [ > k3
ts 11
£=P1 > T T EpE

Wird die Zahl X so gewihlt, daB sie der Ungleichung A > 22=1 geniigt, gilt

3
dann

131 1 43
HES ~ 2HE™

wobei Hi eine passend grofl gewdhlte positive Zahl ist. Also gilt

ts/2

1§ -8l > (R T (H(B) > Hy).

Im Falle 2): Setzt man in (10) diesmal n = [ 4 1 ein, so erhdlt man unter
Benutzung von 2) in (10)

s 2]
|£—-,B| > Tif1 Sit1 °
(05 KR T R - ()
Da lim f—F:-l—ooundOzsoSh <851 <19 <89 < g < ... Ist, ist auch

n—oo ™n
lim -2 = 4c0. :\lso gibt es ein kg4 > k3, so daB fiir [ > ky -S’fli > p gilt.

n—oo Sn—1
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Dabei ist p eine spéter zu erklérende positive Zahl. Da auch rj; 1 —s;+1 < 6
gilt, existiert ein ks € N, so daB fiir [ > ks > k4 die Ungleichung T_l;lti <2
gilt. Also findet man daher fiir [ > ks

t t
l£-81 > H(ﬂ)m+52)\(m—1) - H(ﬂ)ﬂts'

Es sei p so gewéhlt, daf§ die Ungleichung

m+2X(m —1)
> —_—
t3

gilt. Also ist

t t5/2
HEW = HE™mT

fiir H(B) > Hj und folglich

-0l > FreEe () > )

Dabei ist Hy eine passend grof8 gewéhlte positive Zahl. Ist also H(B) >
max{t,'s, Hy, Hy}, dann gilt

tg
€-81 > H(B)m+2\(m-1)?

wobei tg = t5/2 gesetzt wurde. Somit erhalten wir endlich

wH (&) 2 m. R

Aus (7) und (11) folgt also p*(€§) = m, d.h. € € U}, = U,,.
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Satz 2 Wir betrachten die verallgemeinerte Liickenreihe
o0 oo
Flz) = Y ez =) Pi(2) (12)
h=0 k=0 ’

mit
Th+41

Py(z) = Z a2t (k=0,1,2,...),

h=sy,
O0=s0<m<s1<reg<sa<r3<...,

wobei ¢y, (b = 0,1,...) algebraische Zahlen aus einem festen Zahlkorper
Q (9" :=Q (co,c1,...) mit [Q (9): Q] = c sind, so daff c;, = 0 im Falle
rn < h < sp, aber ¢, # 0, cs, # 0 fiir n = 1,2,.... Bezeichne a;, den
Nenner der algebraischen Zahl cp, Ap das kleinste gemeinsame Vielfache

oo
von ao,...,a, und R den Konvergenzradius von Y. |cp|z". Ferner seien
h=0
folgende Bedingungen erfillt:
R >0, (13)
log A |
lim sup BN A< +o0 (A >0), (14)
n—00 n . )
. . S'I‘L . Sn . Tn
liminf —:=6>1, limsup— < 400, limsup < oo, (15)
n—oo 1, n—oo Tp n—o0 Sp—1

Es sei a eine algebraische Zahl, die den folgenden Bedingungen gentigt:
0<lal <R, . (16)

nur fir endlich viele h ist Py(a) =0, (17)

149 ist ganz algebraisch.
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file:///Ch/z

m <log (71:5>+ + /\> < —glogl%} —log sk (w), (18)

‘ ‘ +
wo K :=Q (9,a), m:=[Q (¥9,0) : Q] und (—}1?) :=max(l, %) ist. Unter
diesen Voraussetzungen ist F(a) € SUT. Wenn man alle Vomussetzungen

bis auf hm sup—ﬂ < oo beibehdlt, diese aber durch lim sup = = +o0 er-
n—ooo ™

setzt, so ist F(a) € U U;.

i=1
Beweis : 1°) R’ bezeichne den Konvergenzradius von F(z). Dann ist R <
R und R < 4o00:

o1 R R .
Da K limsup {/Jex]’ limsup ﬁ und |ch’| - Ich'l tir alle h gilt, ist

n-—oo n—+oo

R < R'. Ferner ist limsup {/[cs| > limsup "/ler,| und ay,cr, =y, fiir
n—oQ n—roo

n = 1,2,... ganz algebraisch. Also léiﬁt sich ¢, = ’—7{—& firn = 1,2,...

schreiben. Daher erhilt man |c;, | 2o firn=1,2,.... Also gilt

lim sup v Cro| > (19)
hgr_l&gf rg/ar

—>00

Andererseits erhilt man aus (14)
Ay, < N (20)

fiir X > X\ und geniigend grosse n. Da a,, < A, ist, ergibt sich hieraus

P N :

hnrr_l)gf va,, <e. (21)
Da ) beliebig nahe an A gewahlt werden kann, folgt hieraus

P A

hnrr_l){)réf /ar, < e (22)
Dann erhilt man aus (19) und (22) limsup /¢, | > e, d.h.

n—o0
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R< e < 4. (23)

2°) Wir wihlen nun drei reelle Zahlen r, 61, A1, so dafl folgende Unglei-
chungen gelten:

el <r <R, (24)
1<6; <8, (25)
AL > A, (26)
1INt 04 T
log { = —log — — .
m (og (r) + )\1> <3 log ol log s (c) ' (27)

Diese Wahl ist moglich, da die beiden Seiten von (18) in bezug auf R, 6
und M stetig sind. Da hnr{l+ i£f %: = 0 > 1 ist, existiert ein N3 € N, so daf§

fir n > N;

gilt.
3°) F(a) := B 148t sich in der Form

B=Pn+pn (28)

schreiben, wo
n—1 Tn
Bn= Pila) =) cpa® (29)
k=0 h=0
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und

on= S Ple)= 3 o (30)
k=n

h=sp

ist. Wenn man die beiden Seiten von (29) mit A, multipliziert, erhslt man
dann

Tn
Arnﬂn == Z Arnchah. (31)
h=0

Da A, c, € Q (9) ganz algebraisch ist, 1a8t sich

/-(h é- é—
D ]1) 9+, 6"119“" (h=350y...,7n) (32)
schreiben, wobei &8, ...,¢" , und D = |A%(1,9,...,9°1)|(> 0) ganz ratio-
nal sind. Multipliziert man die beiden Seiten von (31) mit D, so folgt mit
(32)

A,«n Cp =

c—1 ry

DA B =35 ePorah (33)
1t=0 h=0
und daher
c—1 rp
Z0 hzo fl(th)ﬁﬂo‘h
_ #=0h=
an - DArn . (34)
Setzt man
c—1 1n
f(:l)l,wz) = Z Z fl(llh)ibﬁta?g, (35)
p=0 k=0
g(mlam2) = DATna (36)

s0 ist f(x1,%2) € Z(z1, 2], 9(z1,22) € Z[z1,22] und
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10,0 (37)

Da a,9 € K und [K : Q ] = m ist, erhdlt man mit Anwendung von
Hilfssatz 7

Hy (Bn) < 2™(c— 1)™(rp + D)™H™sg(9) Lo g (a)™. (38)

Nun wollen wir H = max(H (f), H(g)) nach oben abschitzen.

Aus 35 und 36 folgt H(f) = max [fl(,,h)l und H(g) = DA, . Deswegen werden
o

wir zuerst [E;(Lh)l nach oben abschédtzen. Setzt man

DAr,cp(d) = 4, (39)

so erhilt man aus (32)

5=+ My e®pet, (40)

Wenn man zu den Konjugierten von ¥ {ibergeht, bekommt man das lineare
Gleichungssystem von {éh), e ,52”_"1

60 = g ol el (=1, 0. (1)

Dies ist aber ein Cramersches Gleichungssystem mit der Losung

c A . ,
PP oo @
J:

wobei A und alle A,; von n und h unabhéingig sind. Aus (39) erhélt man
nun ’

[6] < DA, ]l (43)
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Beriicksichtigt man (42) und (43), folgt dann

lﬁlgh)[ < ClArnl—C—hT (N = 0,1,'--,0— 1),

wo C eine nur von ¥ abhéngige positive Konstante ist. Also gilt

rp T
H = max(D Ay, &) < CAr, midxfeal,

(44)

(45)

wobei C' = max(D, C}) gesetzt wurde. Da |a| < r < R gilt, konvergiert die
(o, —_—
Reihe Y |ep|r?. Daraus folgt die Beschrinkheit der Folge {|cp[r?}. Wenn

h=0
M eine obere Schranke dieser Folge ist, gilt dann

Folglich wird

: . 4+
w<onar [(2)]

erhalten. Aus (38) und (47) folgt dann

1 + Tpn\ ™M
Hy(6,) <2™(c—1)™(r, + 1)™ {C’A,nnM+ [(—) J } SK(ﬁ)C_lsK(a)T".

r
Setzt man
B, : = 2(c—1)(rp +1)CA, M*sg(9),
gilt dann
1 +n
Hy () < BJ: [(-;) } sxe(a)™
BEs ist

(46)

(48)
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_ +
lim sup og By, < hms log(2(c — 1)CM sk (9))
n—00 Tn n—00 Tn
1
+hms og(rn + 1) + hm sup —=
n—00 n n—oo Tp
und daher
lim sup log Br, < hmsup == = )\
n—o0 Tn n—o00 Tp

Deshalb gibt es ein Ny € N, so daf fiir alle n > Ny > N;

log B
0BT oy
Tn
oder anders gesagt
B,, < el

gilt. Unter Benutzung von (50) erhélt man aus (48) fiir n > N,

Hy(By) < eMALTn [<1>+}mrnSK(a)rn

r

und folglich

Hg(Bn) < e{m[k’g(%)++/\1] +10gsK(a)},.n.

Mit Hilfe von (27) folgt dann aus der letzten Ungleichung fiir n > Ny

Hy(n) < {708 1)

und daher
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4°) Wir wollen jetzt Hg (5,) nach unten abschitzen.
Nach den Voraussetzungen des Satzes gibt es ein N3 € N, so da8 fiir alle
n > N3 > Ny Bp — fBn—1 = Py(a) # 0 ist. Also gilt fiir alle n > N3

1B — Bu-1l = |Pa(@) < Y lenlle)

h=8p-1
oo Sy —
M, M (o]
< — < — (= ]
< 2 et < (5 3)
=8n—1 T
Falls wir
M
- J%l = Cy(r,a) = Cy (54)
setzen, so ist Co > 0, und (63) wird zu
o Sn—1
62— bail s Co (12 (55)

Andererseits folgt aus £, — fp—1 # 0 fiir n > N3 laut Hilfssatz 8

1
THK(IBn)HK(IBn——l) .

Dabei ist 7 eine nur von m abhéngige positive Konstante. Wenn wir nun
(55) und (56) verbinden, erhalten wir

(56)

|:3n - ﬂn—l' >

1 M Sn—1
THE (Bn) Hi (Br-1) <Co < r ) (57)

fiir n > N3. Wird die Ungleichung (52) fiir n — 1 > N3 > N, geschrieben
und diese in (57) eingesetzt, so erhilt man

01

Hi(Bn) > G (m)_ (n > Ny), (58)
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wobei Cy = F}ﬁ‘ > 0 gesetzt wurde. Dan —1 > N3 > N ist, gilt 5,1 >
017,—1. Deshalb folgt aus (58)

Sn—1

Hg(Br) > Co <L) T (> Ny, (59)

|

was die gesuchte untere Abschitzung fiir Hg(8y) bildet.

5°) Wir zeigen nun, daf} von einer bestimmten Stelle ab die Folge { Hx (8,) }
streng monoton wachsend ist. Es sei 65 so gewéhlt, dafl gilt

1<b <6 <0 (60)

Da liminf £ := ¢ > 1 ist, existiert ein V4 € N, so da8 fiir allen > N4y > N3

n—oo

Sp, ’
" S 6 1
% (61)

gilt. Aus (59) und (61) folgt nun

)

r\27"
HK(ﬁn—l—l) > CQ (l—a—l) (n > N4). (62)
Andererseits gilt auch nach (52)
YUy
T\
A < () (> M) (63)

Da ]%{ > 1, 85 > 61 und r,, — oo fiir n — oo sind, gibt es ein N5 € N, so
daf fiir alle n > N5 > Ny die rechte Seite von (62) gréfier als die rechte
Seite von (63) ist. Also gilt

Hg (Bny1) > Hi(Bn) (n > Ns), (64)

was zu zeigen war. Somit bekommen wir, daf} alle £, fiir n > Nj voneinan-
der verschieden sind.
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6°) Wir wollen jetzt |8 — fBn| = |pn| nach oben abschétzen. Aus (30) und
(46) erhalten wir

M M o]\
18— Bnl = lpal < ’Z; T—hlalh < "1__1—%1* <7> (n=12,...)
und mit (54)
C
B=Bal S 5 (R=1,2,...) (65)
(1)
und folglich aus (65) und (52)
C
1B — Bal < L (n> M) (66)
Hy (Bn) 0%

Wenn man (60) und (61) mitberiicksichtigt, so wird (66) zu

Co
1B = Bl < A (BX (n > Ns), (67)
wobei x = 2-3—? gesetzt wurde. Aus 8 > 0 folgt x > 2. Also gilt (67)
fiir unendlich viele voneinander verschiedene algebraische Zahlen 3, € K.
Wenn wir in der Folgerung von Hilfssatz 6 als P(z) das Kérperpolynom
von f3, in bezug auf K und als P;(z) das Minimalpolynom von £, nehmen,
erhalten wir dann

H(Br) < C3(m)Hk (Bn), (68)

wobei C3(m) = 2™(m+1) gesetzt wurde. Aus (67) und (68) bekommt man
mit Cy = CoC¥

Cy
1B —Bnl < HB,)X (n > Ns).

Da nach der Folgerung von Hilfssatz 5 H(f,) > %[HK(,B,L)]?:T und nach (59)
. . . . . _ . I .
nlgr(}o Hr(Bn) = +oo gilt, ist nll)rgo H(B,) = +oo. Deshalb gibt es zu x' mit

2 < x' < x so ein Ng € N, daf fiir alle n > Ng > N5 die Ungleichuny
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|8~ Bnl < (69)

1
H(Bn)x
gilt. Da die in (69) aufgetauchten S, alle voneinander verschieden sind,
widerspricht (69) dem Roth-LeVequeschen Satz im Falle der Algebraizitit
von . Also ist § transzendent.

7°) f € SUT: Um die Behauptung zu zeigen, wenden wir den Satz von Baker
(S. 4) auf 8 und S, an. Da die Folge {Hg (0r)} nach (64) fiir n > Ny streng
monoton wachsend ist, sind alle 8, fiir n > Ny voneinander verschieden.

Nun bilden wir das Verhéltnis %{Il{d%ﬁe Wegen (59) und (63) fiir n + 1

statt n erhdlt man

log He (But1) (% tog &) o
log Hg (Bn) - iog Oz + 3 [log (]%f)} Sn-1 >

oder mit einigen Verénderungen

log Hy (Bpt1) Tyl 1
=i UL T2 —7 (n > Ng), 70
g Fx(B) ~ ona1s - 7N (70)

wobei C' = 21%16—;3 gesetzt. wurde. Das auf der rechten Seite von (70) ste-

hende Verhéltnis % 148t sich so schreiben:

Tn+1 7'n+1 Sn Tn (71)
Sp—1 Sn Tn Spn— 1
woraus folgt
lim sup Intl PO, (72j
n—oo Sp-—-1
wo lim sup = = 0 und hm sup—ﬂ—- ¢ gesetzt wurde. Da nh_)rrolo 5 =0
ist, folgt aus (70) und (72)
. log Hi (Bny1) _ 61047
h == < . 73
R Tog B (Br) © 2 (73)
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Da 6 gleich am Anfang beliebig nahe an 6 gewahlt werden darf, erhalten
wir aus (73)

log Hy (Pn+1) 0042
h O8Ik Pntl) ,
noeo log Hg(Bn) = 2

woraus laut dem oben genannten Satz von A. Baker angewandet auf
und die Folge {B,} mit n > Ny folgt, dal 8 € S U T ist. Damit ist die
Behauptung des Satzes fiir den Fall

. Sn
limsup— < H4o0
n—oo T'p

bewiesen.

Nun betrachten wir den zweiten Teil des Satzes betreffend den Fall

lim sup 2~ too. (74)

n—oo T'n

Aus der Folge {%;':} wiahlen wir eine Teilfolge {;’i} mit

np

was laut (74) moglich ist. Aus (66) erhilt man

18— gl < — (> Ny), (75)

Hy(Bny,) ™

weil N5 > Ny ist. Da Hg(B,) — +oo ist, gilt auch Hg(Bn,) — +oo.
Andererseits ist nach der Folgerung von Hilfssatz 5 und Hilfssatz 6

1 1

§H1((5nk)m < H(Bp,) <2™(m + 1)Hg (Bn,)- (76)

Da Hg(Bn) — oo fiir k — +oo ist, so wird H(B,,) — +o0o nach der
linken Halfte von (76). Wegen Hy(fBn,) — +oo gibt es ein N7 € N, so daf§
fiir alle ng > Ny > Ny gilt
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Hie(Bay) > 2™(m + 1), (77)
Aus (77) und der rechten Hélfte von (76) folgt fiir ng > Ny

H(Bn,) < (Hk(Bny))*. (78)
Wegen (78) folgt aus (75)

B = Br| < ————F=p (& > No), (79)

wobei hm H(,Bnk) +o00 und hm 7& +o00 ist. Wir kénnen so eine Teil-

folge {ﬁnk } von {f,, } auswahlen daﬁ die Folge {H(ﬁnk )} streng monoton
wachsend ist. Aus (79) folgert man nun

Co
l:B —,Bnkjl < —_“‘I‘W (nkj > N7),
o
H(fny,) "
Sny,
wobei H(f,, ) streng monoton wachsend und lim ﬁ_' = +o0 ist. Also
J ] o) n
ist i
m
pe UJU.
i=1

Einige Beispiele zu Satz 1:

In folgenden fiinf Beispiele seien {s,} und {r,} zwei Folgen von ganzen
rationalen Zahlen mit den Eigenschaften

lim 2% = + limsup(rp41 — ) < 400
m 00, msu
P\Tn+1 Sn )

O=50<r <s51<ra<s9<r3<....

(Z.B. s =0, s, = (n —I—ko)!,(’n =12,.. .), Tpil = Sp + ko, (n =0,1,2,.. .),
ko € Z+).
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(e8]
1. Ist F(2) = ¥ cpz" die verallgemeinerten Liickenreihe, deren Koeffi-
h=0
zienten durch

¢, =0, falls r, <h<s, (n=12,...),
cp=1, falls s, <h<r,y1 (n=0,1,2,...)

erklart werden, so ist F () € U, fiir jedes § € Q mit 0 < |§] < 1.

2. Eine Verallgemeinerung von Beispiel 1: Sei o # 0 eine algebraische

o0
Zahl vom Grad m. Ist F(z) = 5. cx2" die verallgemeinerten Liicken-
/e
reihe, deren Koeffizienten durc’h
cp, =0, falls r, <h<s, (n=12,...),
chn=a, falls s, <h<r,1 (n=0,1,2,...)

erklirt werden, so ist F' (§) € Up, fiir jedes § € Q mit 0 < I%I < 1.

o
3. Ist F(z) = Y cpz" die verallgemeinerten Liickenreihe, deren Koeffi-
h=0
zienten durch

¢, =0, falls r, <h<s, (n=12...),
cep=1, falls s, <h<rpy1 (n=0,1,2,...)

erklirt werden, so ist F(a) € Uy, fiir eine algebraische Zahl o € R
vom Grad m mit 0 <W< 1 (etwa fir @ = "\l/gmit 0 <p<
q, p und q sind Primzahlen).

[}
4. Ist F(2) = 5. ¢p2" die verallgemeinerten Liickenreihe, deren Koeffi-
h=0
zienten durch
¢, =0, falls r, <h<s, (n=12...),
cn=+v?2, falls s, <h<rpy (n=0,1,2,..)

erklirt werden, so ist F (3@) € Uy.

o
5. Ist F(z) = 3 cp2™ die verallgemeinerten Liickenreihe, deren Koeffi-
h=0 '
zienten durch
[c,=0, falls r,<h<s, (n=1,2,...),
i cp =1, falls s, <h<rpy; (n=0,1,2,...)
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erklirt werden, so ist F' (@) e Uy,

Einige Beispiele zu Satz 2:

1. £ =0,12345678910111213... € SUT . (Siehe [21]).

2. Sind {v,} eine Teilfolge der natiirlichen Zahlen und r,s,a,¢,d,, € Z
mitr#0,8>0,(ns)=1,a2>2,¢22,0<]|dy,| <D", D >0,

dann ist
n SuT, , falls li -
n= i _d”nry —cvn alls lﬂsgp(yn+l Vn) < 400,
n=0 sn U1, , falls hmsup(yn_H — Vn) = 4-00.
n—00

(Siehe [21]).
3. Ist F'(z) die Porter-Reihe
f: [2(1 — 2)]*"
n=0 4" ,
2. 4n—1

so ist F(1/b) € SUT fiir b > 2 und F((—1)/b) € SUT fiir b > 7.
(Siehe [21]).
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