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ÜBER V E R A L L G E M E I N E R T E 
LÜCKENREIHEN * 

H a l i d u n Gürses 

O N G E N E R A L I Z E D L A C U N A R Y P O W E R S E R I E S 

Abstract 
In this paper Theorem 2 in [17] and the Theorem in [20] are gene­

ralized by taking a generalized lacunary power series with algebraic 
coefficients instead of the lacunary power series with rational coef­
ficients in Theorem 2 and a generalized lacunary power series with 
algebraic coefficients instead of a generalized lacunary power series 
with rational coefficients in [20]. 

I n der vorliegenden Arbe i t sind Satz 2 i n [17] u n d Satz i n [20] dadurch 
verallgemeinert, daß die i n Satz 2 auftretende Lückenreihe m i t rationalen 
Koeffizienten durch eine verallgemeinerte Lückenreihe m i t algebraischen 
Koeffizienten und die i n [20] auftretende verallgemeinerte Lückenreihe m i t 
rationalen Koeffizienten durch eine verallgemeinerte Lückenreihe m i t a l ­
gebraischen Koeffizienten ersetzt w i r d . U m die verallgemeinerten Sätze zu 
beweisen, werden wir die folgenden Hilfssätze und den Satz von Baker be­
nutzen. Außerdem verweisen wir für nicht eigens erwähnte Begriffe auf die 
L i te ra tur (etwa [5], [15], [17], [20]) u n d für Klasseneinteilung von komplexen 
Zahlen auf [7], [10] u n d [16]. 

Hil fssatz 1 ( I Ç E N ) Es seien ctj j = l,...,k; (k > 1) aus einem be­
stimmten algebraischen Zahlkörper vom Grad g entnommen und die Höhen 
derselben mit H(ctj) bezeichnet. Es sei ferner 77 eine weitere algebraische 
Zahl, die von ctj (j = 1 , . . . , k) durch die Relation 

• F ( i 7 , a i , . . . , a f c ) = 0 

'Diese Arbeit ist eine Ubersetzung einer Doktorarbeit, der am 12.07.1999 vom wis­
senschaftlichen Inst i tut der Universität Istanbul akzeptiert wurde. Sie wurde von Frau • 
Prof.Dr. Bedriye M . Zeren betreut, die sie mit stetigem Interesse und durch viele 
Ratschläge unterstützt hat. Dafür danke ich ihr herzlich. 
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abhängt, wobei F(y,xi,... ,Xk) ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffi­
zienten in seinen sämtlichen Argumenten bedeutet. Es seien außerdem der 
Grad von F(y, x\,... , Xk) nach y mindestens 1. Dann ist der Grad von 
•q < dg, und es gilt für die Höhe H(rf) von r\ folgende Abschätzung: 

H(r¡) < 3 2 d 9 + ^ + - + e ^ 9 H 9 H ( a i ) e i 9 ... H{ak)ik9. 

Dabei bedeutet d den Grad von F(y,xi,... ,Xk) nach y, £j den Grad des­
selben nach xj (j = 1 , . . . , k) und H das Maximum der Absolutbeträge der 
Koeffizienten von F(y,x\,... , X k ) . 

B e w e i s : (Siehe [6]). 

Hil fssatz 2 Es seien a\, « 2 -zwei voneinander verschiedene algebraische 
und zueinander konjugierte Zahlen, H ihre Höhe und n ihr Grad. Dann 
gilt 

\ai - a2\ > ( 4 n ) - > ~ 2 ) / 2 { ( n + ^H}^2^/2. 

B e w e i s : (Siehe [4]). 
Hil f ssatz 3 Es seien 7, 5 zwei nicht zueinander konjugierte algebraische 
Zahlen mit den jeweiligen Graden n\, n<i und den jeweiligen Höhen H(*f), 
H(ö). Dann gilt 

' 7 ~ á ' - 2 m a x ( « i . » 2 ) - 1 [ ( m + l)H(j)]n*[(n2 + l ) # ( ¿ ) ] n i ' 

B e w e i s : (Siehe [4]). 

Hil f ssatz 4 Ist P(x) = aoxn + aixn~l + ... + an ein Polynom mit ganzen 
algebraischen Koeffizienten und a^,...,a^ seine Wurzeln, so ist jedes 
Produkt 

a 0 a ^ . . . a ^ (k > 1) 

ganz algebraisch, wobei vi,...,Uk k verschiedene aus den Zahlen l , . . . , n 
sind. 

B e w e i s : (Siehe [5]). 

Hil fssatz 5 Ist a eine algebraische Zahl und K ein a enthaltender Zahl­
körper, so gilt 

sK{a) < (s(a))m'n, 

wobei n den Grad von a, m den Grad von K bedeutet. 
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B e w e i s : (Siehe [20]). 

F o l g e r u n g : HK(a) < {2H(a))m . 

B e w e i s : (Siehe [20]). 

H i l f s s a t z 6 Seien Pi(%), • • •, Pk(x) beliebige Polynome und 
k 

P{x) — I I Ppix)- Mit H(PP) sei die Höhe und rjpder Grad von Pp(x) 

für p = 1,2,.... ,k bezeichnet. Dann gilt zwischen den Höhen H{Pp) (p = 
1,2 , . . . , k) und der Höhe H(P) von P(x) die Ungleichung 

k k 

f [ H{Pp) < 2 " (n + l)H(P) (n = £ r j p ) . 
p=l p=l 

B e w e i s : (Siehe [20]). 

F o l g e r u n g :Ist P\(x)\P(x), dann gi l t 

H{PX) < 29p{dP + l)H(P) 

wobei dP den Grad von P nach x bezeichnet ist. 

B e w e i s : (Siehe [20]). 

Hil f ssatz 7 Seien ocj (j = 1 , . . . , k) Zahlen aus einem festen algebraischen 
Körper K vom Grad m mit den jeweiligen Größen SK(ctj) (j = 1, • • •, k). 
Es sei ferner rj eine weitere algebraische Zahl, die mit a j (j = l,...,k) 
durch eine Relation 

g(ai,...,ak) 

verbunden sein möge, wobei f(xi,..., x^) und g{x\,... , Xk) Polynome mit 
ganzen rationalen Koeffizienten in x\,..., xk bedeuten. Dann ist der Grad 
von r\ < m, und es gilt für die Körperhöhe Hpciv) v°n V folgende Abschät­
zung: 

k k 

hK(V) < 2 - ( n ^ + i ) ) m H m n sK(*i)h-
j=l 3=1 

Dabei bedeutet lj das Maximum der Grade von f ( x i , . . . , X k ) und 
g(x\,... ,Xk) nach xj (j = 1 , . . . ,k), H das Maximum der Absolutbeträge 
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der Koeffizienten von f{x\,..., Xk) und g(x\,..., x/.). 

B e w e i s : (Siehe [20]). 

Hil f ssatz 8 Es seien a und ß (a ^ ß) zwei algebraische Zahlen aus einem 
festen Zahlkörper K vom Grade g ([K : Q ] = g) und mit den jeweiligen 
Körperhöhen H K ( O ) und Hx(ß). Dann gibt es eine nur von g abhängige 
Zahl r(g), so daß die folgende Ungleichung gilt 

B e w e i s : (Siehe [20]). 

S a t z ( B a k e r ) Es sei £ eine reelle oder komplexe Zahl und x > 2. Es seien 
ferner « 1 , 0 : 2 , . . . eine Folge von verschiedenen Zahlen aus einem algebra­
ischen Zahlkörper K mit Körperhöhen HK(&I), HK(Ö!2), •. • derart, daß gilt 

<*-ß\> 
1 

r(g)HK(a)HK(ß)-

\(-ai\ < (HK(ai))-x 

und 

l i m sup 
log HK(ai+i) 

log HK(ai) 
< + 0 0 . 

Dann ist £ entweder eine S- oder eine T-Zahl. 

B e w e i s : (Siehe [1]). 
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S a t z 1 Wir betrachten die verallgemeinerte Lückenreihe 

oo oo 
F{z) = Yichzh = Y,Pk{z) 

h=0 k=0 

mit 
rk+i 

Pk(z)= °hzh (* = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 
h=sk 

0 = sQ <n < si <r2 < S2 <r3 < .. •, 

wobei Ch {h = 0 ,1 , . . . ) algebraische Zahlen aus einem festen Zahlkörper 
Q(i9) : = Q ( c o , c i , . . . ) sind, so daß c/i = 0 im Falle rn < h < sn, aber 
c r „ 0) Csn 7̂  0 für n = 1 ,2 , . . . . Bezeichnen wir den Konvergenzradius 

oo 
von H(cn)zn mit R. 

71 = 0 
Ferner seien folgende Bedingungen erfüllt: 

R>0, 

,. log H(cn) sn l i m s u p < +oo, l i m — = +oo, l imsup [rn+\ — sn) < +oo. 
n->oo n n->oo rn n->oo 

Es sei a eine algebraische Zahl, die den folgende Bedingungen genügt: 

0 < |ö| < R, 

K:=Q(<d,a), [K:Q]=m, 

B^h : dPh(a)=m, Ph(a) ^ 0. 

Dann ist F(a) £ Um. 

B e w e i s : 1°) Da cn £ A ist , g i l t |cn| < 2H(cn). Also konvergiert F(z) für 
z = a. m i t 0 < \a\ < R. 

2°) F(a) : = £ läßt sich i n der Form 

£ = Vrn + Prn 

schreiben, wobei 
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r)Tn = cSoas° + ... + criari + . . . + c ^ a * » - 1 + ... + crnar-, (1) 

Prn = c S n a i ' l + . . . + c 7 . n + 1 a r " + 1 +••• 

ist. Aus (1) folgt also 

Vrn ~ cSoaSo - ... - crian - ... - c , , . ^ ' " - 1 - . . . - cTnarn = 0. 

Setzt m a n 

Pill '1' O" T f \ ^T! I I T-̂ O O" I " ' ' ! T* n*TTi ij. 

r \y, J / , xSo) • • • > j t i , • • • i * r » ; — £/ ^ ^so • • • x -kri • • • •*> ^rn > 

so gi l t 

a;, a ; S o , . . . , xTl ,..., xTn) £ ^[y, xSo,..., xri,..., xrn], H[P) = 1 

u n d 
•P(Vrny a> csoi • • •.) c n ' • • • ' csn-i' • ' ' > c»"n) = ^' 

M i t Berücksichtigung von Hilfssatz 1 erhält man also die Ungleichungen 
dr)rn < m u n d 

# f o r „ ) < {32r"+3H(a)^H(cS0)...H(cri)...H(cSn_1)...H(crn)r. 

Da l i m s u p l o g ^ ( c " ^ < +oo ist, gibt es eine reelle Zahl B > 1 m i t H{cn) < 
n—>oo 

Bn für alle n £ N . Daraus ergibt sich 

H{r]rn) < {35rnH(a)rnBS0 •••Bn •••Bs«-1 •••BTn}m 

< {35rnH(a)Vn ^ s o+" .+i , i+. . .+än- i + . . .+r„|m 

Da l i m s u p (rn+i — s n ) < + ° ° ist, gibt es eine natürliche Zahl 8 > 2, 

so daß für alle i G { 0 , 1 , 2 , . . . } r$+i — Sj + 1 < 6 g i l t . Also w i r d daher 
Sj + . . . + r j + i < Ori+i. D a m i t erhält man 

H(Vrn) < { S 5 r n H ( a ) r n B 9 ( - r i + - + r ^ } m . (2) 
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D a l i m = + 0 0 ist , ist auch l i m -r°- = + 0 0 . Deswegen gibt es eine n~>oo r n ~ i n->oo • n-1 n 
natürliche Zahl fei, so daß für alle n > fei g i l t > 2. Also ist ^ r j < 

" j=ki 

2rn (n > fei) u n d daher 

_gö(ri+...+r-„) ^ £0(n+.. .+r f c l _ 1 +2r > l ) i (3) 

Nach (3) folgt aus (2) 

Setzt man 3 5 m # ( a ) m # 0 ( r i + ' " + r f c i - 1 + 2 m ) = t0 ( t 0 > 1 ) , so hat man 

# ( 7 ? r J < C ( n > Ä i ) . (4) 

3°) W i r wollen n u n |£ — rjrn \ — \pTn\ nach oben abschätzen. 

Nach der Cauchyschen Ungleichung gi l t für % = 0 , 1 , . . . 

M • • 
\<H\ < — (0 < \a\ < p < R, M = max \F(z)\). 

Daraus ergibt sich 

K -VrJ < \CsJ(\a\r + • • • + |Cr n + 1|(|«|)^ + 1 + \Csn+l\(HYn+1 + ••• 
M M • M 

< — (\a\)s» + ... + -^-(\a\)r»+i + — - ( | a | ) S n + 1 . . . 

pbn 

(\a\Yn+l-Sn ( | a | ) s " + 1 ~ s " 
1 + . . . + ^ - ^ + SLJ1 + 

< J - U M = , . 

Setzt man M = ti{tx > 0) , = t 2 ( t 2 > 1) u n d jjjffä. = 
2 l a l l a l 
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h (*3 > 0), so w i r d 

i i _ I < i L — ¿1 _ ¿1 

h ( i ' 0 " ) ? ^ T o i ^ ( V ) r n 

D a für n> k\ die Ungleichung H(r)rn) < i 0
n g i l t , erhält man aus (5) 

¿1 (n > ki). 

(5) 

(6) 

Offenbar ist l i m s u p £ ^ 3 = + 0 0 . 
rwoo r " 

4°) N u n betrachten wir wieder r]rn, die durch (1) gegeben ist. I m Falle 
m = 1 ist der Grad von r\Tn für jedes n gleich m . I m Falle m > 1 sind alle 
Körper konjugierten von ?7ril i n bezug auf den Körper Q(# , a) nach einer be­
s t immten Stelle ab voneinander verschieden. D a m i t ist auch i n diesem Falle 
nach einem bestimmten n ab der Grad von r\Tn gleich m. Für m = 1 ist die 
Behauptung klar. U m die Behauptung i m Falle m > 1 zu beweisen, bestäti­
gen w i r zuerst die folgenden Aussagen: Für ein festes Paar (i / j) 
g i l t : 

a) Von einer bestimmten Stelle ab folgt aus rjr} ^ rj^J die Ungleichheit 

b) Zu jeder beliebig gewählten natürlichen Zahl TV gibt es eine natürli­
che Zahl k' > N, so daß mindestens eine der Ungleichheiten 7 7 ^ } ^ r^y und 

* güt. 

Beweis von a): Aus den Gleichheiten 

( i ) 

erhält man 
rn+i 

u n d daher 
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Der Grad von r\rn sei v. Da v < m und 7 7 ^ ^ Tj^J ist , folgt aus Hilfssatz 2 

> ( 4 m ) - ( m - 2 ) / 2 { ( m + l ^ f / r j } ^ 2 ™ - 1 ) / 2 . 

Daraus folgert man m i t Hilfe von H(rjrn) < ig " (n > k\) 

wobei ( 4 m ) _ ( m _ 2 ^ 2 ( m + l ) _ ^ 2 m " _ 1 ^ 2 = ¿4 gesetzt wurde. Da für jedes j e A 
die Ungleichung I 7 I < 2H(j) g i l t , bekommt man dann 

< 4 ( H ) i | C i | 

< B(\a\)*H(ct). 

Da nach der Cauchyschen Ungleichung für t = 0 , 1 , . . . 

M' 0 0 

|#(c t )| < — (\a\ <p<R,M' = max| £ # ( C i K | ) 

g i l t , erhält m a n 

p \ 

\ \a\ 
u n d folglich 

'n+l 
E k V ^ - i V ^ 8 M ' 8 M ' 

\Ci\ 
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Also ist 

h W -rf» \ > U % M 

riTn+l lrn+i I — / 2 

D a l i m ^ = + 0 0 ist , gibt es ein k2 G N , so daß für alle n > k2 > k\ 

8M' 

P ) \ N 

g i l t . Damit ist der Beweis von a) beendet. 

Beweis von b) : Sei N G N gegeben. Nach den Voraussetzungen des Satzes 
können wir ein k' E N wählen, so daß k' > N und dPki(a) = m ist. Wäre 
für dieses k' sowohl rjry = rjPJ als auch ??ry+ 1 = Vry+1 gültig) s o würde aus 
den Gleichheiten 

P^\a) = pjlP(a) erhalten. Das ist aber ein Widerspruch zu dPk'{a) = rn. 
D a m i t ist auch b) bewiesen. 
W i r werden nun beweisen, wenn die natürliche Zahl k3 > k2 so gewählt 
w i r d , daß dPk3 (ex) = m g i l t , ist dann für jedes k > k3 d-qTk = m. Nach b) 
gi l t mindestens eine der Ungleichheiten 7 7 ^ 7^ 7 7 ^ und ??r^+1 7^ + i -
Ist r$3 ^ 4i3, s o ist »7r?3+i ¥= 4ll+i nach a) . Ist aber 7 7 ^ = 7 7 , ^ , so ist 
wieder 7 7 ^ ,, 7^ V^k +1 nach b ) . Also g i l t immer 77$ + 1 7^ Vn + i - I - ) a ^3 v o m 

Paar (i,j) unabhängig gewählt w i r d , g i l t für beliebiges Paar (itj) (i 7^ j) 

auch i?rlg + 1 7^ Vrks+i- Also ist der Grad von ? 7 r f c 3 + 1 gleich m. M i t a) erhält 
m a n dann dr)rk = m für jedes k > k3. 
Es gibt unendlich viele voneinander verschiedene Glieder i n der Folge {r)rn } : 

Nach Voraussetzung des Satzes gibt es unendlich viele n , so daß dPn(a) = 
m und Pn(a) 7^ 0 ist. Daher existiert eine Teilfolge {n^} der natürlichen 
Zahlen m i t n\ < n2 < ... < nk < • •., so daß für j = 1 , 2 , . , . dPnj (a) = m 
u n d PHj (et) 7^ 0 g i l t . Gäbe es i n der Folge {77,-,,} nur endlich viele voneinan­
der verschiedene Glieder, hätte dann die Folge { | 7 7 r n . + 1 — 77^. |} eine positive 
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untere Schranke. Das ist aber ein Widerspruch dazu, daß 

0 < |»7rn, + 1 - Vr I = \Pnj ( « ) | , .Um \Pnj ( a ) | = 0 

gi l t . Also g ibt es eine Teilfolge {r]rm.} ( m j > £3) von {i?,- n}; so daß ihre 
Glieder voneinander u n d von £ verschieden sind und di]r = m für jedes 
j g i l t . D a m i t folgert m a n aus (6) 

0 < ^ " | < " 

Da ¿3 pos i t iv und l i m ^ L = + 0 0 ist, ist auch l i m - ^ - ¿ 3 = + 0 0 . Also ist 
m 

£ G U uit d.h. 
¿=1 

< m. (7) 

5°) W i r werden nun zeigen, daß > m ist. 

1) D a nach der Def ini t ion von //*(£) die Ungleichung //*(£) > 1 immer 
richtig ist , gibt es i m Falle m = 1 nichts zu zeigen. 

2) Sei nun m > 1 und /3 eine algebraische Zahl, deren Grad kleiner 
als m , u n d deren Höhe H(ß) größer als später zu erklärender Wert ist. W i r 
betrachten nun die Ungleichung 

\t~ß\ = \(Vrn-ß) + (Z-Vrn)\>\Vrn-ß\-\S-Vrn\. (8) 

Da H(r]rn) < ig" (n > ki) und <9?7rn = m (n > ^3) ist, erhält m a n dann für 
n> k3 durch Anwendung von Hilfssatz 3 die Ungleichung 

\Vm~ß\ > , x
 t 5

( m _ 1 ) r , i 5 = 2 1 -™m-™(m + l ) 1 - m . (9) 
H{ß)mt{™ l ) r n 

Nach (5) und (9) bekommen wir aus (8) 

# ( / ? ) m 4 'o 
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N u n bestimmen w i r l, so daß die Ungleichung 

<S' < H{ß) < ts
0< 

gi l t . Die Eindeutigkeit von l ist klar. W i r unterscheiden nun zwei Fälle, 
je nachdem H(ß) zum ersten oder zweiten der folgenden Teilintervallen 
gehört: 

1) tr
0'<H(ß)<$, 

2) t # <H(ß)<t'0>. 

Dabei ist A > 1 eine später zu erklärende natürliche Zahl. 

I m Falle 1): Setzt man i n (10) n = l ein u n d berücksichtigt die Doppelun­
gleichung 1), folgt dann für l > k3 

\t~ß\ > h h 

H(ß)2m~l H(ßY**' 

W i r d die Zahl A so gewählt, daß sie der Ungleichung A > 2 ^ 1 genügt, g i l t 
dann 

A f e X < \ R(ft)2m~l (H(ß) > Hl)> 

wobei Hi eine passend groß gewählte positive Zahl ist. Also g i l t 

\Z~ß\ > J ^ L i (H{ß) > Hi). 

I m Falle 2): Setzt man i n (10) diesmal n — l + 1 ein, so erhält man unter 
Benutzung von 2) i n (10) 

\Z~ß\ > 

Da l i m ^ = +oo und 0 = so < r\ < s% < r2 < s2 < r3 < ... ist, ist auch 
l i m = +oo. Also gibt es ein k\ > k$, so daß für / > k^ > a g i l t . 

71—>O0 sn—l Sl r o 
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Dabei ist \i eine später zu erklärende positive Zahl. Da auch — s\ + 1 < 9 
g i l t , existiert ein fcs G N , so daß für l > ks > k^ die Ungleichung < 2 
g i l t . Also findet man daher für l > k$ 

# ( ß ) m + 2 A ( m - l ) H(ß)^ 

Es sei /x so gewählt, daß die Ungleichung 

m + 2X(m- 1) 
ü — 

gi l t . Also ist 

* i ¿ 5 / 2 
H(ßY^ H(ß)m+2X(m-i) 

für # ( 0 ) > ff2 u n d folglich 

K - 0 1 > H ^ ^ m - i ) (H(ß)>H2). 

Dabei ist H2 eine passend groß gewählte positive Zahl. Ist also H(ß) > 
m a x f i g * 5 , i i i , H2}, dann g i l t 

i e - 0 i > h 
H(ß}m+2\(m-l) ' 

wobei iß = ¿ 5 / 2 gesetzt wurde. Somit erhalten wir endlich 

M * ( 0 > ™ . (11) 

Aus (7) und (11) folgt also = m , d.h. (eU^^Um. 
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Satz 2 Wir betrachten die verallgemeinerte Lückenreihe 

oo oo 
F(z) = Y,ch*h = Y,PkW (12) 

h=0 k=0 

mit 
rk+i 

Pk{z) = ChZh (k = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 
h=sk 

0 = so < n < s\ < r2 < s2 < rs < ..., 

wobei Ch (h = 0 ,1 , . . . ) algebraische Zahlen aus einem festen Zahlkörper 
Q (tft) : = Q (c 0 , c i , . . . ) mit [Q (0) : Q] = c sind, so daß ch = 0 im Falle 
rn < h < sn, aber cTn ^ 0, cSn ^ 0 für n = 1 ,2 , . . . . Bezeichne den 
Nenner der algebraischen Zahl c^, das kleinste gemeinsame Vielfache 

oo 
von aot...,dh und R den Konvergenzradius von Y, \Ch\z . Ferner seien 

h=o 
folgende Bedingungen erfüllt: 

R>0, (13) 

l i m s u p : = A < +oo (A > 0), (14) 
n-s-oo n 

l i m i n f — : = 6 > 1, l i m s u p — < +oo, l i m s u p - ^ — < +oo. (15) 
n->oo rn „^oo rn n-^oo Sn^i 

Es sei a eine algebraische Zahl, die den folgenden Bedingungen genügt: 

0 < \a\ < R, (16) 

nur für endlich viele h ist Ph(ct) = 0, (17) 

ttf ist ganz algebraisch. 
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m 

wo K : = Q ( t f , a ) , m : = [Q ( t f ,a ) : Q ] und ( ^ ) + : = m a x ( l , ^ ) »si. E/hier 
diesen Voraussetzungen ist F(a) G SüT. Wenn man alle Voraussetzungen 
bis auf l i m sup ^ < + 0 0 beibehält, diese aber durch l imsupf 1 1 - = + 0 0 er-

n-»oo T n • n->oo T n 

m 
setzt, so ist F(a) £ [| i / j , 

¿=1 

B e w e i s : 1°) R' bezeichne den Konvergenzradius von F(z), D a n n ist R < 
R' und R < + 0 0 : 

D a R' = 1 , .—., R = 1
 h/= u n d Wh\ < \ch\ für alle h g i l t , ist 

h m s u p y l c / , 1 l i m s u p V l c / i l 

n—>oo n—»oo 

R < R'. Ferner ist l i m s u p y\ch\ > l i m s u p y|c r „| und aTncrn := •qTn für 

n = 1 , 2 , . . . ganz algebraisch. Also läßt sich cTn = 2r&. f u r n = ^ 2 , . . . 

schreiben. Daher erhält man |cyn | > für n = 1, 2, — Also gi l t 

l i m s u p > ., . ! _ _ • (19) 
n->oo v h m i n f r V ö 7 " n-Kx> v " 

Andererseits erhält man aus (14) 

An < e A V n (20) 

für A' > A u n d genügend grosse n . D a a r „ < ATn ist , ergibt sich hieraus 

l i m i n f y ö T " < e A ' . • (21) 

Da A' beliebig nahe an A gewählt werden kann, folgt hieraus 

l i m i n f rnßT < e A. (22) 

Dann erhält m a n aus (19) und (22) l i m s u p ry^|c rJ > e A , d.h 
n—>oo 
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R < ex < + 0 0 . (23) 

2°) W i r wählen n u n drei reelle Zahlen r, 01, A i , so daß folgende Unglei­
chungen gelten: 

H < r < R, (24) 

1 < öi < 9, (25) 

Ai > A, (26) 

m (log (^j + A i j < y log |^ - l o g s ^ ( a ) . (27) 

Diese Wahl ist möglich, da die beiden Seiten von (18) i n bezug auf R, 9 
u n d A stetig sind. D a l i m i n f : = 0 > 1 ist, existiert ein N\ G N , so daß 
für n > N\ 

^ > öi 
rn 

g i l t . 

3°) F(a) : = /3 läßt sich i n der Form 

0 = ßn + Pn (28) 

schreiben, wo 

ßn=J2Pk(a) = Ilch^ (29) 
fc=0 h=0 
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und 

Pn= J2Pk(a)= E °hah (3°) 
k=n h=sn 

ist. Wenn man die beiden Seiten von (29) m i t ATn mul t ip l i z ier t , erhält man 
dann 

rn 

Arnßn = J2Arnchah. (31) 

Da ATnCh G Q ($) ganz algebraisch ist, läßt sich 
Ah) Ah) Ah) 

Arnch = ^ - + ^ + ... + q-^r-1 (h = aQl...,rn) (32) 

schreiben, wobei ^ , . . . u n ^ D = | A 2 ( l , t ? , . . . , i ? c - 1 ) | ( > 0) ganz rat io ­
nal sind. M u l t i p l i z i e r t man die beiden Seiten von (31) m i t D, so folgt m i t 
(32) 

DArJn = J2jttih)^ah (33) 
fi=0 h=0 

und daher 

6 - 1 r n
 t W , 

Setzt m a n 

= ' " " a . • ( 3 4> 

/(si.ss) := E E i f ^ S , (35) 
ii=0 /i=0 

g{xi,x2) := DArn, (36) 

so ist f(xi,X2) G Z f i c x , ^ ] , #(£1,3:2) G Z[xi,x2] u n d 
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Da a, 1? G und [üf : Q ] = m ist, erhält man m i t Anwendung von 
Hilfssatz 7 

HR{ßn) < 2 m ( c - l ) m ( r n + l ) m i i m s i ( : ( ^ ) c _ 1 s / < ( a ) r n . (38) 

N u n wollen wir H = m a x ( i i ( / ) , H(g)) nach oben abschätzen. 

Aus 35 und 36 folgt H(f) = max u n d # ( # ) = D A - „ - Deswegen werden 
h,ß 

wir zuerst nach oben abschätzen. Setzt man 

DAM*) = <*> (39) 

so erhält man aus (32) 

s = + z[h)$ + ... + tlh\r-\ (40) 

Wenn man zu den Konjugierten von ß übergeht, bekommt man das lineare 
Gleichungssystem von $ \ . . . , 

= ä / i ) + # ) ^ i } + . . . + Ä ( ^ r 1 ( j = l , . . . , c ) . (41) 

Dies ist aber ein Cramersches Gleichungssystem m i t der Lösung 

4"} = E ^ { i } (A* = 0 , 1 c - 1 ) , (42) 
3=1 

wobei A u n d alle A w - von n u n d / i unabhängig sind. Aus (39) erhält man 
n u n 

\ö\ < DArn\ch\. (43) 
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Berücksichtigt man (42) u n d (43), folgt dann 

| C i Ä ) l < C i A - „ N (m = 0 , 1 , . . . , C - 1 ) , (44) 

wo C\ eine nur von d abhängige positive Konstante ist. Also gi lt 

H = max(DArn, \$\) < CATn mäx \ch\ 
h,ß ^ h=0 

(45) 

wobei C = max(_D, C\) gesetzt wurde. Da \a\ < r < R g i l t , konvergiert die 
OO 

Reihe £ \ch\r • Daraus folgt die Beschränkheit der Folge {|c/ l|r / l}. Wenn 

M eine obere Schranke dieser Folge ist, g i l t dann 

M 
< * | < - S - (^ = 0 , 1 , . . . ) . (46) 

Folglich w i r d 

H < CArnM+ 

n + 
r 

(47) 

erhalten. Aus (38) und (47) folgt dann 

HK(ßn) < 2m(c - l)m(rn + l)m\cArnM+ 

Setzt man 

Brn : = 2(c - l ) ( r „ + l)CArnM+sK(#), 

gi l t dann 

HK(ßn) < B™ sK(a)rn. (48) 

Es ist 
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\ogBrn ^ .. \og(2(c-l)CM+sK('d)) l i m sup 6 T n < h m sup — ^ '- *±_Jl + 

r w o o Tn n-too Tn 

l o g ( r n + 1) ATn 

+ h m sup 4- h m sup — -

und daher 

l o g ß r „ A n . 
l i m sup < h m sup = A. 

Deshalb gibt es ein A^2 e N , so daß für alle n > N2 > N i 

oder anders gesagt 

Br„ < e A i r " 

g i l t . Unter Benutzung von (50) erhält man aus (48) für n > N2 

HK(ßn) < e m X ^ r 
sK(a)rn 

und folglich 

a j r n [ k > g ( i ) + + A i J +logSK(a)|r„ 
HK{ßn) < e" 

M i t Hilfe von (27) folgt dann aus der letzten Ungleichung für n> N2 

u n d daher 

HK(ßn) < ( o ) 2 " ( " > #2) . 
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4°) W i r wollen j e tz t Hxißn) nach unten abschätzen. 
Nach den Voraussetzungen des Satzes gibt es ein G N , so daß für alle 
n> N3> N2 ß n - ßn-i = Pn{a) ^ 0 ist. Also g i l t für alle n > N3 

\ßn-ßn-l\ = \Pn(<*)\< E MM' 
h=Sn-l 

Falls w i r 

< E p r H - \r) • <53) 

^ r : = C 0 ( r , « ) = C o (54) 

setzen, so ist Co > 0, u n d (53) w i r d zu 

\ßn-ßn-i\<C0l^) . (55) 

Andererseits folgt aus ßn — ßn-i y^O für n > N3 laut Hilfssatz 8 

\ßn-ßn-l\> „ (o }rr i o x • (56) 
THK{ßn)HK{ßn-i) 

Dabei ist r eine nur von m abhängige positive Konstante. Wenn w i r nun 
(55) u n d (56) verbinden, erhalten wir 

rHK{ßn)HK{ßn^) < C° Ü t ) ( 5 7 ) 

für n > N3. W i r d die Ungleichung (52) für n — 1 > N3 > N2 geschrieben 
u n d diese i n (57) eingesetzt, so erhält man 

"1 

( r \sn-i--frn-i 
1 3 j ( n > A T 3 ) , (58) 
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wobei C2 : = > 0 gesetzt wurde. Da n — 1 > N3 > Ni ist, g i l t s n _ i > 
9\rn-\. Deshalb folgt aus (58) 

HK(ßn) > C 2 { ^ ) 2 (n>N3), (59) 

was die gesuchte untere Abschätzung für HK{ßn) bi ldet. 

5°) W i r zeigen nun, daß von einer bestimmten Stelle ab die Folge {Hx(ßn)} 

streng monoton wachsend ist. Es sei 02 so gewählt, daß gi l t 

1 < 0 i < 0 2 < 9. (60) 

Da l i m in f ^ : = 0 > 1 ist, existiert ein N4 G N , so daß für alle n > N4 > N3 

r. 
> 0 2 (61) 

n 

gi l t . Aus (59) und (61) folgt nun 

HK{ßn+l) > C2(^yTn (n>N4). (62) 

Andererseits g i l t auch nach (52) 

HK(ßn) < ( | ^ ) ( n > 7 V 4 ) . (63) 

Da > 1, 0 2 > 0 i und rn - > 0 0 für n —> 00 sind, g ibt es ein N5 G N , so 
daß für alle n > N5 > N4 die rechte Seite von (62) größer als die rechte 
Seite von (63) ist. Also gi l t 

HK(ßn+i) > HK(ßn) (n>Ns), (64) 

was zu zeigen war. Somit bekommen wir , daß alle ß n für n > N$ voneinan­
der verschieden sind. 
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6°) W i r wollen jetzt \ß — ßn\ = \pn\ nach oben abschätzen. Aus (30) und 
(46) erhalten wir 

OO -K/r Tiyf / j I \ SJI 

\ß-ßn\ = k l < E < —M I T ) i n = 1 ' 2 ' - ) 

u n d m i t (54) 

\ß-ßn\<j\^ (n = l , 2 , . . . ) (65) 

u n d folglich aus (65) und (52) 

\ß-ßn\< ^ x i T ( « > A r 2 ) . (66) 
HK(ßn)ai r n 

Wenn man (60) und (61) mitberücksichtigt, so w i r d (66) zu 

\ß-ßn\< „ " , x (n>N5), (67) 

wobei x = 2 f f gesetzt wurde. Aus 0 2 > #1 folgt x > 2. Also g i l t (67) 
für unendlich viele voneinander verschiedene algebraische Zahlen ßn € K. 
Wenn wir i n der Folgerung von Hilfssatz 6 als P(x) das Körperpolynom 
von ßn i n bezug auf K und als P\ (x) das Min imalpo lynom von ßn nehmen, 
erhalten wir dann 

H(ßn) < C3(m)HK(ßn), (68) 

wobei 63(771) = 2 m ( m + l ) gesetzt wurde. Aus (67) und (68) bekommt man 
m i t C 4 = C0C$ 

l ß ~ ß n l < H i ß ^ ( n > i V 5 ) ' 

Da nach der Folgerung von Hilfssatz 5 H(ßn) > ^[Hj((ßn)]m und nach (59) 
l i m Hxißn) — + 0 0 g i l t , ist l i m H(ßn) = + 0 0 . Deshalb gibt es zu y ' m i t 

n—>oo n-Joo 
2 < x ' < X s o e i n -^6 € N , daß für alle n> N6> N5 die Ungleichung 
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V'M<WKF (69) 

gi l t . Da die i n (69) aufgetauchten ßn alle voneinander verschieden sind, 
widerspricht (69) dem Roth-LeVequeschen Satz i m Falle der Algebraizität 
von ß. Also ist ß transzendent. 

7°) ß € SUT: U m die Behauptung zu zeigen, wenden w i r den Satz von Baker 
(S. 4) auf ß und ßn an. D a die Folge {# /< ( / ? „ ) } nach (64) für n > N5 streng 
monoton wachsend ist , sind alle ßn für n > N5 voneinander verschieden. 
N u n bilden wir das Verhältnis Wegen (59) u n d (63) für n + 1 
statt n erhält m a n 

\ogHK(ßn+l) < (% l Q g r ) r n + i 
\ogHK(ßn) i o g c 2 + 1 [ l o g ( ^ ) ] S n _ x 

oder m i t einigen Veränderungen 

logHK{ßn+1) rn+i 1 , N v , ? m 

< 61! — — ^ r - (n > 7V6), (70) 
l o g i i / c ( / 3 n ) s „_ i 1 + T ^ -

ö n — 1 

wobei C" = 2
tp°g_fi gesetzt, wurde. Das auf der rechten Seite von (70) ste­

hende Verhältnis läßt sich so schreiben: 
S N - 1 

rn+l _ rn+l sn rn (71) 
t>n—1 s n r n sn—1 

woraus folgt 

l i m s u p ^ ü = (ßBcf), (72) 
n-foo Sri-1 

wo l i m s u p ^ = 9 u n d l i m s u p - 1 3 - = 6 gesetzt wurde. Da l i m = 0 

ist, folgt aus (70) u n d (72) 

r logHK(ßn+1) e.ef 
h m s u p w n f f i \ < —IT- • (73) 

n->oo l o g i / f i - ^ n ) 2 
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Da 0i gleich am Anfang beliebig nahe an 8 gewählt werden darf, erhalten 
w i r aus (73) 

,. logHK(ßn+1) 0 9 0 2 

hmsup — ——.„ . < — - — , 
n-+ocT \ogHK{ßn) ~ 2 

woraus laut dem oben genannten Satz von A . Baker angewandet auf ß 
und die Folge {ßn} m i t n > Nr folgt, daß ß G S U T ist. D a m i t ist die 
Behauptung des Satzes für den Fall 

l i m s u p — < + 0 0 
n—>oo Vn 

bewiesen. 

N u n betrachten w i r den zweiten Tei l des Satzes betreffend den Fall 

ß 

l i m sup — = +oo. (74) 

Aus der Folge j ^ j wählen wir eine Teilfolge j ^ j m i t 

l i m £«* = + O C ) 

fc—>oo rnk 

was laut (74) möglich ist. Aus (66) erhält man 

\ß~ßnk\< (nk>N5), (75) 
HK(ßnk)ei r"* 

weil iVs > N2 ist. Da H^(ßn) - » +oo ist , g i l t auch HK{ßnk) ~>• +oo. 
Andererseits ist nach der Folgerung von Hilfssatz 5 und Hilfssatz 6 

2 * W n J ™ < H{ßnk) < 2m(m + l)HK(ßnk). (76) 

D a HK(ßn) —>• + ° ° für & ~> + ° ° ist) s o w i r d H(ßnk) +oo nach der 
l inken Hälfte von (76). Wegen Hj({ßnk) —l +oo gibt es ein G N , so daß 
für alle nk > N7 > NQ g i l t 
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HK(ßn„)>2m(m + l). (77) 

Aus (77) u n d der rechten Hälfte von (76) folgt für nk > N7 

H(ßnk)<(HK(ßnk))2. (78) 

Wegen (78) folgt aus (75) 

\ß -ßnk\< ^j-s^ (nk > N7), (79) 
H{ßnk)H rn* 

wobei l i m H(ßn,) = +oo u n d l i m = +oo ist. W i r können so eine Tei l -
fc->oo k fc->oo lnk 

folge {ßnk. } von {ßnk} auswählen, daß die Folge {H(ßnk,)} streng monoton 
wachsend ist. Aus (79) folgert man nun 

\ß~ßnk.\ < (nkj>N7), 

H(ßnkyirnki 

1 nk • wobei H{ßnk.) streng monoton wachsend und l i m - = +oo ist. Also 
3 ^ ^ OO ^ h j 

ist 
m 

ßelJUi. 
¿=1 

E i n i g e Beisp ie le z u S a t z 1: 

I n folgenden fünf Beispiele seien {sn} und {rn} zwei Folgen von ganzen 
rationalen Zahlen m i t den Eigenschaften 

l i m — = +oo, l i m s u p ( r n + i — sn) < +oo , 

0 = so < ri < sx < V2 < S2 < r3 < — 

(z.B. s 0 = 0, sn = (n + fc0)!,(n = 1 ,2 , . . . ) , r n + i = sn + fco, (n = 0 , 1 , 2 , . . . ) , 
fco e Z + ) . 
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1. Ist F(z) = £ Ch,z die verallgemeinerten Lückenreihe, deren Koeffi-
h=o 

zienten durch 

f ch = 0, falls Tu < h < sn (n = 1 ,2 , . . . ) , 
| ch = l, falls sn<h< rn+i (n = 0 , 1 , 2 , . . . ) 

erklärt werden, so ist F ( § ) G U\ für jedes § G Q m i t 0 < |f | < 1. 

2. Eine Verallgemeinerung von Beispiel 1: Sei a / 0 eine algebraische 

Zahl vom Grad m. Ist F{z) = £ ch,z die verallgemeinerten Lücken¬

reihe, deren Koeffizienten durch 

i ch = 0, falls rn <h < sn (n = 1 ,2 , . . . ) , 
| c-fc = Q J , falls sn<h< rn+i (n = 0 ,1 ,2 , . . . ) 

erklärt werden, so ist F (|) £ [ / m für jedes f € Q m i t 0 < |f | < 1. 

oo 
3. Ist ^ ( 2 ; ) = £ c^z die verallgemeinerten Lückenreihe, deren Koeffi-

h=o 
zienten durch 

f ch = 0, falls rn < h < sn (n = 1 ,2 , . . . ) , 
[ ^ = 1, falls sn<h< rn+i (n = 0 , 1 , 2 , . . .) 

erklärt werden, so ist G ?7m für eine algebraische Zahl a G M + 

vom Grad m m i t 0 < \a\ < 1 (etwa für a = m i t 0 < p < 

q, p u n d q sind Primzahlen) , 
oo , 

4. Ist -F(z) = £ die verallgemeinerten Lückenreihe, deren Koeffi-
/i=0 

zienten durch 

f C Ä = 0, falls rn < h < sn (n = 1, 2 , . . . ) , 
{ ch = \/2, falls s n < / i < rn+i (n = 0 ,1 ,2 , . . . ) 

erklärt werden, so ist F (:y%ti) G C/4. 

5. Ist F(z) = £ c/i-2 die verallgemeinerten Lückenreihe, deren Koeffi-
/i=0 

zienten durch 

f c/i = 0, falls rn < h < sn (n-1,2,...), 
\ ch = i, falls sn<h < rn+i (n = 0 ,1 ,2 , . . . ) 
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erklärt werden, so ist F ( ^ ^ p 1 ) G U4. 

E i n i g e B e i s p i e l e z u Satz 2: 

1. £ = 0,12345678910111213 . . . G S U T . (Siehe [21]). 

2. Sind {vn} eine Teilfolge der natürlichen Zahlen u n d r, s, a, c, dUn G Z 
m i t r ^ 0, s > 0, ( r ,s ) = 1, a > 2, c > 2, 0 < |d„J < £>"», D > 0, 
dann ist 

<x> , „„ ( 5 U T , , falls l i m s u p ( f n + i - i / n ) < + o o , 

^ -s1''1 I ^ l ) > f a u s h m s u p ( f n + i - i / n ) = +oo. 

(Siehe [21]). 

3. Ist F(z) die Porter-Reihe 

0 0 i * ( i - * ) r E n=0 1 4" 
n - 1 V2 •4 

so ist ^ ( 1 / 6 ) G 5 U T für b > 2 u n d i ? ( ( - l ) / 6 ) G 5 U T für b > 7. 
(Siehe [21]). 
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