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UBER EINE KLASSE VERALLGEMEINERTER,
LUCKENREIHEN MIT ALGEBRAISCHEN
KOEFFIZIENTEN

Halidun Giirses

ON A CLASS OF GENERALIZED LACUNARY POWER SERIES
WITH ALGEBRAIC COEFFICIENTS

Abstract

In this work some generalized lacunary power series with algebraic
coeflicients are considered and it is shown that under certain conditi-
ons these series take values belonging to the subclass U, in Mahler’s
classification of complex numbers, where m denotes a natural number
depending on the given series and the argument, for some algebraic
values of the argument.

In dieser Arbeit betrachtet man eine gewisse Klasse verallgemeinerter
Liickenreihen mit algebraischen Koeflizienten. Es wird bewiesen, daf ei-
ne solche Liickenreihe fiir gewisse algebraische Argumente Werte aus der
Mahlerschen Unterklasse U, annimmt, wobei m eine natiirliche Zahl ist,
die von der Reihe und vom Argument abhéngt. Das Beweisverfahren fol-
gendes Satzes ist genau so wie das von Satz 1 in [3]. Um den folgenden
Satz zu beweisen, werden wir die folgenden Hilfssétze benutzen. Aufierdem
verweisen wir fiir nicht eigens erwihnte Begriffe auf die Literatur (etwa [5],
[15], [17]) und fiir Klasseneinteilung von komplexen Zahlen auf [7], [10] und
[16].

Hilfssatz 1 (IGEN) Es seien aj j = 1,...,k (k > 1) aus einem be-
stimmten algebraischen Zahlkorper vom Grad g entnommen und die Hohen
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derselben mit H(a;) bezeichnet. Es sei ferner n eine weitere algebraische
Zahl, die von oj (j =1,...,k) durch die Relation

F(n,o1,...,04) =0

abhdngt, wobei F(y,z1,...,zx) ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffi-
zienten in seinen simtlichen Argumenten bedeutet. Es seien auflerdem der
Grad von F(y,z1,...,%,) nach y mindestens 1. Dann ist der Grad von
n < dg, und es gilt fir die Hohe H(n) von n folgende Abschdtzung:

H(n) < 32dg+(€1+.--+€k)gHgH(a1)€1y ) “H(ak)ek!]

Dabei bedeutet d den Grad von F(y,z1,...,z) nach y, £; den Grad des-
selben nach x; (j =1,...,k) und H das Mazimum der Absolutbetrige der

Koeffizienten von F(y, z1,...,Tk).
- Beweis : (Siehe [6])

Hilfssatz 2 Es seien a1, ap zwei voneinander verschiedene algebraische
und zueinander konjugierte Zahlen, H ihre Héhe und n ¢hr Grad. Dann

gilt
jon — o] > (4m) =22 (4 1) E} 2,

Beweis : (Siehe [4])

Hilfssatz 8 Es seien v, § zwet nicht zueinander konjugierte algebraische
Zahlen mit den jeweiligen Graden nq, ny und den jeweiligen Héhen H(vy),
H(8). Dann gilt

=612 - : |
gmax(n1,m2) 1[(77,1 + 1)H(,-y)]n2[(n2 + 1)H(5)]n1

Beweis : (Siehe [4])

Satz 1 Wir betrachten die verallgemeinerte Liickenrethe

o0 [ole]
F(z)= Z chzh = Z Py (2)
h=0 k=0
mit
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Th41
Pi(z) = Z a2t (k=0,1,2,...),
h:sk
O=s59<mM<s51<rg<s9<rg<...,

wobei ¢, (h = 0,1,...) algebraische Zahlen aus einem festen Zahlkérper
Q () = Q (co,c1,...) sind, so daff ¢, = 0 im Falle rp, < h < sp, aber
¢, # 0, cs, # 0 fiirn =1,2,.... Bezeichnen wir den Konvergenzradius

von %o: H(cp)2™ mit R.
n=0

Ferner seien folgende Bedingungen erfillt:

R >0,
. ., 8 ) T
lim supH (c,) < +00, lim == = +o0, lim sup UAR DRSS
n—00 n—00 Tn n~—00 Sn

Es sei o eine algebraische Zahl, die den folgende Bedingungen genfigt:

0<]al <R,

K::Q('ﬁ,a), [KQ]ZTI’L,
dh : OPy(a) =m, Pyla) #0.
Dann ist F(a) € Up,.

Beweis: 1°) Da ¢, € A ist, gilt len] < 2H(cn). Also konvergiert F(z) fiir
z=amit 0 <|a| <R.

2°) F(a) := & 148t sich in der Form

6 = nTn +an

schreiben, wobei

M, = cs(]aso + ...+ Crlarl +...+ Csn_lasn_l +..0+ cTnaT"’ (1)




S 7
Prn = Cg @+ ... tCp a4

ist. Aus (1) folgt also

S0 71 Sp—1 T'n
Mpp = Coo@ 0 — oo —Cpal —. . —Cg @™ — . —cam=0.
Setzt man
— S0 T1 P
Py, 2, Tsgy oy Tpysee oy Tpy) =Y — 085y — ... — 2@y, — ... — 2",
so gilt

P(yamamsm"':mm:--'7$Tn) EZ[yaa::mSo:"'7d3r17"'7$rn]» H(P) =1

und
PN,y 0y Cspy v vy CrynevnyCoy trnnyCpry) =0,

Mit Beriicksichtigung von Hilfssatz 1 erhédlt man also die Ungleichungen
ony, < m und

H(my,) < {3 P H(a)™ H(cs,) ... Hlcry) .. Hles,y) - Hler, )}™

Da hmsup H(cp) < 400 ist, gibt es eine reelle Zahl B > 1 mit H(c,) < B
fiir alle n € N. Daraus ergibt sich

H(ny,) < {3°"H(a)™B™}™

Setzt man 35" H(a)™B™ =ty (ty > 1), so hat man

H(m,) <tg®  (n> k). (2)

3°) Wir wollen nun |¢ — n,,| = |pr,| nach oben abschitzen.

Nach der Cauchyschen Ungleichung gilt fiir ¢ = 0,1, ...

O<|o[<p<R, M= maxIF 2)|).

Iczl < —
p' |z|=p
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Daraus ergibt sich

€= ral S leanl D™ o Loy [ + e )+
M = Sn M Tn+t T~ Sn
< Slel™ 4k Som (o)™ + o (al)
o Mg |y deDmeen (ol
- psn e prn+1—3n psn+1—sn
)"
p el
p
1
Setzt man M————— = ty(t; > 0) , === =t; (, > 1) und D& —
1 la] o] oglo
ts (t3 > 0), so wird
131 (51 131
€= ol € 55 = ——mm = nEn (3)
2 (tz)n)rn log ¢ (tO )Tn

Da fiir n > k; die Ungleichung H(n,,) < ¢* gilt, erhilt man aus (3)

t
€ =nr| < W, (n > k1). (4)

Offenbar ist lim sup #2t3 = +oo0.
n—oo

4°) Nun betrachten wir wieder 7,,, die durch (1) gegeben ist. Im Falle
m = 1 ist der Grad von 7, fiir jedes n gleich m. Im Falle m > 1 sind
alle Kérperkonjugierten von 7, in bezug auf den Kérper Q (9, @) nach
einer bestimmten Stelle ab voneinander verschieden. Damit ist auch in die-
sem Falle nach einem bestimmten n ab der Grad von 7, gleich m. Fiir
m = 1 ist die Behauptung klar. Um die Behauptung im Falle m > 1 zu
beweisen, bestitigen wir zuerst die folgenden Aussagen: Fiir ein festes Paar
(4,) (i #7) gilt: , ,

a) Von einer bestimmten Stelle ab folgt aus 17,(3 # nﬁfz) die Ungleichheit
777(‘1)+1 # 777(‘1)4-1-

b) Zu jeder beliebig gewihlten natiirlichen Zahl N gibt es eine natiir-
liche Zahl k' > N, so dafl mindestens eine der Ungleichheiten 'r],(i), # nﬁ{?
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und 777(2), n 777(%?“ gilt.
Beweis von a): Aus den Gleichheiten
Mo = i)+l (@) 4 4l ()

09, =D 4 Dy 4 4 ), (@)

erhilt man
10,0 =1, =~ = 52 [ - (a0
k=sn
und daher
D, =09 | > |t —nfd)| — Zl e (@) — ) ()],
k=sn

Der Grad von 7, sei v. Da v < m und n(z) # 77%) ist, folgt aus Hilfssatz 2

a2 (@) DR+ )H(y, )} DN
> (4m) DI+ ) H (g, )},

Daraus folgert man mit Hilfe von H(7,,) < ty* (n > k1)

i — )] > — f

wobei (llcrrl,)_(m"Q)_/f(m-}-1)"(2’”‘1)/2 = t4 gesetzt wurde. Da fiir jedesy € A
die Ungleichung |y| < 2H () gilt, bekommt man dann

|&m%thWM%:1#%@fc@w%wdme—ﬁmMﬂ
(@) (ef? = i) + P (o)t = (@)
< 4(jo)Ted
< 8(a)'H(c).
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Da nach der Cauchyschen Ungleichung fiir £ =0, 1,...

!

M — > ;
|H(ct)| < — (ol <p< R, M =max|>_ H(c;)7'|)

pt |z|=p i=0
gilt, erhilt man
; N, (i 8M’
e (o) ~ o) < -5
(o]
und folglich
s 8M' 8M’ |

5 oy - et < B

&
|

IA
00
<

Also ist
14 8M'

|777(~i)+1 - 771(2,)+1l 2 Bm—1, " — 5n
ty® " 1-— lof 2
p o

Da, nll}n(}o & = +o0 ist, gibt es ein ky € N, so daf fir alle n > ko > &y

sM’ i4

— - -
PRCAY A to
P o

gilt. Damit ist der Beweis von a) beendet.

Beweis von b): Sei N € N gegeben. Nach den Voraussetzungen des Satzes
kénnen wir ein k' € N wihlen, so da &' > N und 0Py (o) = m ist. Wire

95



fiir dieses k' sowohl 77,(1), = nf{_? als auch 775?, = nﬁi? L, 8iiltig, so wiirde aus
den Gleichheiten

W = PP
D, = n)+P

P,g,i)( ) = P;EJ )(a) erhalten. Das ist aber ein Widerspruch zu 0Py () = m.
Damit ist auch b) bewiesen.

Wir werden nun beweisen, wenn die natiirliche Zahl k3 > kg so gewdhlt
wird, dafl 9P, () = m gilt, ist dann fiir jedes k > lcg 877” =m. Nach b)

gilt mindestens eine de1 Unglelchhelten n,k # 7) , und 77TL3 o 7 77, ks e

Ist 778)3 79 ngi, so ist 77m3+1 # 7]“3+1 nach a) . Ist abe1 77(1) = n,(kl, S0 ist
wieder n, k 1 F k) +1 hach b). Also gilt immer 7), k a7 777(]&27, +1- Da k3 vom
Paar (z ]) unabhanglg gewdhlt wird, gilt fiir beheblges Paar (4,7) (¢ # )
auch nrk m F 77” +1- Also ist der Grad von 7, ,, gleich m. Mit a) erhilt
man dann oy, = m fiir jedes k > k3.

Es gibt unendlich viele voneinander verschiedene Glieder in der Folge {7, }:

Nach Voraussetzung des Satzes gibt es unendlich viele n, so dafl 9P, (a) =
m und P, (a) # 0 ist. Daher existiert eine Teilfolge {n)} der natiirlichen
Zahlen mit 7y <ng <...<np <..,sodaf fiir j =1,2,... P, (a) =m
und Py, (a) # 0 gilt. Gébe es in der Folge {7;, } nur endlich viele voneinan-
der verschiedene Glieder, hitte dann die Folge { |77rn 1 T, |} eime positive
untere Schranke, Das ist aber ein Widerspruch dazu dafl

0 <Vt = e | = 1Pny (@), T [P ()] = 0

gilt. Also gibt es eine Teilfolge {nrm } (m1 > k3) von {n,,}, so daf} ihre
Glieder voneinander und von ¢ verschieden sind und 8nr = m fiir jedes

4 gilt. Damit folgert man aus (4)

2]
0 <[€ =N, | < _———_rii—t;
H(Thm ) "
Da t3 positiv und lim 7—L 400 ist, ist auch lim —Ltg +00. Also ist
j—o0 'y j—roo Tmj
£ € U U;, d.h.
=1
prg) < om. (5)
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5°) Wir werden nun zeigen, dafl p*(€) > m ist.

1) Da nach der Definition von p*(¢) die Ungleichung p*(¢) > 1 immer
richtig ist, gibt es im Falle m = 1 nichts zu zeigen.

2) Sei nun m > 1 und S eine algebraische Zahl, deren Grad kleiner
als m, und deren Héhe H(f) grofler als spiter zu erkliarender Wert ist. Wir
betrachten nun die Ungleichung

€ =Bl = |, = B) + € =)l 2 |00 — Bl =€ = nral. (6)

Da H(ny,) <tg" (n > k1) und dn,, =m (n > ks) ist, erhdlt man dann fiir
n > k3 durch Anwendung von Hilfssatz 3 die Ungleichung
is

=2 M )T (1)
H(pymig"

l"?rn -8Bl >

Nach (3) und (7) bekommen wir aus (6)

ts 2!
H(pymag™ ™

€ - Bl (n > ks). (8)

Nun bestimmen wir I, so daf§ die Ungleichung
to < H(B) <ty

gilt. Die Eindeutigkeit von [ ist klar. Wir unterscheiden nun zwei Fille,
je nachdem H(f) zum ersten oder zweiten der folgenden Teilintervallen
gehort:

T “}L
1)t < H(B) < tg,

5L
2) i < H(B) < 1.
Dabei ist A > 1 eine spéiter zu erkldrende natiirliche Zahl.
Im Falle 1): Setzt man in (8) n = [ ein und beriicksichtigt die Doppelun-
gleichung 1), folgt dann fiir [ > k3
ts 1
=0 > HpT T T
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2m—1
i3

Wird die Zahl A so gewéhlt, daf sie der Ungleichung A > geniigt, gilt

dann

131 1 ts
H(By= ~ 2 H(B)om T

(H(IB) > Hl)a

wobei H; eine passend grof8 gewéhlte positive Zahl ist. Also gilt

t5/2

€ -8l > H(p)n—T (H(B) > Hy).

Im Falle 2): Setzt man in (8) diesmal n = [ + 1 ein; so erhilt man unter
Benutzung von 2) in (8)

ts i1
|§ ——,3| > TIr1 CTES
H(B" IS H(g)
Danli_)ngo%g =4oound 0 = s <71 < 851 €73 < 83 < 713 < ... sk,
ist auch ng%% = +o0. Also gibt es ein ky > k3, so daBl fiir [ > ky

s—g‘;—l > p gilt. Dabei ist p eine spéter zu erkldrende positive Zahl. Da auch
lim sup T—’g—l = 0 < +oo gilt, existiert ein k5 € N, so daf3 fiir [ > ks > kg

n—ooco

die Ungleichung Qsjl'—‘ < @+ 1 gilt. Also findet man daher fiir [ > ks

t t
€=Bl > Famreaey ~ mE

Es sei u so gewihlt, dafl die Ungleichung

om0+ DA(m~1)
t3

gilt. Also ist

t t5/2
HE © HEm oD

fiir H(B) > H» und folglich
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2
i€—Bl > H(ﬂ)mzfa/jul),\(m_l) (H(B) > Ha).

Dabei ist Hy eine passend grof gewéhlte positive Zahl. Ist also H(B) >
ma;)({t:)k5 ,Hi, Ha}, dann gilt

tg
€6l > H(B)m+O+DAm=1)’

wobei tg = t5/2 gesetzt wurde. Somit erhalten wir endlich

w(€) 2 m. )
Aus (5) und (9) folgt also p*(€) = m, d.h. € € U}, = Uy,.
Einige Beispiele:

In folgenden fiinf Beispiele seien {s,} und {r,} zwei Folgen von ganzen
rationalen Zahlen mit den Eigenschaften

. Sp - Tn+1
lim — = 400, hmsup +
n—o0 Tn n—o0 Sn

< o0,

O0=95<r <81 <rpa<s9<rz3<....

(zB.sp=0,71 =1, sp=(n+ )y, 7py1 = Cn+5)r,, (n=1,2,...).)

o0
1. Ist F(z) = Y. cpz" die verallgemeinerten Liickenreihe, deren Koeffi-_

zienten durch

c, =0, falls 1, <h<s, (n=12...),
cp=1,falls s, <h<r,y1 (n=0,1,2,...)

erklart werden, so ist F (§) € Uy fiir jedes § € Q mit 0 < || < 1.
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2. Eine Verallgemeinerung von Beispiel 1: Sei a # 0 eine algebraische

Zahl vom Grad m. Ist F(z) = %oj cp2" die verallgemeinerten Liicken-
h=0
reihe, deren Koeffizienten durch

cpb =0, falls r, <h<s, (n=12...),
ch=a, falls s, <h<rpy; (n=0,1,2,...)

erklirt werden, so ist F () € Up, fiir jedes § € Q mit 0 < |¢| < 1.

. Ist F(2) = § cp2" die verallgemeinerten Liickenreihe, deren Koeffi-

. h=0
zienten durch

cp, =0, falls r,<h<s, (n=12,...),
cp=1, falls s, <h<rpy1 (n=0,1,2,...)

erklirt werden, so ist F(a) € Uy, fiir eine algebraische Zahl oo € R*
vom Grad m mit 0 < Ja < 1 (etwa fir o = m%mit 0 <p<

q, p und ¢ sind Primzahlen).

[e.e]
. Ist F(2) = 3 cpz" die verallgemeinerten Liickenreihe, deren Koeffi-

. h=0
zienten durch

e, =0, falls r, <h<s, (n=12,..),
ch =V?2, falls s, <h<rpy (n=0,1,2,...)

erkldrt werden, so ist F (@) € Uy

(e}
. Ist F(2) = 3 cpz” die verallgemeinerten Liickenreihe, deren Koeffi-

. h=0
zienten durch

e, =0, falls r, <h<s, (n=12,...),
e, =1, falls s, <h<rp,y1 (n=0,1,2,...)

erkldrt werden, so ist F ([3;“—1) € Uy
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