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SUR LA FONCTION DE DIRECTION DE LAGUERRE
F. SEMIN

Dans ce qui suit, on établit la forme la plus générale que peut posséder

la fonction de direction de LAGUERRE dans le cas ot la surface est

rapportée & un systéme de lignes coordonnées quelconques et on Papplique

au cas d’une quadrique en vue d'obtenir le théoréme de DARBOUX
concernant les lignes de LAGUERRE de celle-ci.

Soient S une surface de E3 de classe C =3, C une ligne de celleci;
k,, kg, t;la courbure normale, la courbure géodésique et la torsion géodésique
de C en Pun de ses points réguliers P. Dans ce cas, on sait que I'expression

L=k, — 2kt avec k; = dk,/ds

gg?

s étant 'arc de C, est une fonction de direction qui porte le nom de LAGUERRE.

Si S est rapportée & ses lignes de courbure et si k, & désignent les courbures
principales de S en P, % a pour expression

L(vy=k,cos®v + 3k, cos? vsinv + 3 %, cosvsin®v | k, sin® v
ol v est Pangle que fait 1a tangente 4 C en P avec la premiére direction principale

également en P, les indices inferieurs 1,2 représentant les dérivations invariantes
effectuées dans les directions principales [*, 175].

Remarquons en passant que si la dérivation invariante effectuée dans la
direction v est désignée par I'indice 1, k; peut s’écrire

(ke = ki .

Si 1a surface S est rapportée & un réseau orthogonal quelconque, & s’écrira
alors 4

Ly =(k; —2gt)cos’v + 3 (k, — 2 gt)costvsin v +
+ 3k, + 2gf) cos vsinv + (k, +2 8¥)sin® v,

oi1 k, k sont les courbures normales, g, g sont les courbures géodésiques, 2, 7 sont
les torsions géodésiques des lignes du réseau orthogonal en P, tandis que les
indices inférieurs 1,2 désignent cette fois les dérivations invariantes effectuées
dans les directions des mémes lignes. Cette derniére forme est également bien
connue. '
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Nous allons maintenant étendre cette formule au cas général, c’est-d-dire au
cas oh la surface est rapportée 4 un systéme quelconque et démontrer que dans ce
cas % aura pour forme

Fv)= ﬁg (k, — 2gt)ysin® v +3 {k, — 2t (g — 8,)} sin? vsinv |

+3{k, — 2¢(g +8))} sinvsin®y + (k, — 2gt)sin®v, avec v v=_&.

Dans cette derniére formule, les quantités k,k, g, gt t ont les mémes signifi-
cations que tout a I’heure. Quant & 8, c’est Pangle que forment les lignes coor-
données entre elles.

Remarquons que dans le cas ol 8§ = Constante, cette derniére expression
a presque la méme forme que celle d’avant.

1. Formules 3 utiliser. Si x désigne le vecteur position de P, on aura alors
d’aprés {1, 177]

x,, = — [(g/sin 8)] (X, cos § — x,) +kn,
X, = — [(g — &,) / (sin §)](x, cos § — x,) + (kcos & — tsin§)m,

X, = — [(g + 8)/(sin 8)] (x; — x,c08 8) + (kcos§ + ¢sind) n, ¢
X,, — — [(g/sin 8)] (x, — X, cos &) +kn;
oll n est le vecteur normal unitaire avec
kcos§ +tsin8=kcos§ —rsin. - (L)

D’autre part, 1'égalité
n = (X, — Xx,)/sin §
donne par dérivation 4 l'aide de (1.1)
nlz[(_tcosS_—ksinS)_xI—txz]/sinS, ‘ (1.3)
n, =[tx, —(fcosd + ksind) x,]/sing.
On en déduit alors facilement
n, = — [k, — gt — (t; + kg)cotg8]x, — [(#, -+ kg) x,/sm 8] — (K* + ) n,
n,, = [2,cotg8 —k, + (g — 8,) (kcos § + ¢sin §) /sin 8] x, —
— [t, + k (g — 8,) /sin 8] x, +(kt — tk)sin& — (kk - tf) cos §]n,
n, ={[k(g +8&)+1]/sin8}x, +[f — kcotg 8) (g +8) — (14)
— (t,cotg 8 + k)] x, + [kt — tk)sin § — (kk+ tt)cos &]n,

n, = [(t, + kg)/sin 8] x, + [(f — k colg 8) (g — §,) — (£, colg §-+-k,) |x,—
— & + Hn.




SUR LA FONCTION DE DIRECTION DE LAGUERRE 69

Il est & remarquer que comme d’aprés [', 177]
g=(g—§,) cotg & — (g + 8,)/sin 5,
g=— (g +8)cotgd—(g— &) /sin§,

la condition d’intégrabilité

(1.5)

0, +gng=ny, +qn, (1.6)
appliquée 4 la fonction vectorielle » fournit 4 I'aide de (1.4; 2 et 5) les formules
de MAINARDI-CODAZZI sous forme invariante [*, 179].

Sotent &, et 7, la courbure normale et la torsion géodésique correspondant
4 la direction v, et appelons k, la courbure géodésique d’une ligne de S dont la
tangente en chaque point P a pour direction v. Dans ce cas, la fonction de
direction de LAGUERRE relative 4 la direction v est donnée par

L) =(k) — 2k, 1, (1.7)
ol Pindice 1 désigne la dérivation invariante effectuée dans la direction v .
2. Démonstration. Comme on a respectivement
ky=m.%,;=—mn X,
tg m(x_l :n:nl): (21)
ky=(x;,%,,n),

on en déduit aisément
1 0 0

k,t, = ¢ n.x; 1|=—n,.x. 2.2)
—k,n.x, 0

(1.7) devient alors

4 L) =1 Xy By X : (2.3)
On a d’autre part d’aprés [*, 179]
n, =(n,siny -} n,sinv)/sin§, '
Dy = —— [(n,, sin v+ n,, sin v) sin v + (a,siny -+ n,, sin v) sin v] / sin* §
sin
sin v /sin §) n sinv /sin ), n, ,
ir( /sin8); n, +(sinv/sin§) n, 2.4)
x, = (x,sinv +x,sinv)/sind,
Xy = %g [(x,, sinv + x,, sinv)sinv -} (x,, sin v + x,, sinv) sin v]/sin®§
sin

+ (sin v / sin §), x, + (sin v /sin 8), x, .

La relation (2.3) sécrit alors
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sin? 8.4 (v)=(n, .x,, — X, .n,)sin*v +
@, . x+m, X, 0, X, — X, .0, —X, .0, —X,.0,,) sin? vsinv
+m,. X, +n,. X, 0, Xy — X, N, — X, .0, — X, . Oy,) sin vsin? v |
o, Xy, — X, my)sin’ v, (2.5)

En faisant usage de la condition d’intégrabilité (1.6) on obti}ent
'xl.nu:x].nm—l—qk +gx,.n,. _ _ 2.6)

La condition d’intégrabilité appliquée 2 la fonction vectorielle x fournit de
méme

n.x,=n.%, +gk+gn .x,. _ 2.7
Comme d’aprés (1.2)
X, .0, =R .X,,
la dérivation invariante de cette relation relativement & 'indice 1 fournit
Wy - Xy = X -0y =y Xy — X0 1y ‘ (2.8)
(2.6) et (2.7) donnent alors
D X — X .0, =0 . X, — X% .0y =05, —X,.0,. (2.9)
On trouve de la méme maniére que précédemment
My - Xpp = X My =0y Xy — Xy My =05 X — X, - Iy (2.10y
- En se servant alors des formules (1.1), (1.2), (1.3), (1.4), on obtient finalement
n.x, —Xx,.n,=% —2gt,

0. X, X, 0, =k, —2f(g —8,) =t sin8 +k, cos§ + [(k — k) g/sin 5]
=T, cos8 ~ 7, sin8 +[(k —k)(g +8,)/sin8],

_ _ _ _ o (2.11}
n,.X,—X,.0,=k —2r(g+8)=k,cos8—t,sin§ +[(k — k) g [sin§]
=k,c088 11,5054 [(k— k) (g — 8,) / sin 8],
nz.xzzkxz.nz;,_ifc;—.’zgt_.
Ce qui montre que (2.5) peut finalement se mettre sous la forme
sin® § £(v) = (k, — 2 gt)sin® v + 3 [k, — 26(g — 8,)] sin? vsinv +
+ 3k, —2i(g + 8)]sinvsin?y + (k, — 2 gf) sin v ; 2.12)

vtv=25.

Il est d’autre part & remarquer que les différentes valeurs du deuxidme et.
du troisiéme coefficient de #(v) donnent a I'aide des formules (2.11) des formes
variées des formules de MAINARDI-CODAZZI [', 179].
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3. Application. Illustrons ce résultat par un exemple. Considérons le cas
d’une quadrique et supposons que ses lignes coordonnées soient constituées par
ses génératrices rectilignes. On aura alors tout le long de ces génératrices

k=0,g=0,k=0,g=0
et F(v) s’écrira dans ce cas & l'aide des formules (2.11) et [*, 179]
F(v) =3sinvsinvy, /sind, avec K= — 2

oli K est la courbure totale, 'indice 1 indiquant la dérivation invariante effectuée
dans la direction v. On en déduit le théordme de DARBOUX qui suit :

Les lignes de LAGUERRE d’une quadrigue, c'est-d-dire les lignes le long
desquelles la fonction de direction de LAGUERRE X£(v) est nulle, sont constituées
par les deux systémes de génératrices rectilignes et par une {roisidme famille de
courbes le long desquelles la courbure totale est constante et réciproguement.
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OZET

Yizey tizerinde koordinat gizgilerini en genel bigimde segmek suretiyle,

LAGUERRE dogrultu fonksiyonunun ifadesi bulunmug ve bu ifade, her-

hangi bir jkinet dereee yiizeyinin, anadogrularimndan farkl, LAGUERRE

gizgileri fizerinde GAUSS efrilifinin sabit oldugunu géstermek igin kulla-
nibmagtir,
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