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UBER GEWISSE POTENZREIHEN, DEREN FUNKTIONSWERTE
FUR ARGUMENTE AUS DER MENGE DER LIOUVILLESCHEN
ZAHLEN U-ZAHLEN VOM GRADE < m SIND

M. H. ORYAN

Der Author hat in einer Arbeit [*] bewiesen, dass eine Klasse von
Potenzreihen mit algebraischen Koeffizienten unter bestimmien Bedingungen
fiir algebraische Argumente Werte aus den Mablerschen Unterklassen U,
nehmen,

In der vorliegenden Arbeit werden die dhnlichen Bezichungen fiir
Argumente aus der Menge der Liouvilleschen Zablen untersucht. Bs wird
bewiesen, dass die Funktionswerte gewisser Potenzreihen mit algebraischen
Koeffizienten unter bestimmten Bedingungen fiir Argumente aus der Menge
der Liouvilleschen Zahlen entweder {-Zahlen vom Grade <2 m oder algeb-
raische Zahlen sind. Unter strengeren Bedingungen wird erhalten, dass die
Funktionswerte U-Zahlen vom Grade = m sind.

EINFUHRUNG

Mabhler [*] hat 1932 die komplexen Zahlen in vier Klassen A,S,7,U/ einge-
teilt, Er zieht als Ordnungsprinzip fiir seine Klasseneinteilung der Zahlen & die
Genauigkeit heran, mit welcher nichtidentisch verschwindende Polynome in £
mit ganzen rationalen Koeffizienten die Zahl Null nichttrivial approximieren.

Es sei P(x) =a,x" -+ ... + 4, ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffi-
zienten. Die Zahl

HP) =max (|a,|,...,]a,])
heisst die Héhe von P.
Mabhler bildet bei festem » und festem H die Funktion
w(HE) = min| PE}| V.
Py < n
HP) < H
PE)# 0

') Das Symbol { )° bedeutet den Grad eines Polynoms oder einer algebraischen Zahl,
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Diese Funktion ist fiir # = 1, #F = 1 hdchstens gleich 1 und sie nimmt mit wach-
sendem # und H nicht zu. Er bildet

wn(g) =hm sup :_.l.?_gw_"(li_’&'l
He log I

und

w,(£)

w(k) = lim sup —= .
Ho n

Fiir # = 1 ist offenbar 0 < w,(£) < oo und 0 < w(§) < oo. Da ferner w,, , (H,£)
< w{HE) ist, gilt w,,, (€) = w,(E). Daher ist w(£) entweder eine nichinegative
endliche Grésse oder positiv unendlich.

Sei (&) der kleinste Index, fiir den w,(£) = oo ist, falls ein solcher existiert,
und im anderen Falle, dass w (&) fiir alle # unter einer endlichen Schranke liegt,
sei W(€) = oo, Dadurch ist u(g) eindeutig bestimmt. Es kénnen also u(§) und w(&)
nicht beide fiir das gleiche & endliche Werte haben. Damit bleiben firr die Werte
von w(E) und p(&) die folgenden vier Moglichkeiten, nach denen die Einteilung
aller Zahlen & vorgenommen werden soll. Mahler nennt die Zahl

A-Zahl, falls w(&) =0, pE) = oo,
S-Zahl, falls 0 <<w(f)<oo, WE)= oo,
T.- Zahl, falls w(E) = oo, RE) = oo,
U-2Zahl, falls w() = oo, E) << oo,
Die Klasse der 4-Zahlen besteht aus allen algebréischen Zahlen. Die trans-

zendenten Zahlen sind in den Klassen S,T,U eingeteilt. & heisst eine U - Zahl
vom Grade m (1 < m), fallss p(€) = m ist. Es seien U die Menge aller U - Zah-

len und U, (m = 1,2,...) die Menge aller U/~ Zahlen vom Grade m, dann ist
v=1|] V.-
m=1

Eine reelle Zahl £ heisst Liouvillesche Zahl, wenn und nur wenn fir jede
natiirliche Zahl # es ganze Zahlen p, g, (g, > 1) gibt mit
0 < ‘ gE— P« g " .
Gn
Jede Liouvillesche Zahl ist eine U - Zahl vom Grade | und auch umgekehrt
ist jede U -Zahl vom Grade 1 eine Liouvillesche Zahl.

Koksma [*] hat 1939 eine andere Klasseneinteilung der komplexen Zahlen
aufgestellt, In dieser Klassifikation wurden die komplexen Zahlen wieder in vier
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Klassen A*, $*, T*, U* eingeteilt. Koksma zieht die Approximationsfihigkeit
komplexer Zahlen durch algebraische Zahlen o einer Hohe H(a) < H? und
eines Grades (a)° =< n heran.

Koksma bildet die Funktion
w (H,€) =min|§ —a|
(@) =< n
H() <= H
a =&
und daraus
—log (Hw,* (H,8))

w (&) — lim su s
' (G) m Sup o 1T

WHE) — lim sup P ©
new b4

Es gilt auch 0 < w,*(£) < v und 0 < w¥() < o0. Es sei p*(§) der kleinste Index,
fiir den w;*(ﬁ) —oe ist, falls ein solcher existiert, sonst sei p*(£) = <o . Es besteht

fiir w*(£) und p*(&) die folgenden vier Moglichkeiten, Die Zahl heisst
A* < Zahl, falls w*@E) =0, p*E) = oo,
S* - Zahl, falls 0 < w*(€)<<eo, n*E) = oo,
T* - Zahl, falls w*(E) = oo, BHE) = oo,
U*-Zahl, falls w*&) = oo, pH*E) < oo,

& heisst eine U* - Zahl vom Grade m (1 < m), falls n*(§) = m ist.

Die beiden Klassifikationen sind vollig &quivalent, d.h. 4-, §~, T-, U-
Zahlen sind dieselben wie A*-, S*-, T*. [U*. Zahlen. Ferner ist jede U - Zahl
vom Grade m eine U* - Zahl vom Grade m und auch umgekehrt.

In etner Arbeit des Authors [*] wurde bewiesen, dass eine Klasse von Po-
tenzreihen mit algebraischen Koeffizienten unter bestimmien Bedingungen fiir
algebraische Argumente Werte aus den Mahlerschen Unterklassen U,, nehmen.

In der verliegenden Arbeit werden die #hnlichen Beziehungen fiir Argumente
aus der Menge der Licuvilleschen Zahlen untersucht.

Im ersten Teil dieser Arbeit werden die Potenzreithen mit rationalen Koeffi-
zienten behandelt. Es wird in Satz 1 bewiesen, dass die Funktionswerte dieser
Potenzrethen unter bestimmten Bedingungen fiir Argumente aus der Menge

?} Die Hohe einer algebraischen Zahl ist als gleich der Hbhe ihres Minimalpolynoms
definiert.,
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der Liouvilleschen Zahlen entweder Liouvillesche Zahlen oder rationale Zahlen
sind. Unter strengeren Bedingungen erhilt man aus Satz 1, dass die Funktions-
werte Liouvillesche Zahlen sind. Piese Tatsache wird als Folgerung 1 formu-
liert. Um Beispiele fiir Satz | und Folgerung 1 zu konstruieren, wird Satz 2 und
Folgerung 2 bewiesen.

Im zweiten Teil dieser Arbeit werden die Beziehungen im ersten Teil auf
die Potenzreihen mit algebraischen Koeffizienten nach dem Gesichtspunkt der
Koksmaschen Klassifikation ijbertragen. Es wird in Satz 3 bewiesen, dass die
Funktionswerte dieser Potenzreihen unter bestimmten Bedingungen fiir Argu-
mente aus der Menge der Liouvilleschen Zahlen entweder U - Zahlen vom Gra-
de <m sind, d.h. sie in der Menge U, v U, v....u U, liegen, oder algebraische
Zahlen sind. Unter strengeren Bedingungen erhilt man aus Satz 3, dass die
Funktionswerte U - Zahlen vom Grade < m sind. Diese Tatsache wird als Folge-
rung 3 formuliert. Ein Beispiel fiir Satz 3 und Folgerung 3 wird am Ende dieses
Teils gegeben.

Satz 1 folgt aus Satz 3 als ein spezieller Fall und Folgerung 1 ist auch ein
spezieller Fall von Folgerung 3.

Die Bezichungen in dieser Arbeit kénnen entsprechend auf die Potenzrei-
hen iibertragen, die im p-adischen Kérper Q, oder im Kdérper der formalen Lau-
rentreihen definiert sind. Entsprechende Bezichungen kénnen auch fiir die
Liickenreihen erhalten werden.

TEIL I

Wir betrachten m diesem Teil die Potenzrethe

£ = Zb_n X M
aﬂ

n=0

wobei b,/ a,{a,, b, ganzrational, a, > 0) nicht verschwindende rationale Zah-
len mit g, > 1 fiir n = N, ¥ sind.

Es seien
i OB Duty + oo @
e loga,
und
{ lim sup Bg—lbL' < 1. 3)
ar® log a,

Wegen (2) und (3) ist der Konvergenzradius von (1) unendlich. Es gilt der folgen-

de Satz :

%} Hier und im folgenden werden mit N, N ,N,,... passende Indizis bezeichnet,
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Satz 1. Es seif(x) wie oben gegeben. Es sei ferner £ eine Liouvillesche
Zahl mit folgenden Eigenschaften :

1°) & lasst sich durch rationale Zahlen p, /g, mit ¢, > 1 derart approxi-
mieren, dass fiir hinreichend grosses n

I £ — P__n < g, w(n) (]_lm w(n) = 4+ oo ) (4)

n

ist.
2°) Es gibt zwei positive reelle feste Zahlen §, und §, mit 1 << 3§, < §,,
sodass es gilt
a <g"<a™ (5)
fiir hinreichend grosses A,
Dann ist f(§) entweder eine Liouvillesche Zahl oder eine rationale Zahl,

Beweis. 1) Es folgt aus (2), dass die Folge {a,} ab n =N, = N, streng
monoton wichst und fiir n -3 00 pegen + oo strebt. Ferner gilt auch wegen (2)
limlo—ga’L=+ oo und limﬂa—"-

How n now H

Es sei 4, :=]a,,...,a,]? und 1 eine feste Zahl mit 0 << << 1— .3 . Dann

8
gilt fiir n > N, = N, wegen (2) 1
1 < log a4,
n loga,
und hieraus hat man
4y < et | (7)
Es sei k,: = a, ...ay,_; , dann erhilt man fiir » = N, nach (7)
A, <ay..a,<k,. agn_NE*‘--*“"'l .
d.h. es gilt fiir n = N,
A, < ky.a O™ (8)

Wegen Auswahl von np ist 0 << 8, —1/(1 —n). Nun sei & eine reelle Zahl
mit 0 << g << §, —1/(1 — ). Dann gilt fiir » = N, = N,

ky < af.

1) Das Symbol [g,, ... a,} bedeutet das kleinste gemeinsame Vielfache der ganzen
Zahlen aq ,...,ay .
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Also folgt hieraus und aus (8) fir n = N,

a, < A < at—m (%)

n —
2) Wir betrachten die Polynome

n

Jukx) = Z -li ¥ (n=123,...).

v
v=0

Es gilt

18 —F(pala) = Z Z— (ﬁ“— —‘sﬂ:—)

v=0

I
!
cg <Q~

v—1
— (&— ﬂ) (a“-l AR AN ) . (0
4{1 qn qn

v=0
Es gilt ferner wegen (4) fiir n = N, = N,
Pu
dy

Also folgt hieraus und aus (4) und (10) filr n = N,

n

= [§[+1

f b
(2] <o S 2 vasoe. ap
I — v
Sei B,=max |b,|, dann gilt fir n = N,
v=0 -
. b, v—1 2 n—1
VB DT = B, (8] (12)
v=1 Y .
, : log |, | : "
Fssei 6: = lim sup T n dann gilt wegen (3} und 6 < (84 1)/2 fir
nro oga,
n = N, =N,
log| b 641
oglh,] @ +1 13)
log a, 2
Hieraus folgt fiir n = N, = N,
log B 041
ogh, U+ 1 (14)

log a, 2

weil die Folge {a,} monoton wiichst.
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Wegen 0 <& <8, — L/(1 —n), lim wn) = + oo, (6) und (14) ergibt sich fur

-0

n= N, = N
n*. Bn ' (!E;I -+ l)nil = -;—- ’ an(ﬁl_&:#ifn) I
Hieraus und aus (5), (9) und (12) erhdlt man fGr » = N,

i_

v
v=1

" = %ﬂ ([Inn/anng”(l_n) )w(")u

<2 @14 "o

Also bekommt man hieraus und aus (17) fiir n = N,

£E— 1, (p—)

"

= %-(An gy, (15)

3) Es gilt ferner

o}
< ,bn+k| . lgl,,.g.k .
=l( Tntk

1) f,,(&)l—‘z Luric pran

Anti

=1

MNach (13) gilt fiir » = N,

1—6
a, =0

Alsb folgt hieraus fiir n = N,
§|n+1 a . \E-0n » (1-%;2
17®) — 1) | =~ T (e g g (BT ey T
4y (1 GJIZ L Aty
Aus (7) folgt fiir n = N,

0<%t

I-n
an-l- 2 Iy g

und da lim g, = oo ist, erhilt man

Fral]

. a
lim =zl — (.
no &yt o

Da (! — 6)/2 > 0 ist, folgt hieraus fiir » = N, = N, und v = 1,2,3,...

(-2 1

a

( nty ) Ial < el
Tyt1+y 2

und fir #» = N; auch
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-
(“_ﬂ) JEF < 1/2 (v=123,.).

Gk 14y

Also ergibt sich fir n = N,

11® —£®)] < 122 (‘+§+...+ : +.--)s_2!§?”“

192 v 1-8)2
a, 2 an+1( u

Ausserdem gilt wegen (6) fiir n = N, = N,
2!&["“ = aa+1(1_0)]4 .
Hieraus erhilt man fiir # = N,
[fE) — £ B | < @ U4, (16)

Nun definieren wir fiir # = N, die Folge {s'(n)} mit s'(n) : = (log a,,,, Jlog a,).
Wegen (2) ist lij‘g §'(n) = | co. Hieraus und aus (16) folgt firr n = N,

| f&) — B} | = a0, (17
Wegen lim 5°(n) = + oo, (5) und (9) gibt es eine geeignete Folge {s"()} mit

n*x

lim s"(n) = + oo, sodass es gilt fiir n = N, = N,

new

a,” OO < (4 g e

1
2
Hieraus und aus (17) ergibt sich fiir n = N,

1£©) — £,®)] < é.unq:r”("). s)

Sei nun fiir # = N,, s(n): = min (w#)/2, s"(n)). Also folgt aus (15) und (18)

fiir n = Ny,

’f(’é) —f (f_) | < (4, 0, (19)

YE

wobei lim s(n) = + oo ist. Ferner sind

n bv v h
D e ) PR
qﬂ o ay Ty A" T

Y=

rationale Zahlen, wobei A, firr » = 1,2,3,... ganzrational sind.

4) Es folgt aus (19)

lim /, (*”—) - 1)

H

ne®

T T T T T L T T T T T T T T T T T
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Hieraus ergibt sich, dass entweder die Folge j fa (p_,,)% eine unendliche Teil-
dn

folge hat, deren Glieder voneinander und von f(€) verschieden sind, oder die

Folge éfn (&)% fitir hinreichend grosses n konstant bleibt.

Im ersten Fall ist () nach (19) und (20) eine Liouvillesche Zahl, fm zweiten
Fall ist f(€) eine rationale Zahl, da f, (

n

) fiir n=1,2,... rationale Zahlen sind.
R
Damit ist Satz 1 bewiesen.

Folgerung 1. Falls in Satz 1 &, > 0{(r=0,1,2,...) und &€ > 0 sind,
dann ist f{£) eine Liouvillesche Zahl.

Beweis. Da £>>0 ist, kann aus der Folge } 2 so eine Teilfolge %fﬂg ausge-

dny;

g positiv sind und sie streng monoton

Iy
Py

wihlt werden, dass die Glieder von 3
Ing

wiichst oder abnimmt.

Sei }-‘Eﬂi{ strong monoton wachsend, dann gilt fiir jedes &

X Qny,
P - Pty (21)
ny, Qg
Ferner sind
b,
<L >0 r=0,12,.). 22)
a

n

Es gilt fiir jedes &
o)) 32 ST
Brge+1 g a; up41 qng g Grge 44

"k b n bn > "k+1
_ (p”k) ) + g+ (p k41 ) 441 (P'k-n ) . (23)
G gty \ g+ a"k+1 a1

Wegen (21) und (22) ist die rechte Seite von (23) positiv. Also darf die Folge

% fa ( pi) g fiir hinreichend grosses » nicht konstant bleiben. Somit hat sie eine
\ qﬂ
unendliche Teilfolge, deren Glieder voneinander und von f(£) verschieden sind.

Also muss &) wegen (19) und (20) eine Liouvillesche Zahl sein.
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Dny

g,

Im Falle vom Abnehmen der Folge

g wird der Beweis genauso laufen.

Damit ist Folgerung 1 gezeigt.

Der folgende Satz lidsst uns Potenzreihen und Liouvillesche Zahlen kons-
truieren, fiir welche die Bedingungen von Satz 1 erfiillt werden.

Satz 2. In den Potenzreihen

— 5
fx) = X" (24)
und
g(x) = 2 J;— x" (25)

seien b,/a, (a,, b, ganzrational, a, > 0) und f,/e, (e,,f, ganzrational, e, > 0)

[ ]
nicht verschwindende rationale Zahlen mit ¢, > 1 und e, >> 1 fiir n = N,

Es seien folgende Bedingungen erfiillt :

lim 08 Cut1 | o | (26)
wa loga,
lim sup 108101 @7)
mw - log a,
und
fim sup 2281l (28)
nem log e, )

Ferner gebe es zwei positive reelle Konstanten 8,” und 8,” mit 1< §," < 3,’,
sodass es gilt

13 L H 5 r
@ < e < ak 29

fiir hinreichend grosses n.
Dann ist fiir jede nicht verschwindende rationale Zahl p/g mit g >0 g (ﬂ)

) 4
eine Liouvillesche Zahl und f (g(P)) ist entweder eine Liouvillesche Zahl oder
q

eine rationale Zahl.

Beweis. 1) Es folgt aus (26) und (29)

1o lOg 8”
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Nach (28) und (30) erhélt man aus Satz 1in [*] fiir m = 1, dass g (_fi) eine
A\ q
2

U-Zahl vom Grade 1 ist. Also ist g (
q

) eine Liouvillesche Zahl.

2) Wir zeigen nun, dass die Bedingungen von Satz 1 fir f(x) und &: =

p
g(g) erfiillt werden.
q

Nach (29) gilt fiir hinreichend grosses »

log g, o B 1 loge,,,
loga, &, log a,

Hieraus und aus (26) folgt die Bedingung (2).
Die Bedingung (3) ist dieselbe wie (27).

S
q e, \ g E .q

=i

Es sei

wobei E, =[e,,....e,] und k, eine ganze Zahl ist. Man kann genauso wie in
Satz 1 zeigen, dass es fiir n = N,” = N, gilt

(2] (2|2 o -
q q
log [ £,!

wobei 87 : =1lim sup ist. Ferner gilt auch fiir » = N,” = N/’

o loge, .
e, < E, < e, 033

wobei ¢ > 0 eine geeignete reelle Konstant ist. Hieraus und aus (29) folgt fiir
n= N =N/’

logcyey  logena . _logens
nlogE, ncloge, ¢8,loga,

und also erhilt man nach (26)

lim loge,y, _ +co. (34)
nrw R log E,,_ ) .

Ferner gilt wegen (30) auch

lim %8 — 4o und lim &% _

n+w n RH® n

+ oo, (35)
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Nach (34) und (35) gibt es eine Folge {w(n)} mit lim w(#n) = + o, sodass es

gilt fir n = N, = N,/

("'rr}*]_(l_e’)i4 = (En q")iﬂw(ﬂ) . (36)
Aus (31), (32) und (36) folgt fiir » = N,

HEC p—

E,q"
welche die Bedingung (4) ist.

Es ist ferner méglich geeignete Konstanten 8, und 8, mit | < §, < §, zu
bestimmen, sodass es gilt fiir hinreichend grosses »

4" < (E,q") < a,”. 37
Denn es folgt aus (29) fiir n = N,/

2
5. logE, + nlogg <nlogEﬂ+n log ¢ <

I

, logE,+nlogg
6, .

= < . (38)
log e, loga, loge,

Wegen (33), (35) und 8,” = 1 gibt es eine geeignete reelle Zahl §, , sodass es
fiir n = N, = N, gilt
iogE, + niogg

(39)
loge,

18, <8, .

Ferner gibt es wegen (33) und (35) auch eine geeignete reelle Zahl §, , sodass es
fir n = N/ = N, gilt '

5. 108 E,+nlogg

2 < 9,. (40)
loge, : :

Also folgt aus (38), (39) und (40) die Bezichung (37) fiir n = N, welche die Be-
dingung (5) ist. :

Somit folgt aus Satz 1, dass f (g (ﬁ-)) entweder eine Liouvillesche Zahl oder
q :

eine rationale Zahl ist,
Folgerumg 2 FallsinSatz2 b,,7,>0(#=0,1,2,...) und p/g >0

sind, dann ist f (g (»‘E-)) eine Liouvillesche Zahl,
q
Beweis. Unter den obigen Bedingungen ist & : = g (ﬂ) = 0. Da aus den
AN
Bedingungen von Satz 2 die Bedingungen von Satz 1 erhalten werden, ergibt sich

nach Folgerung 1, dass f (g (ﬂ)) eine Liouvillesche Zahl ist.
q

e
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Als Beispiele zu Satz 2 und Folgerung kénnen die ‘Koeffizienten in (24) und
(25) wie folgt genommen werden :

1°) @, = ad4l p — i g —ao f =i,
wobei a > 1 eine ganze Zahl ist.

.20) an _ a[n2u+lj4] , bn _ 1’ e, — aﬂ2n 5}(;, =1 ,
wobel a > 1 eine ganze Zahl ist.

TEIL 1

In diesem Teil untersuchen wir die Potenzreihe

f) = Z—} ey (i)

n=0

wobei 1, (n =0,1,2,...) nicht verschwindende ganze algebraische Zahlen aus
einem algebraischen Zahlkérper K vom Grade m und a, positive ganzrationale
Zahlen mit g, > 1 fir n = N, sind.

Es seien
fim JOB 1 _ 4 o @)
we  loga,
und
lim sup log H(n,} <1, 3)
e log an

wobei H(n,) Hohe von n, bedeutet.

Wegen (2) und (3) ist der Konvergenzradius von (1) unendlich. Es gilt der
folgende Satz :

Satz 3. BEssei f(x) wie oben gegeben. Es sei ferner & eine Liouvillesche
Zahl mit folgenden Eigenschaften :

1°) & ldsst sich durch rationale Zahlen p,/g, mit g, > 1 derart approxi-
mieren, dass fiir hinreichend grosses n

-
4n

< g, "¥™ (lim w(n) = | ee) Y]

ist.
2°) Es gibt zwei reclle Konstanten 8, und 8, mit 0 <C 3, < 8,, sodass es gilt

a

< q < a? (5

fiir hinreichend grosses n.
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Dann ist f(§) entweder eine U - Zahl vom Grade < m oder cine algebrai-
sche Zahl aus K

Zum Beweis dieses Satzes benétigen. wir den folgenden Hilfssatz :

Hilfssatz FEsseien a; (j=1,...,&) (k= 1) Zahlen aus einem algeb-
raischen Zahlkérper K vom Grade g und mit den jeweiligen Hohen H(a)) (j=
l,...,k). Es sei ferner n eine weitere algebraische Zahl, die mit a; durch eine Re-
lation (1, a,,..., @) = 0 verbunden sein mdge, wobei F(y,x, ,...,x,) ein Polynom
mit ganzen rationalen Koeffizienten und in y von mindestens erstem Grad ist,
Dann ist der Grad vonn < dg und es gilt fir die Héhe H(n) von 11 folgende
Abschitzung :

H(n) = 3e+ttotios | HE | Ha ). H(g,)'™e .

Dabei bedeutet d den Grad von F(y,x, ,...,x,) nach y; ; denjenigen von F(y,x,,
.-oXy) nach x; (j=1,....,k), H das Maximum der Absolutbetrige der Koeffizienten
von F(y,%,,...,x,) (Orhan §. Icen [!], S. 25).

Beweis von Satz 3. 1) Wie in Satz 1 wichst die Folge {a,} streng monoton
fiir » = N, = N, und strebt gegen -}-eo. Ferner gelten auch die folgenden Be-
zichungen fiir » = N, = N,

o1
lim —28% o, (6)
o ]
a, < dny, ' (7
und
a, = A" = ao e 8y = kl * an”(l_n) = an3 E] (8)

wobei 1 eine feste Zahl mit 0 << n << 1/2 und &, >> 1 eine geeignete feste Zahl
ist.

Sei 0 :=lim sup l"lgmi“") . Aus (3) und 8 < (0 -- 1)/2 folgt fiir » = N, = N,
new oga,

log H(n,) < 1486
log a, 2

Hicraus bekommt man fiir dieselben #
H(Tlu) < an(1+6)l2 - (9)

Da andererseits

Mo} < IMul = 2H()?

ist, bekommt man fiir » = N, aus (9)

%) S, Schrneider [%], 8.5, Hilfssaiz 1.
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[nd = fu,| < 240497, - (10)
wobei |1,| das Maximum der Absolutbetrigen aller Konjugierten von n,
bedeutet.
2) Es seien fir n =0,1,2,...
M (P}
Tui™ Zﬁ_(g) .
a4, \4,
v=0
v,(n = 0,1,2,...) sind algebraische Zahlen aus dem ZahlkSrper K. Also sind
v, vom Grade < . Wir schitzen die Héhe von v, nach oben ab. Hierfiir wen-
den wir den Hilfssatz auf das Polynom

n

v
SRy xgex,) =4,y — A, 4. Z iy (Eﬂ_) X,

a4\ 4,

v=()
an. Pa Fy,, ng.....n,) =0 ist, gilt
H(.Y") < F2lantlat-lm gt H(rlo)m H(ﬂ,,)m . (11)

wobei

n y
H = max (Anq,," > A, g9, 1 I&I )
v=0 a, | 49,

ist. Wegen (4) gilt fir jedes »

P,
a

<d,,

wobei d, = I eine geeignete feste Zahl ist. Es folgt hieraus
H=<4d,q"4d" . (12)
Aus (11) und (12) bekommt man
H(y,) =d™. 4. ¢ Hny" ... Hn,)",
wobei d, = 1 eine geeignete feste Zahl ist. Da ferner
H(,) = @[n,)"°

ist, erhilt man hieraus

H('Yn) < dlnm . Anm ) qnnm Loty ( rn—o-[ m )mz . (13)
Aus (10) folgt fiir n = N,

) S. Schneider [°], S. 10, Hilfssatz 4.
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(W |"]_,,| )m? = d2 . 2”'2(”"'1) . (ao an)rrt*(1+a)lz ,
wobei ¢, = 1| eine geeignete feste Zahl ist. Hieraus und aus (8) erhilt man fiir
n=N,

(][0, D™ = dy 270FD g pmasdr
Also ergibt sich hieraus und aus (5), (8) und (13) fiir n = N,
H(y,) =d.ab, (14
wobel d, = 1, ¢, = 1 geeignete feste Zahlen sind.

3) Wir betrachten die Polynome

el 'r‘liv v — ‘
£ Zavx (n=12,.).
=0

Da f,(x) als Polynom iiberall stetig und differenzierbar ist, gibt es fiir jedes n
reelle Zahlen 8, zwischen § und p, /¢, , sodass es gilt

£©) — 1y =1, € —1, (&):(é_ f’i) £70). (15)
Wegen (4) gilt filr n = N, = N,
|6n|smax(i§|, P )S[§|+l.

Also folgt hieraus und aus (4) und (15) fiir n = N,

£® =101 < gm0 > s %}(Iilm“ﬂ. a8
v=1 '
Sei B, :— max |n,|, dann gilt fiir » = N,
v=0
>l mlaeit =g, gl a7
v=] ' ‘ o

Es gilt nach (10) fiir n = N, = N,
B, < 24,0%9
Also folgt hieraus fiir n = N|
2B, (5] F 1)< 2mt (|| 1)t g a0,

Hieraus und aus (16) und (17) bekommt man fiir # = N,
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[ £u®) —¥o| = g™ 202 (JE] 4+ D)™ . g, 0402
Wegen (5) erhélt man hieraus fiir n > N,

2. (6] + D

@, 51 wm — 1+ 02 '

(18)

Wegen (6) und lim w(n) = 4 oo ist es moglich eine Folge {s’(®)} mit lim s°(n)

nw® o

= +eo zu finden, fiir welche gilt fiir # = N; = N,

2T L e e
PR < - CANEADACE (19
Also folgt aus (14), (18) und (19) fiir n = N,
I !
A8 —1al = — - Hey) @ (20)

mit hm s(#) = + o0,

no

4) Genauso wie in Satz 1 kann man zeigen, dass es fiir # = N, = N, gilt

/&) —£B) | = @, 07", ' 2y

IOg an+l

Nun definieren wir fiir » = N, die Folge {s"(n)} mit s"(n) : = 0
' oga,

Wegen (2) ist lim s°(n) = +ce. Hieraus und aus (21) folgt fiir » = N,

|AE) — £L8) | = a5 04 (22)
Wegen lim s(n) = 4 oo und (6) gibt es eine geeignete Folge {s"(n)} mit
lim 5"(n) = |00, sodass es gilt fiir # = N, = N, ' '
a, =", =4 < 1 (" @ foytr ' (23)
" ' 2 3

Also folgt hieraus und aus (14) und (22) fiir » = N,

/&) —£,®)| < %-H(v,,)—s"“"’ 24)

mit lim §"(m) = +oo.

Foad]

Sei nun s(#) = min (s'(r), s"(n)), dann ist lim s(n) = 4 oo. Aus (20) und (24)

nro

erhilt man fiir n = N,

[f&) — va | = H(y,)—?, (25)

wobei lim s(n) = 4 oo ist,

#He0
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5) Wegen (26) ist lim vy, = f(€). Also ist die Folge {v,} entweder konstant

von einer Stelle ab, oder sie hat eine Teilfolge {yn.}, deren Glieder von f(€) und
voneinander verschieden sind. Im ersten Fall ist y, = v fiir hinreichend grosses
71, wobei v eine feste algebraische Zahl aus X ist. Dann ist f(E) = v, d.h. es gilt
fE) e K. Im zweiten Fall sei / der hochste Grad von Gliedern der Folge {vs,},
welcher unendlich viel wiederholt wird. Die Teilfolge der Glieder mit Graden [
hat so eine Teilfolge {'y,,kj,}, dass die Héhen von Yu; streng monoton wachsen.

Es gilt nach (25) fiir die Teilfolge {'Yn,cj} fir m, = Ny

| fEY — Yuy | = Hym)™ (26)

wobei llm S(n,q) = 4 oo ist,

Aus (26) ergibt sich
@) = 1. 27

Wegen I =< m folgt aus (27), dass f(§) eine U*- Zah] vom Grade < m 1st Also ist
&) auch eine U-Zahl vom Grade < m.
Damit ist der Satz 3 bewiesen.

Folgerung 3. Fallsin Satz 3 n, (# =0,1,2,...) positive reelle ganz-
algebraische Zahlen aus K und & > 0 sind, dann ist f(§) eine ¥/-Zahl vom
Grade < m.

Beweis. Genauso wie in Folgerung 1 kann man zeigen, dass unter den
obigen Bedingungen die Folge {v,} fiir hinreichend grosses n nicht konstant ist.
Also folgt wie in Satz 3, dass f(£) eine U - Zahl vom Grade < m ist.

Im folgenden konstruieren wir ein Beispiel fiir Satz 3 und Folgerung 3.

Es sei K ein algebraischer Zahlkérper vom Grade m und {P,} eine Folge

der Primzahlen mit P, ., = #*. P, . Es sei ferner
E:= Z 27Fn
=0

"
Mit g« :=2% und p,:=g¢q, Z 2P gilt fiir hinreichend grosses n
v==0 '

m

S

v=n-}1

2 2 1
Pr+1 = n?p, = P, ' ?
2 'n 2 n (2 n)nw(n)

wobei w(n) = n/2 ist. Also gilt fiir hinreichend grosses #
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‘&— B’L‘ = g, (lim w) = + o). (28)
tn nre
Aus (28) folgt, dass § eine Liouvillesche Zahl ist, Es sei ferner a,: = ¢," = 2",
Dann gilt
lim 108941 toa, (29)
we  loga,

Ausserdem sei ¢ eine nicht verschwindende ganzalgebraische Zahl aus X und
seien filr n = 0,1,2,...

. .n
M, : —a

Dann gilt [n, ] =[a|” und H@,) < @{n,])" =2"a|™ . Es folgt hieraus

lim sup 2EHM) _ o (30)

nron log a,

Aus (28), (29) und (30) folgen die Bedingungen (2), (3) und (4) in Satz 3. Fiir
8, =48, =1 gilt auch (5).

Also ist nach Satz 3

o0

= St

n=i

entweder eine U - Zahl vom Grade =< m oder eine algebraische Zahl aus K.

Falls ¢ > 0 ist, dann sind n, = " >0 (® = 0,1,2,...). Ausserdem ist auch
E = 0. Also ist A(€) in diesem Fall eine U - Zahl vom Grade = m nach Folge-

rung 3.
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OZET

Yarzar bir galigmasinda [*], cebirsel katsayih bazi kuvvet serilerinin
belirli sartlar altmda cebirsel argiimanlar igin Mahler’in Uy, alt ssmflarinda
deger aldiklarini ispat etmisti.

Bu ¢alismada benzer iliskiler argiimanlarin Liouville sayilart olmalari
halinde incelenmektedir. Belirli sartlar altinda cebirsel katsayil bazt kuvvet
serilerinin, argiimanlarinin Liouville sayilar: olmalar halinde aldif degerlerin
va dereceleri =< m olan U-sayillan veya cebirsel sayilar olduklar ispat
edilmektedir. Daha kuvvetli sartlar altinda, kuvvet serilerinin aldifi degerle-
rin dereceleri == m olan U-sayilan olduklar: elde edilmektedir.




