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UBER GEWISSE POTENZREIHEN, DEREN FUNKTIONSWERTE FUR
ARGUMENTE AUS DER MENGE DER p-ADISCHEN LIOUVILLESCHEN
ZAHLEN p-ADISCHE U-ZAHLEN VOM GRADE < m SIND

M.H. ORYAN

Der Author hat in einer Arbeit [*] bewiesen, dass die Funlktionswerte
gewisser Potenzreihen mit algebraischen Keeffizienten unter bestimmten Be-
dingungen fiir Argumente aus der Menge der Liouvilleschen Zahlen entweder
U-Zahlen vom Grade == m oder algebraische Zahlen sind.

In der vorliegenden Arbeit werden die Beziehungen in 1°] auf den
p-adischen Fall tibertragen.

§ 1. Emfithrung

Der Author hat in einer Arbeit [°] bewiesen, dass die Funktionswerte ge-
wisser Potenzreihen mit algebraischen Koeffizienten unter bestimmien Bedin-
gungen fiir Argumente aus der Menge der Liouvilleschen Zahlen entweder U-
Zahlen vom Grade =< m oder algebraische Zahlen sind.

In der vorliegenden Arbeit werden die Bezichungen in [°] auf den p-adi-
schen Fall iibertragen.

Zuerst werden die Potenzreihen mit rationalen Koeffizienten behandelt.
Es wird in Satz 1 bewiesen, dass die Funktionswerte dieser Potenzreihen unter
bestimmten Bedingungen fiir Argumente aus der Menge der p-adischen Liouvil-
leschen Zahlen entweder p-adische Liouvillesche Zahlen oder rationale Zahlen
sind. Um Beispiele fiir Satz 1 zu konstruieren, wird Satz 2 bewicsen.

Nachher werden die obigen Beziehungen auf die Potenzreihen mit algebrai-
schen KoefTizienten nach dem Gesichtspunkt der Koksmaschen Klassifikation
iibertragen. Es wird in Satz 3 bewiesen, dass die Funktionswerte dieser Potenz-
reihen unter bestimmten Bedingungen fiir Argumente aus der Menge der p-adi-
schen Liouvilleschen Zahlen entweder p-adische {/-zahlen vom Grade =m sind,
d.h. sie in.der Menge U, w U, ... w U, liegen, oder p-adische algebraische

Zahlen sind. Ein Beispiel fiir Satz 3 wird am Ende gegeben.

Satz 1 folgt aus Satz 3 als ein spezieller Fall.
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§ 2. Klasseneinteilung vor Mahler und Koksma

Es sei p eine feste Primzahl in der Menge der rationalen Zahlen Q, |...| be-
deute den gewdhnlichen Absolutbetrag von Q und |... |, bedeute die p-adische
Bewertung von Q. Ferner sei Q, Ko6rper aller p-adischen Zahlen iiber Q.

In 1934 hat Mahler [*] eine Klasseneinteilung der p-adischen Zahlen wie
folgt gegeben.

Es sei
Px)y=a,x"4+ .. 4+ ax+a
ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten. Die Zahl
H(P) =max(|a,|,... a])

heisst die Hohe von P. Fiir eine p-adische Zahl £ und eine natiirliche Zahl n
setze man

w(H, &) = min [PE)[, ™.
(PY <n
H(P) < H
PE)#0

Diese Funktion ist fiir # > 1, # = 1 hichstens gleich 1 und sie nimmt mit
wachsendem # und H nicht zu.

Ferner setze man

w,(£) = Yim sup — log w,(#, §)
H+m log H
und .
w(€) = lim sup ¥il®) .
"

nto
Fiir = 1 ist offenbar 0 = w, () <= +cound 0 = w () < + .

Sei u(g) der kleinste Index, fiir den w,(£) =+ oo ist, falls ein solcher existi-
ert, und im anderen Falle, dass w,(§) fiir alle #» unter einer endlichen Schranke
liegt, sei p(E) = o . Dadurch ist p(k) ecindeutig bestimmt. Es konnen also p(f)
und w(E) nicht beide fiir das gleiche £ endliche Werte haben. Damit bleiben fiir
die Werte w(€) und p(E) die folgenden vier Maglichkeiten, nach denen die Fin-
teilung aller p-adischen Zahlen vorgenommen werden soll. Die p-adische Zahl
E heisst

(*) Das symbol ( )° bedeutet den Grad eines Polynoms oder einer algebraischen Zah].




UBER GEWISSE POTENZREIHEN... 55

A~ Zahl, falls w(€) =0, nE) = o0
S - Zahl, falls 0 < w)<<oco, WE) =00
T- Zahl, falls w(£) =o0, nE) =0
U- Zahl, falls w(£) =oo, WE) << 0.

£ heisst eine {/-Zahl vom Grade m (1 < m) falls 1(£) = m ist. Es seien U die Men-
ge aller U-Zahlen und U_{m =1,2,3,...) die Menge aller U-Zahlen vom Grade

m
m, dann ist

U= U

m "

o

m=1

Eine p-adische Zahl & heisst p-adische Liouvillesche Zahl, wenn und nur
wenn fiir jede natiirliche Zahl n es ganze rationale Zahlen p, , g, (g, > 1) gibt mit

<H™ (H,=max (|p,]|,|a,|).
»

qﬂ

Jede p-adische Liouvillesche Zahl ist eine U-Zahl vom Grade 1 und auch umge-
kehrt ist jede U-Zahl vom Grade 1 eine p-adische Liouvillesche Zahl.

Die Klasseneinteilung der reellen Zahlen nach Koksma [?] kann genauso
auf den Kérper Q, iibertragen werden. Man definiere die H&he einer algebrai-
schen Zahl ¢ in Q, als gleich der Hohe ihres Minimalpoylnoms P(x)e Z [x], wo-
bei die Koeffizienten von P(x) relativ prim sind.

Fiir § e Q, und eine natiirliche Zahl n setze man
wo (H,8) = min [ — ) |,

@)° <n

H(w) <= H

€0

und dann

wi (%) =hm sup g (Hw,(H,E)
H-w logH

W () —lim sup ¥1(® |
n

nHada

Es gilt auch 0 < W (&) =und 0 < w¥ (€) < oo, Es sei n*(&) der kleinste Index,

fiir den w:*(ﬁ) = oo ist, falls ein solcher existiert, sonst sei u*(£) =oo . Es besteht
fiir w*(&) und n*(€) die folgenden vier Moglichkeiten. Die p-adische Zahl £ heisst
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A* - Zahl, falls  w*(E) =0, R¥E) = co
S* - Zahl, falls 0 < w*(E)< 00, pH(E) = oo
T#.- Zahl, falls w*(€) = oo, RHE) = oo
U* - Zahl, falls w*(E) = oo, PH*E) << 0o
E heisst eme U* - Zahl vom Grade #2 (1 < m), falls p*(€) = nr ist.

Die beiden Klassifikationen sind véllig dquivalent, d.h. A-, §-, 7-, U-
Zahlen sind dieselben wie A*-, S*-, T*-, U*- Zahlen. Ferner ist jede U-Zahl
vom Grade m eine U*-Zahl vom Grade m und auch umgekehrt.

In beiden Klassifikationen sind zwei Zahlen auvs verschiedenen Klassen
algebraisch unabhingig.

§ 3. Potenzreihen mit rationalen Koeffizienten
Wir betrachten in diesem Paragraphen die Potenzreihe
fx)= Z Ca x" (D
]

. . b, . . .
iber dem p-adischen Korper Q,,, wobei ¢, = —* nicht verschwindende rationale

Zahlen sind mit a,, b, € Z, (a,,b,) =1 und g, > 1 fir n = n, .

n
Es seien |c,|, =p~n, 4, =[a,,a; ,....a,] , B, =max | b,| und
=0

lim Y2l — o, @)
Hron un

0 < lim sup—~IM < oo, (3)
R iU

(]

Aus (2) folgt lim #, = 4 oo und

n->o0

. U
lim —
nreo B

— 4 oo, )

Wegen (4) ist der Konvergenzradius von (1) unendlich.

Satz 1. Es sei f(x) wie oben gegeben. Es sei ferner £ eine p-adische Liou-
villesche Zahl mit folgenden Eigenschaften :

1°) € lasst sich durch rationale Zahlen p, /g, mit g, > 1 derart approxi-
mieren, dass fir hinreichend grosses n
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-
4.

,1g,1) und limsup w(n) =+ oo .

< H o) o)

P

ist, wobei H, = max(|p,

2°) Es gibt zwei positive reelle feste Zahlen 5, und 5, mit 0 < §; < 3, ,
sodass es gilt

p"”al = HH" spunﬁq . o . (6)

fir hinreichend grosses n.

Dann ist f(£) entweder eine p-adische Liovillesche Zahl oder eine rationale
Zahl,

Beweis, 1°) Es gilt
| FE) —F, (Bofa) |p < max { | fE) — 1, €) |,, | £, &) —F, ola) |}, (T)

[-e]

-1
= max { !Cn+17[1’ |'r5|.:;-i . Coizlp l&vl;H"“}'

SO £ ©) ], = | z %

y=n4-1

i
Es ist | ¢, &" |, = p—wtnlogs lEl, und wegen (4) fiir hinreichend grosses n
u,f2 < u, —nlog,|&|, .
Also gilt fiir hinreichend grosses n
e Bl o

Da die Folge {u,} fir hinreichend grosses » moneton zunimmt, gilt fir n > #,
=7, ' ' '

LA — 48 |, < max { p_‘"n+l"2 , pf":r+zfz I pn ()
Ferner gilt '
£, — £,(pafa) |, < max e, (gv._ gg)
=t Tar
n ‘ . v—1
we=] ( ot q, f],,_l l,

Fiir hinreichend grosses n gilt

R S e L S (S A F L
qn P qn P " pS
Hieraus folgt
v—1
R B e I (L
q, M P

und
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A

mawn(&)

s|g-2

"

(g, + iyt m:f-fi {p—=}.

2 I4

Da die Folge {u,} fiir n > n, monoton zunimmt, ist max {p—~} beschrinkt,

v=1

Also folgt fiir # > n, = n, mit ciner geeigneten Konstanten € >0

1O~ 1, ("—) < C(lEh 41 [g— 22
n 4 n B
Daraus und aus (6) erhilt man fiir » > #n,
AGEA (p_) < Gl o < Cf pononvio), ©)
n/lip '
wobei C, >0 eine geeignete Konstante ist.
Aus (7), (8) und (9) erhilt man fir n = n,
'f(g) _f; (&.) < max {lﬂ"‘ﬂn+1-"2 , Cln .pmun &1 w(.h)} . (]0)
qn P .
Es gilt
A A
Lbogn+...+—"b,ph
f (&_) . ao (1" _ ﬁ
"\ 4, 4,49 g,
und

w, =max({|P,|,| Q)=+ 14,8 H;
Wegen (3) gibt es cine konstante Zahl & > 0 mit

An Bn = punk
Hieraus und aus (6) erhilt man fiir n = n, = n,
K, < 1+ D) pctmss = (n - Dpnt (¢ =k +5,>0).  (11)
Wegen (2), (4) und limsup w(n) = -}-eo existicren zwei Folgen {s,}, {5,"}
mit lim sup s,” =0, lim sup 5," = + o=, sodass es gelten fiir # > n, = n,
P < (1) preye (12)
und
C1" . pwunﬁlw(ﬂ) < ((n -+ ]) Pu,;t)—sn” . (13)

Also folgt hieraus wegen (11)

=< max {x;%" , x5}
P

P
&) — —
( Q

n

Es sei nun s,: =min {s,°,5,”} . Dann gilt fir n > n,
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&) = x| < a9
n Fd
mit lim sup §, = -+ oo .
Es folgt aus (14)
lim £ — £(¢)

Entweder hat die Folge {P,/Q,} eine unendliche Teilfolge, deren Glieder
voneinander und von f{€) verschieden sind, oder sie bleibt fiir hinreichend gros-
ses n konstant.

Im ersten Fall ist /() nach (14) eine p-adische Liouvillesche Zahl, Im zwei-
ten Fall ist f(€) eine rationale Zahl, da P,/Q, (rn = 1,2,...) rationale Zahlen sind.

Damit ist Satz 1 bewiesen.

Der folgende Satz lisst uns Potenzreihen und p-adische Liouvillesche Zah-
len konstruieren, fiir welche die Bedingungen von Satz 1 erfiillt werden.

Satz 2, Die Potenzreihen

@

g(_x) — Z pku xn (k" > 0 fiir n = ﬂo) ,

n=0

Jix)y = Z prnox" (s, >0 fiir n > ay)
h=0

seien iiber Q, mit folgenden Eigenschaften gegeben :

lim 2 = oo, (15)
Lt
lim Bt oo (16)
n+o n n

Ferner gibe es zwei positive reelle Zahlen C, und C, mit 0 << C, < C,,
sodass es gilt

Cs,=nk,=s C,5, . amn

Dann sind fiir jede positive rationale Zahl /s g(r/&) und f(g(r/s)) p-adische
Liouvillesche Zahlen.

Beweis. 1°) Es folgt aus (16), dass im k,,,/k, = 4-co. Also ist g(r/s)

[ O]

eine p-adische Liouvillesche Zahl nach Satz 4 in [4]

IR R A

Laaciorh S A0
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2%) Es sei 7, s >0 und

ko gt p¥tpgi 4 pra gt P
g, (rfs) = £ =k

hd 0,
gl .,.’: . & — pkn—I-! L\."q}" +pkn+2 L nh2 +
& Qn 4 &) &

< max {| gt QM 1P QML )

Es gilt wegen (16) fiir hinreichend grosses #

]
p""]—
i S

Ferner ist die Folge {k,} wegen (16) monoton zunehmend fir hinreichend gros-
ses #. Also erhilt man fiir # > n, = n,

ry_ b
g(s) 0,

Es gilt P, > @, fiir hinreichend grosses #. Dann gilt fir H, :=max { |P,|,|Q,|}
=P und fir 2= n, = n

Es ist

P

rl‘

s

]
< p“ile .
p

= P_kn

i

< max {P_kn+1"2 ’p*sz/z o} — p a1 (18)
P

phe < H, < pha(n+ D' (= max (ry)) . (19)
Es gibt nach (16) eine Folge {w(x)} mit lim sup w(xn) = - o0, sodass es gilt

fiir hinreichend grosses &
p Rt < g (20)

Aus (18) und (20) erhilt man, dass fiir # = », = n, gilt
)
) .Q,

mit lim sup w{n) = + 0.

n=+w|

< Hﬂ—nw(n) (2] )

P

Es folgt aus (19)
. _ pe < HY < piin(n 1) u™ |
Hieréﬁs und aus (17) erhilt man fir §, : = C|
pos = pn€i < prha < HY
Ferner kann man wegen (15) und (17) eine Konstante &, > C, wihlen mit
prn(n 1y wm < pCrin g™ (n 4 1y < pousr |
Also gilt fir n > n, = n,

P < H = psir (0< §, < §,) . (22
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Damit sind die Bedingungen von Satz 1 erfiillt.

Die Folge {P,/Q,} ist monoton zunchmend, weil

P P r ¥ ratl
—H = (—) — &a (—) :p"""'“l(—) >0.
Qn+l Qn 5 A &

L P :
Da r/s > 0 ist, ist g, (F) =" = 0, Hieraus folgt
5

n

P P P P P 2 P \?
f;r ( n+1)__fn( ")-—ph( bl ")+P5“(( n+1\ ﬁ(i"))+—|—-
o Qn+1 Q,, Qn+1 Qn Qu-l-t / \ Qn
P n P " P n+1
() (@) el =
Qn+1 Qn Qn+1

Also kann die Folge % Ju (g” )% fir hinreichend grosses n nicht konstant blei-

n

ben. Wie man aus dem Beweis von Satz 1 sicht, ist f{g(r/s)} keme rationale Zahl,
also ist sie nach Satz 1 eine p-adische Liouvillesche Zahl,

Beispiele :

Es seien
g(x) —_ Z p(nl)‘l X , f(x) —_— 2 p"[(ﬂ[)]z X" .
ne0 n=0
Es sind
Sepp @A D@+ DPE (@4 1) e
Iy n(n!)* P ’
kury _ [0+ DWP _ 12
nk, n(n!y n

Fiir C, = C, =1 gilt (17). Also sind fiir positive rationale Zahlen r/s

g(f) ¢ U, und f(g (f))eo;_

§ 4. Potenzreihen mit algebraischen Koeffizienten

Wir betrachten in diesem Paragraphen die Potenzreihe

<)

= T M

n=0

iiber dem p-adischen Kérper Q, , wobei 1, (n = 0,1,2,...) nicht verschwindende
p-adische ganze algebraische Zahlen aus einem p-adischen algebraischen
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Korper K vom Grade [m iiber Q und a, positive ganzrationale Zahlen mit
a, > 1 fir n = n, sind.

Es seien |n,/a,l, =p7, A, =[aq,,4q,,....a,] und

1jmi1tlﬂ:+co, (2)

TR T) Iﬂ

IOgﬂ An H(nn) <

0 < lim sup + oo, (3)
e t.u
wobei 7/(n,) die Héhe von n, bedeutet.
Wegen (2) ist lim #, = 4 oo und
. f
lim —2 = -+ oo, %)

nrw f1
Also ist der Konvergenzradius von (1) unendlich,
Satz 3. FEs sei f(x) wie oben gegeben, Es sei ferner £ eine p-adische Li-
ouvillesche Zahl mit folgenden Eigenschaften :

1°) & lidsst sich durch rationale Zahlen p,/q, mit g, > 1 derart approxi-
mieren, dass fiir hinreichend grosses »

E" — P_,, < H:uw(n} (5)
qn I
ist, wobei H, =max (|p,|.]q,]) und lim sup w(n) = 4o,

2°) [@s gibt zwei positive reelle feste Zahlen &, und §, mit 0 < 8, = 8,;,
sodass es gilt
| Pt < HY < pins ©)

{
fiir hinreichend grosses #.

Dann ist f(£) entweder eine p-adische U-Zahl vom Grade <m oder eine
p-adische algebraische Zahl aus K.

Zum Beweis dieses Satzes bendtigen wir den folgenden Hilfssatz ;

Hilfssatz. Es seien o;(j=12,..,%k) (k = 1) p-adische algebraische
Zahlen aus einem p-adischen Zahlkdrper X vom Grade g und mit den jeweiligen
Héhen H{wy) (f=1,...,k). Es sei ferner n eine weitere p-adische algebraische
Zahl, die mit o; durch eine Relation F(n,q,...., d,) =0 verbunden sein mdge,
wobei F(y.x;,..., %) ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten und in
y von mindestens erstem Grad ist,

Dann ist der Grad von 1 < dg und es gilt fiir die Hohe H{m) von y folgende
Abschitzung :
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H(n) < 3 2e+Uite+ide  HE H{o)he . H(a,) e .

Dabei bedeutet ¢ den Grad von F(y, x,,...,x;) mach p, [; denjenigen von
F(y,x, ,...x,) nach x;(j=1,..,k), H das Maximum der Absolutbetrige der
Koeffizienten von F(y,x, ,..., %) (Orhan §. Igen ['}, 5.29).

Beweis von Satz 3.
1%y Es gilt

‘f(&) ~7 (p—)
I

< max %[f(é)—f,,(é) o |50 — 1, (*”—")l % @

7 n

L]

O-rol,= > T

{ a4 p
v=u-+t1
gmax_% M |}_;“)L+l, TlLJCg I&lg"}'E,‘_'%_
R 7 diy2'p
Esist |22 £7| — ptutniogslzl und wegen (4) £,/2 = ¢, — nlog,|&], fiir
il n gp P

" P

hinreichend grosses n. Also gilt fiir hinreichend grosses »

e, & lp < pml™
Da die Folge {z,} fiir hinreichend grosses » monoton zunimmt, gilt fiir n = n,
= m,

| fE) — f,{E)1, < max {p_’nﬂfz L p? Y = e ®
Ferner gilt
14® — 1, (”—) < max ﬂl(@_ &)
nilp v=toa, T2/ le
" v_z
=max§ My E_,__ﬂ!_ fé‘-'—l+gv—-2££_+'“+}’n 2
y=1 ay ip 9y lpl g, 2 |,

Fiir hinreichend grosses n gilt

Pu _}E_({-’_p_ﬂ) 5max§f§lp,|§—£ﬂ sﬁl’él,ﬂ-{—l-
|Qr1 v In r i q" ?
Hieraus folgt
v—t vz Pn P y:ml 2
A —+--.+~;—: E(f§|p+1)
. n g 14

und

A

lf,.@ s (f’—)

n

=
N q

i

(&l + " max (5 .

B Ly
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a
Da die Folge {¢,} filr n = n, monoton zunimmt, ist max {p~} besch-
ye=1
rinkt. Also folgt fiir n = n, > n, mit einer geeigneten Konstanten C > 0

£& — f, (i) e
wllp Gy lp
Daraus und aus (6) erhéilt man fiir # = n,
5O = 7, (L) < G H om0 < O poimv) ©®
u P
wobei €| > 0 cine geeignete Konstante ist.
Aus (7), (8) und (9) erhilt man fiir n = n,
P" — 2 [ —
18— 1, (—“) = max {p 17, Cy.p—tmmwin} (10)
" F4

2%y Es seie_n fir n =20,1,2,...

wosfe) -0
q’t a\! qn
y=l)
¥, (n = 0,1,2,...) sind algebraische Zahlen aus dem Korper K. Also sind y, vom

Grade <m. Wir schitzen die Hohe von y, nach oben ab. Hierfiir wenden wir
den Hilfssatz auf das Polynom

" 1 v
E(p, %g e %) = A, g2y — A, g1 . Z L (fim) *

y=l

an. Da Fly,,n,,...,n,) =0 ist, gilt
H(y,) < 3¢tmtG+Dm  H™ Hmny" ... Hn)" , {in

)

H = max Aol 4, 19,1 |p, 1) < 4,87 .
—

wobel

1 [p,

H — max (AulqnlnsAn[gn]n

v n

ist. Es gilt

Nach (3) folgt fiir hinreichend grosses # mit einer geeigneten Konstanten &%>0
A, H,) < p»* .
Hicraus und aus (11} bekommt man fiir n = n, = n,
H(y,) = C, G H,"™ pling oot miet (12)

wobei C, = (A4, H(nY)Y”" ... (A,,a_1 H(n, )" und C, >0 geeignete Konstanten
sind,
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Es sei 0 <<n < 1, dann gilt wegen (2) fir n = n, = n,
< Mlpsy -
Hieraus folgt fiir n, < v <n
L=ty =Wl = ... <18, ,
also gilt fiir n = n,
ty, oot o= (M T L+ D,

=(+n+n*+.)¢,

Hieraus und aus (6), (12) erhilt man fir #n = n,
H("{") = C4" p":; fn ,

wobei £} > 0 eine peeignete Konstante ist. Wegen (4) folgt daraus fiir n = n,
> n, mit einer geeigneten Konstanten &7 >0

HEy) < pa o (13)
4°) Wegen (2), (4), (13) und lim sup w(n) == + oo existicren zwei Folgen

F el

{5} {5’} mit lim sup 5, =+ oo, Um sup s5,” = | oo, sodass es gelten fiir

H=>0 Frigd o
0= =,
Pt < H(y ) (14)
und
Cl" . P_!"E“ li’(n!) S _H(‘y")—an " ° (1 5)

Aus (10), (14) und (15) folgt fir # = n,
| AE) — 1,1, = max { H(y,) =", H(y,)—"}.
Es sei nun 5, : =min (s,”,s,"). Dann gilt fir # = »,

[ SE) — v, |p = H(y,) (16)

mit lim sup 5, =+ o0 .

Es folgt aus (13)
lim v, =f(€) .
Entweder hat die Folge {y,} eine unendliche Teilfolge, deren Glieder von-

einander und von f{(£) verschieden sind, oder sie bleibt fiir hinreichend grosses
n konstant.
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Im ersten Fall ist f(£) nach (16) eine p-adische TU-Zahl vom Grade <m. Im
zweiten Fall ist f(£) eine p-adische algebraische Zahl, da vy, (r =0,1,2,...) p-adi-
sche algebraische Zahlen sind.

Damit ist Satz 3 bewiesen,
Beispiel fiir Satz 3,

Es sei K ein p-adischer algebraischer Kérper vom Grade m iiber Q und o
ein ganzalgebraisches Element in K. Wir betrachten

1) = Z n, %" und g() — Z P
n=0 n=0

wobel 17, = orh* |

Ferner sei rfs >0 aus Q (r,5 > 0). Dann ist £ : = g(r/s) eine p-adische Li-
ouvillesche Zahl nach Satz 4 in [*]. Sei p,/q, = g,(r/s), dann kann man wie im
Beweis von Satz 2 zeigen, dass es gilt

F_‘, —_ P l = H —mwin)
-_ Fid
',

mit H, =max (p,,q,) und lim sup w(n) = 4o . Daraus folgt (5).

no®

Es sei F(z,y) =z — y"@ , dann ist F(n,,0) = 0. Also gilt nach Hilfssatz
H(n ) = A2 m-tnlal)m L H(a)n(rrl)ﬂm < Cn(n!)ﬂ ,
wobei C > leine geeignete Konstante ist.

Es gilt n, |, = a0 = p—e0*¢: wobei C, > Oist. Dann gilt

%
0 < lo8HM,) _ n(Vlog, C _log, &
Cn(n!)? C, n(n!)y ¢
Hieraus folgt (3).
Ferner gilt
12 2
Cln+ D ((=+ 1Y) - at D@+ 1) — oo , welches ist (2),
C n(nt)? n

Wie im Beweis von Satz 2 kann man zeigen
po < H < pe0(n + Do (v = max(r,s)).
Hierauns folgt
P < Hr < prin? (| 1)y

ey
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Man nimmt 8, = 1/C| und wihlt &, so eine Konstante mit &, = §, und
Pt (g - ])"‘M” = pCulnl¥s:
fitr hinreichend prosses n. Dann gilt
pcln("l)ESI < H:;l < pC'm(n-')'-’ae

welches ist (6).

Damit sind alle Bedingungen von Satz 3 erfiillt, Also ist /(%) enitweder eine
- p-adische U-Zahl vom Grade <m oder eine p-adische algebraische Zahl aus K.
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OZET

Yazar bir galigmasinda [*], cebirsel katsayih bazm kuvvet serilerinin
fonksiyon degerlerinin belirli sartlar altinda, Liouville sayr argiimanlart igin
dereceleri <2 m olan U-sayilart veya cebirsel sayilar eclduklarme ispat et-
misti.

Bu galismada benzer iligkiler p-adik hal igin incelenmektedir.




