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S U R L E S G R O U P E S D O N T L E S C A R A C T E R E S 

S O N T A V A L E U R S R A T I O N N E L L E S 

I . ARMEANU 

Dans cette note nous présentons quelques théorèmes qui donnent des 
conditions suffisantes afin qu'un caractère irréductible X d'un Q-groupe 
ait l'indice de Schur W Q (X) = 1. 

Les groupes utilisés sont finis et les définitions et les symboles sont ceux de 
Isaacs [ 4] et Curtis et Reiner [*]. 

Théorème 1. Soit G un groupe qui a des caractères à valeurs rationnelles. 
Soit X e l r r ( G ) qui est réalisable dans le corps R. Alors, i l existe aeG, élément 
d'ordre impair et i l existe un 2-groupe de Sylow H dans C* (a), tel que si HQ ^.H 
est un 2-groupe de Sylow dans C (a), i l existe un caractère X x p. e Irr (A x H0) 
où A = <Ö>, Xeïïv(A), | i 6 l r r ( i T 0 ) tel que 

i) G C Î X Î I O ^ X R ) est impair; 

i i ) le caractère induit (Xx\î)AH est réalisable dans le corps R ; 

iii) u. est réalisable dans Q. 

Preuve. D'après le théorème 1.1. de Gow [ 3 ] , i l existe A = <ß>, ß e G u n 
élément d'ordre impair, H un 2-groupe de Sylow dans C* (à) et 0 e I rr (AH) 
à valeurs réelles tel que (X, 9 G ) est impair et ker 9 $ A. 

Soit H0 un 2-groupe de Sylow dans C(à), de manière que H0 ÛH. U n calcul 
simple prouve qu'il existe u e Irr (Ha) et X e I rr (A) tel que 0 = (X X \î)AH. Compte 
tenu du théorème de réciprocité de Frobenius, (%AH, 0) = (%AH0 , X X \ I ) est 
impair. Parce que (X , QG) est impair, m R ( x ) = 1 et Q ( Ô ) c R d'après le théorème 
de Brauer-Speiser on obtient m R (0) = 1. D'après le théorème de Clifford [ 4 ] 
page 79 

où T est une transversale du H0 dans H. Soit G2 le 2-Sylow groupe dans 
Gal(Q(X,xu) ; Q ) . Parce que [AH : AH0]=2", Q ( 0 ) c R et ker 6 W o n a 
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a 

et on obtient que [AH : AH0] = [Q (X) ; Q], et alors Q(X) = Q ( k x u ) et 
Q ( [ i ) c Q ( i . ) . D u moment que p est un caractère irréductible d'un 2-groupe, on 
obtient que Q ( [ i ) n Q ( X ) = Q, donc p est à valeurs rationnelles. 

Parce que %AH0 est réalisable dans R et (Xx\x ,%AH0) est impaire, on 
obtient que mn(Xx\i)=l. Parce que /?ÎR{X)=1 et [ R { X ) , R] est impaire, d 'après 
[ 4 ] 10.10. page 172, on obtient que mR(Xx\i) = m&(X) m R (u) , donc »ÎR(U) = 1. 
Mais u est un caractère rationnel d'un 2-groupe et donc est réalisable dans le 
corps Q. 

Théorème 2. Soit Xx\i le caractère obtenu par le théorème 1 et U un 
2-groupe de Sylow dans NG (A) tel que H0 S.H. Supposons que p soit invariant 
dans U. Soit encore x e!rr(A) le caractère fidèle, de manière que X. Alors : 

i) (%X\i)AU est irréductible à valeurs dans un corps K extension de degré 
impair du corps Q. 

ii) (Xxii)AU est à valeurs dans K et si ( T X ^ " est réalisable dans 
alors (Xxp.)AU est réalisable dans K aussi. 

Preuve, i) Parce que le stabilisateur du x x j i est AHQ, on obtient que 
(xx\î)AU est irréductible. Puisque p est invariant dans U on a 

où 7* est une transversale de HQ dans U et xeHQ. Soit CT un automorphisme 
d'ordre puissance de 2 dans Gai (Q (CÙ0 ( f l ) ) ; Q) (où <$0(a) est une racine primitive 
d'ordre o (a) de l 'unité). Le caractère p étant à valeurs rationnelles on obtient 

donc K = Q((?X\x)AU) est un corps extension de degré impair de Q. 

i i) Soient 7^,7*^, Tx les représentations correspondant aux caractères-
x , u., X. Soit Zj = 1 , z 2 z n une transversale de H0 en U. Alors le composant 
(i ,j) de la matrice de la représentation (T^x.T^AU (axt) est 

où xeH0 et t appartient à la transversale de H0 en * 7 . Donc si z-t t Zj $ H0> 

alors 

( (TXurO a = ( T X U > 

(rT x r,) 0 & a x t zjx) = ri (zt a zr1) Tl (zi x zT1 z, t zj\ 

(T.XTj (ZjCtxtZj *) = 0 

et si z ; i Zj e 770 alors 
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(rT X TJ (z, a x tz-i) = TT (z, a z"*) T, (z, x tzy*). 

De la même manière, le composant (/, ./) de la matrice de la représentation 
( ^ X T ^ (axt) est nul pour zt t zfl $ ff0 et ï \ (z, azr{) T^{ztx tzy1). à la 
condition que z,- i z r 1 e i i 0 . Mais 7\ (z ; a z - 1 ) = A,z (a) et i ; (z i « z - 1 ) = T Z î (a). 
Donc pour les composants on obtient que 

( (n x r y ) ^ (axt)) v fJ) = ( (r, x (a* x o ) ( ( , ; ) . 

Iî en résulte que si (xx.\i)AU est réalisable dans K, alors (Xx\î)AU est réalisable 
dans le corps K aussi. 

Théorème 3. Si (Xxu)AU est réalisable dans le corps K, alors % est réali­
sable dans Q. 

Preuve. Parce que ( X , ( X x p ) G ) est impair, et l'indice de Schur 

compte tenu du leninie 10.4 page 162 de [ 4 ] , on obtient m Q (X) = l. 

Théorème 4. S'il existe 0 e l r r ( t / ) à valeurs rationnelles tel que 9 [ Î T U = P , 

alors x est réalisable dans Q. 

Preuve. Parce que p est réalisable dans Q et 9 sera réalisable dans Q. En 
calculant, on obtient 

((xx\x)AU
 , Q A U ) ^ i . 

Donc ( T X H ) ^ est réalisable dans K et en vertu du théorème 2 (Xx\x)AU est 
réalisable aussi dans K. Conformément au théorème 3, on obtient que X est 
réalisable dans Q. 

Corollaire. Si p est linéaire et s'il existe 9 tel que 9 [ Hl) = p, alors X est 
réalisable dans Q. 

Lemme. (Xx\î)AU est à valeurs dans K si et seulement si p est (/-invariant. 

Preuve. En vertu du théorème de Clifford 

(Xxix)AU\ÀHa = ][x>x\x<, 

où T est une transversale de B0 dans U. Parce que pour tout a e Gai (Q (co0 ( û ) ) , Q) 
d'ordre puissance de 2, 

( ( ^ n r r = ( X X V ) A U , 

on obtient qu'il existe un élément î G T si bien que 
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Parce que Gai (Q (œ 0 ( a ) ) , Q) = C//_ff0 et p est à valeurs rationnelles on obtient 
que pour tout teT, i l existe un automorphisme a e Gai (Q (co0 ( o ) ) , Q) d'ordre 
puissance de 2 tel que 

(X x p)' = V x p f = (X x p)° = r x p = V x p , 

donc p = p ' . 

Théorème 5. Soit p un nombre premier impair, p I \ G\ , tel que p — l 
n'est pas divisible par 4. Supposons que o (à) = pk. Alors 

i) p est invariant dans U et i l existe 8 e ïrr (U) de telle sorte que 0 | H „ = p . 

ii) Q (0) = Q (\jl ) et X est réalisable dans Q (^2 ). 

Preuve. Évidemment U=H. D'après la lemme i l résulte que p est invariant 
dans U. Parce que U(HQ est cyclique, i l existe 9e I r r (E / ) tel que 0 \ H o — p. 
Alors, l'invariant de Frobenius-Scbur v2((Xx\i)AU)=l et un calcul direct nous 
donne que 

v 2 ( ( X x p ) ^ ) = ( l / | / i 0 | ) 2 ^ ( W 2 ) 
heHa 

où 1, t est une transversale de H0 dans Ï 7 . Donc, 

v 2 (8) = (1 /1 H |) 2 e = (i /1 i) 2 (»* (*2) + n ( ) = 1 > 

c'est-à-dire 9 est réalisable dans R. Mais p u — 9 - f a . 9 où a e I rr (UfH^. Si 
Q ( 0 ) ^ Q , soit CT e Gai (Q (9), Q) de sorte que 9° ^ 9. Alors, 0 c = a 0 e t i l 
en résulte que. [ Gai (Q (0), Q) | = 2. Parce que Q(0) e Q(a>2») et 0 est réel on 
obtient que Q (0) est une extension quadratique réelle de Q, donc Q (0) — 

= Q(v/2). 

Corollaire 1. Soit G un groupe d'ordre j G j = 2r 3" avec des caractères à 

valeurs rationnelles et soit X e l r r ( G ) . Alors % est réalisable dans Q(\fl). 

Corollaire 2. Si G est un groupe résoluble qui a des caractères à valeurs 
rationnelles et tous les caractères sont réalisables dans R, alors les caractères 
sont réalisables dans Q(\/2). 

Preuve. D'après Gow [ 2 ] , | G | = 2 r 3 S . 
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Ö Z E T 

Bu çalışmada, bir O-grubun indirgenemeyen bir X, karakterinin Schur 
indeksinin W Q (JC) = 1 olabilmesi için bazı yeter koşullar verilmektedir. 


