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SUR LES GROUPES DONT LES CARACTERES
SONT A VALEURS RATIONNELLES

I. ARMEANU

Dans cette note nous présentons quelques théordmes qui donnent des
conditions suffisantes afin qu'un caractére irréductible X d'un Q-groupe
ait I’indice de Schur g =1

Les groupes utilisés sont finis et les définitions et les symboles sont ceux de
Isaacs [*] et Curtis et Reiner ['].

Théeréme 1, Soit G un groupe qui a des caractéres 4 valeurs rationnelles,
Soit X e lrr (G) qui est réalisable dans le corps R. Alors, il existe ¢ € G, élément
d’ordre impair et il existe un 2-groupe de Sylow H dans C#(a), tel que si H; <H
est un 2-groupe de Sylow dans C(a), il existe un caractére A Xpelrr (4 xHy)
ol A =1<ay, helr(d), pelor(H) tel que

i) (Laxm, » AX () est impair ;
ii) le caractére induit (A xp)*¥ est réalisable dans le corps R;

i) p est réalisable dans Q.

Preuve. D’aprés le théoréme 1.1. de Gow [’], il existe 4 = (@), ac G un
élément d’ordre impair, H un 2-groupe de Sylow dans C*{g) et Oeclr (4H)
4 valeurs réelles tel que (X, 0%) est impair et ker 0# 4.

Soit H, un 2-groupe de Sylow dans C(g), de maniére que H, <H. Un calcul
simple prouve qu'il existe p € Irr (H,)) et A e Irr (4) tel que 6 = (A xp)*®. Compte
tenu du théoréme de réciprocité de Frobenius, (X g, 0) = (Xaqzr,, A x 1) est
impair. Parce que (X, 6%) est impair, mg (y)=1 et Q)R d’apres le théoréme
de Brauer-Speiser on obtient mp(8) = 1. D’aprés le théoréme de Clifford [1]
page 7%

O P

teT

o T est une transversale du H, dans H. Soit G, le 2-Sylow groupe dans
Gal (Q (A xp) ; Q). Parce que [AH: 4H]=2", Q(®)cR et ker0P 4 on a
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AXBE gz, = D (xR
gEGy
et on obtient que [AH:AH]=[Q});Q} et alors Q&) = Q(Axy) et
Q ()< Q(L). Du moment que p est un caractére irréductible d’'un 2-groupe, on
obtient que Q (NQ (A) = Q, donc p est & valeurs rationnelies.

Parce que X;m, est réalisable dans R et (A xp,¥,y,) est impaire, on
obtient que mr (A x p)=1. Parce que mp(A)=1 et [R (1), R] est impaire, d’aprés
[*1 10.10. page 172, on obtient que my (A X)) = mp (A) mp (), donc me() = 1.
Mais p est un caractére rationnel d’un 2-groupe et donc est réalisable dans le

corps Q.

Théoréme 2. Soit A xp le caractére obtenu par le théoréme 1 et U un
2-groupe de Sylow dans Ng(A4) tel que H 2H. Supposons que p soit invariant
dans U. Soit encore T elrr (4) le caractére fidéle, de maniére que t"=A. Alors :

i) (txpy?Y est irréductible & valeurs dans un corps K extension de degré
impair du corps Q.

i) (Axpy??Y est & valeurs dans K et si (tXp)*Y est réalisable dans K,
alors (L)Y esi réalisable dans K aussi.

Prewve. i) Parce que le stabilisateur du ©xp est AH,, on obtient que
(txwAY est irréductible. Puisque p est invariant dans U on a

(XA @) = D i) p o,
et

ol T est une transversale de H, dans U et xe H,. Soit ¢ un automorphisme
d’ordre puissance de 2 dans Gal(Q (o, () ; Q) (ol @ ¢, est une racine primitive
d’ordre o (g) de I'unité). Le caractére p étant 4 valeurs rationnelles on obtient

((exp) = (expy??,
done K = Q ((xxp)'Y) est un corps extension de degré impair de Q.

ii) Soient T.,7T,,T, les représeniations correspondant aux caractéres
7,1, A Soit z; =1, z,,..., z, une transversaie de I, en U. Alors le composant
(¢,7) de la matrice de la représentation (T, x T Y (axt) est

(T.XT) (ziaxt zj-l) = Tg(z,- az™h Tg (z;x z ! z;t zfl),

ol xe H, et ¢ appartient & la transversale de A en U. Donc si z fzj_l ¢H0;
alors

(T.XT) (z,ax62) =0

. —1
et si z;tz; € alors
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(T.xT) zaxtz7)=T.(z,az;7) T, (z;x1zT).
De la méme maniére, le composant (i,j) de la matrice de la représentation
(ThxTY"Y (axt) est nul pour zitz ¢ Hyet Th(zaz ") T,(zx tz;‘l). ala
condition que z; 72! € H,. Mais T, (ziaz; ) = 1" (@) et T, (z;az7F) = v (@)
Donc pour les composants on obtient que
((LxTYY (@x))a,p= (T XL (a"xf)) G.n-

Il en résulte que si (T xp)?" est réalisable dans K, alors ()L X p)“‘U est réalisable
dans le corps K aussi.

Théoréme 3. Si (A xu)'” est réalisable dans le corps X, alors X est réali-
sable dans Q. '

Prenve. Parce que (X, (lxu)‘“).est impair, et U'indice de Schur
e (o x ™) = 1
compte tenu du lemme 10.4 page 162 de [*], on obtient mg(X) = 1.

Théoréme 4. S'il existe 8 & lrr (U) & valeurs rationnelles tel que 0| z,=4,
alors yx est réalisable dans Q.

Preuve. Parce que p est réalisable dans Q et 6 sera réalisable dans Q. En
calculant, on obtient

((expy,84%) — 1.

Donc (tx )Y est réalisable dans K et en vertu du théoréme 2 (L xp)*¥ est
réalisable aussi dans K. Conformément aun théoréme 3, on obtient que X est
réalisable dans Q.

Corollaire. Si t est linéaire et s'il existe 0 tel que 0] g, = p, alors X est
réalisable dans Q.

Lemme. (A xp)?V est & valeurs dans K si et seulement si p est U-invariant.

Prenve. En vertu du théoréme de Clifford
XY (i, = D A,
1er

oli T est une transversale de H, dans U. Parce que pour tout ¢ & Gal (Q (@, @) Q)
d’ordre puissance de 2,

(GoA7Y = (b gAY,

on obtient qu’il existe un €lément ¢ =T si bien que
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(A xw)™ = A,

Parce que Gal (Q(w, ), Q) == U/H, et p est & valeurs rationnelles on obtient
que pour tout # €7, il existe un automorphisme © € Gai(Q (@, () , Q) d’ordre
puissance de 2 tel que

(Axpy=Mxp = QA xpw’ =~ xXp=Mxp,
donc p = .

Théordme 5. Soit p un nombre premier impair, p/| G|, tel que p — 1
n’est pas divisible par 4. Supposons que o (@) = p*. Alors

i) M est invariant dans U et il existe 8 ¢ Irr (U) de telle sorte que 0 | z,=p.

i) Q(8) = Q(y2)et X est réalisable dans Q (y2).

Preuve. Evidemment U=, D’aprés la lemme il résulte que p est invariant
dans U. Parce que U/H, est cyclique, il existe 8 eIrr (U) tel que 0} 4, = p.
Alors, Tinvariant de Frobenius-Schur v, (A xp)'¥)=1 et un calcul direct nous
donne que

v (XYY = (1| Ho ) > 1 ()

heH,

ou 1, ¢ est une transversale de H, dans U. Dongc,

v (0) = (1| H) > 00 = /| HD > G + p(G)) = 1,
heH ey
c’est-d-dire O est réalisable dans R. Mais p¥ =0 + .0 olt aeIrr (U/H,). Si
Q©) = Q, soit o6 Gai(Q(B), Q) de sorte que 0° = 0. Alors, 0°=a0 et il
en résulte que.| Gai (Q (0), Q) | = 2. Parce que Q(0) < Q (w,) et O est réel on
obtient que Q(B) est une extension quadratique réelle de Q, donc Q(0) =

=Q2).

Corollaire 1. Soit ¢ un groupe d’ordre | G| = 27 3° avec des caractéres 3
valeurs rationnelles et soit X € 1rr (G). Alors y est réalisable dans Q(Vf).

Corollaire 2. Si G est un groupe résoluble qui a des caractéres 3 valeurs
rationnelles et tous les caractéres sont réalisables dans R, alors les caractéres

sont réalisables dans Q(\/f).

Preuve, D’aprés Gow [, |G| =23,
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OZET

Bu galigmada, bir Q-grubun indirgenemeyen bir y, karakterinin Schur
indeksinin mg (x) = 1 olabilmesi i¢in bazt yeter kogullar veritmektedir.




