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ÜBER GEWISSE POTENZREIHEN, 
DIE FÜR ALGEBRAISCHE ARGUMENTE W E R T E AUS 

DER MAHLERSCHEN UNTERKLASSEN Um NEHMEN « 

M . H . O R Y A N 

I n der vorligenden Arbeit w i rd eine Klasse von Potenzreihen m i t algebrai
schen Koeffizienten untersucht, die unier bestimmten Bedingungen über 
deren Koeffizienten für algebraische Argumente Werte aus Mahlerschen 

Unterklassen Um nehmen. 

EINFÜHRUNG 

Mahler [ 7 ] hat die komplexen Zahlen in vier Klassen A, S, T, U eingeteilt, 
wobei die Klasse A aus allen algebraischen Zahlen besteht und die Menge der 
transzendenten Zahlen in die anderen Klassen unterteilt ist. Nachher wurde von 
Koksma [ 5] eine von der Mahlerschen zwar abweichende aber doch aehnliche 
Klassifikation aufgestellt. ïn dieser Klassifikation wurden die komplexen Zah
len wieder in vier Klassen A*, S*, T* , (J* eingeteilt. Die Tatsache, dass die bei
den Klassifikationen völlig aequivalent sind, wurde schliesslich von Wirsing [ , 2 ] 
gezeigt. 

Es wurde zuerst von Le Veque [ 6] bewiesen, dass die Unterklassen Um  

(m ~ 1,2, ...) der Klasse U nicht leer sind. Diese Tatsache wurde u.a. auch 
nachher von Alniaçik f 1 ] unter Benutzung der Le Veque'schen Methode gezeigt 
und viele transzendente Zahlen in Um gegeben. 

In der vorliegenden Arbeit werden durch die Weiterentwicklung der oben 
genannten Methode neue transzendente Zahlen in Um konstruiert als Funktions
werte gewisser Potenzreihen für algebraische Arguniente. Es stellt sich ferner 
heraus, dass der (transzendente) Grad, d.h. das u. (vgl. Schneider [ 1 0 ] ) vom 
Funktionswert, durch den (algebraischen) Grad vom Argument in manchen 
Faellen vollstaendig, in anderen zum Teil bestimmbar ist. 

Im ersten Paragraphen des ersten Teils der Arbeit werden die bei den Be
weisen zu benutzenden Hilfssaetze zusammengestellt. Im zweiten Paragraphen 
wird nach dem Gesichtspunkt der Koksmaschen Klassifikation der Hauptsatz 

'> Diese Arbe i t ist eine deutsche Übersetzung der Dissertation des Authors, die am 
2 1 . Maeiz 1979 von der Naturwissenschaftlichen Fakuttaet der Universitaet Istanbul angenom
men wurde. Der Au tho r fühlt sich verpflichtet, Professor O.Ç. îçen bestens zu danken, der 
diese Arbe i t angeregt und jede Weise gefördert hat. 
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über die Potenzreihen mit rationalzahl igen Koeffizienten bewiesen. I m dritten 
Paragraphen dieses Teils wird der Hauptsatz auf den Fall der Potenzreihen mit 
algabraischen Koeffizienten verallgemeinert. 

I m zweiten Teil der Arbeit werden die Saetze vom ersten Teil auf den Hen-
selschen p-adischen Körper Qp nach dem Gesichtspunkt von Mahlerschen Klas
sifikation übertragen. Hierfür werden die entsprechenden HÜfssaetze im ersten 
Paragraphen gegeben und dann werden im zweiten Paragraphen die Potenzrei
hen mit rationalen Koeffizienten, im dritten Paragraphen die mit algebraischen 
Koeffizienten untersucht. 

Ferner werden nach jedem Satz entsprechende Beispiele gegeben. 

Der komplexe Fal! 

In diesem Teil legen wir den Körper C der komplexen Zahlen zugrunde. 
Alle hier vorkommenden Zahlen werden aus C entnommen. 

§ 1. H I L F S S A E T Z E 

Hilfssaiz 1. Es seien a ,0 ' = 1,...,/c) (k > 1) Zahlen aus einem algebrai
schen Zahlkörper K vom Grade g und mit den jeweiligen Höhen h(aj) 

(/' = 1,...,£). Es sei ferner T] eine weitere algebraische Zahl, die mit durch 
eine Relation F(-qt et,,..., ct/() = 0 verbunden sein möge, wobei F(y, xlf...t xk} 

ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten und in y von mindestens 
erstem Grad ist. Dann ist der Grad von TJ < dg und es gilt für die Höhe Ä(T]) 
von TJ folgende Abschaetzung \ 

h(n) < 3
2 * + ( i l + ~ + i * ) i H'hia^ ... A(a f c)V . 

Dabei bedeutet d den Grad von F(y, xlt..., xk) nach y, lj denjenigen von 
F(y, xv..., xk) nach xj (j = 1,..., k), H das Maximum der Absolutbetraege der 
Koeffizienten von F(y, x^..., xk) (Orhan Ş. İçen [ 4 ] , S. 25). 

Hilfssatz 2. Es seien al , a2 zwei nichtkonjugierte algebraische Zahlen von 
den jeweiligen Graden ni , n2 und den jeweiligen Höhen hiaj, h(a2), dann gilt 

2 m a s <"'•"*>-' [ ( ^ + 1) hiaj]"* [(n2 + 1) h(a2)]"^ 

(folgt direkt aus R.Güting [ 3 ] , Satz 3, S.154). 
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3. Es seien a 1 und az zwei verschiedene Konjugierte einer algeb
raischen Zahl vom Grade m und von der Höhe h. Dann gilt 

, 1 
a, — a, > 2 I — „1—2 2m—1 

(4m)~^~[(m + 1) A ] ~ 2 -

(R. Güting [ 3 ] , Satz 8, S.15S). 

Satz 1. In der Potenzreihe 

./•(*) = 2 C " * " 0 ) 

n=0 

seien c = —— (an , bn ganzrational, an > 0) nicht verschwindende rationale 
K 

Zahlen und es sei an > 1 für n > NQ)2). Wenn 

l i m = + ,» ( 2 ) 

log an 

und 

TirS < 1 (3) 
«-»•+00 log a n 

ist, ist der Konvergenzradius von f(x) unendhch und für eine nicht verschwin
dende algebraische Zahl a vom Grade m gehört/(a) der Unterklasse Um* . 

Beweis. 1) Die Folge {an}, die obengenannten Bedingungen erfüllt, 
waechst monoton und strebt gegen + oo , Denn wegen (2) ist 

logir„ + 1 > 21oga„ > log«,, 

für n > Ni > N0. Hieraus folgt all+i > an und loga„ > l o g f l W l .2"~N<-. Für 
H _ j , _j_ oo erhaelt man daraus l o g a n + 0 0 und folglich an—> + °° . Ferner, 

2" 

da lim -—.= - ¡ - 0 0 ist, folgt vom obigen 

Um J?8f«_ = + (4) 

•Sei 9 : = lim * ° g * & " * . Aus (3) folgt für n > N2> N, 

n-* + oo log £7,( 
2) H ier und i m folgenden werden m i t N0 , N, , N.t passende Indizes bezeichnet. 
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te*l*.l<-L±!,da e < l ± l < i g a t . 
Ioga„ 2 

Hieraus bekommt man für dieselben n 

1+0 

\K\<°. 2 . 
Nach (5) ist 

< 

(5) 

Wegen (4) hat man 

l-e Sog an 

l im an
 2n — l im e 2 " = + oo 

Also ist l im "sj\ cn \ = 0 und erhaelt man r 
l im "sj\cn 

= -h oo , d.h. 

der Konvergenzradius von (1) ist unendlich. 

Wir beweisen unten eine Eigenschaft, die nachher angewandt wird. Es seien 

A
n

 = lao >•••> an\3)' e m e ^ e s t e Z a n I m ' t 0 < ü} < — , die spaeter genauer bes¬

timmt wird, und KQ > 1 eine geeignete feste Zahl. Dann gilt für n > A^rj) > N2 

Denn aus (2) folgt für n > N~3 (TJ) > N~2 

log an TJ 

und hieraus hat man 

< - (7) 

Es sei K0 : — a0 ... öjv„-i , dann hat man für n > iV"3(iri) wegen (7) 

. i] , r,"~N» 

Hieraus ergibt sich 

") Das Symbol [aa ,...,a„] bedeutet das kleinste gemeinsame Vielfache der ganzen Zah
len aa an . 
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d.h. (6) gilt für n > A^Orj). 

2) Es seien ß c " a " u n c * ß" C u ^ r s c n a e t z e 1 1 ^ e Höhen von 

ß i ( nach oben ab. Hierfür wenden wir den Hilfssatz 1 auf das Polynom 

n 

F(y, x) = An y -]> AH cv x1 

0 

an. Weil F(ß„ ,a) = 0 ist, gilt 

# ( ß „ ) < 3^-»'+«--»(AllBiiy" h(a)""\ 

n 

wobei Bti: = max (j bv |) bedeutet. M i t einer geeigneten Konstante c — c(a)> 1 

folgt hieraus 
i7(ß„)< c"'n(AnBX-

Da die Folge {an} für hinreichend grosses n .monotonwachsend gegen + co 
strebt, gilt wegen (5) für n > N4("q) > iV3(rj) 

1+0 

Hieraus und aus (6) folgt für n > N4(-q) 

III 1+9 

1 | | Q 
Es seien c2 : = c > 1 und 5 : = H > 0. Dann hat man 

1 — TJ 2 

Ferner ist wegen (4) für n > iV5(n) > N4("n) 

Ausserdem ist 

3 , 1 - f < 2 + i = 3 . 
1 - n 2 

Also ergibt sich für R > ^ ( T J ) 
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3) Jetzt beweisen wir, dass die Grade von ßi( für hinreichend grosses n gleich 
m sind. Diese Tatsache ist trivial für m = 1, also sei im folgenden m > 1. 
Es gilt 

i ß ! ; i , - ß Ä 1 | > i ß , < ' ' - ß , < » i - - ^ M " i l -
an+i 

Wenn ß/> ^ ßB<» ist, gilt nach Hilfssatz 3 und wegen (ßyj)° : = dn < m 4) 

c2 iß,) c2 (m) 
! ß » - ß « I > 2rf — 1 — 1_ 

wobei c2(m) = m ~ 2 " " Tm~T ^ Hieraus und aus (5) und (8) hat 
(4m)^~~ (m - f VT*" 

man für n > N5(r\) 

,(0 oU) Pi; + i - wu i > 
c2(m) 

an + l 

cz(m) 2 ja| 
Am (m —\-\ 

1—6 

a » + l 2 

Wegen (2) und (4) gilt aber 

c2(m) ^ 2 | a T » - H 

für «> J V 6 (T ! )> ;^ 5 ( ^ ) . Also gilt für n > JV6(TI) : aus ß « ^ ß/» folgt ß!,;
+1 # ß ^ 

für jedes Paar mit / # F e r n e r dürfen die Gleichungen 

ß,a> = ß,0> (k = n, n + 1, n + 2) (i * j) 

nicht geichzeitig gelten. Denn sonst ergaebe sich wegen et # 0 aus 

Pii + 2 ~ P» + l _ ' n H - 2 ~ Pn + 1 

P i i i - ß ™ ~ P Ä 1 - P « 
a('> = a ( j , ). Das waere dann ein Wiederspruch, weil ja (a)° — m ist. Also für 
mindestens einen von den Indizes n — N6(ri)* A^Cn) + ^ ^ 6 (n ) + 2 i s t ß n ' ^ ß « 0 * 
für ein bestimmtes Paar Da die Paare (i ^ j) von endlicher Anzahl 
sind, folgt aus dem obigen Resultat, dass für n > iV7(r]) > JV6(TJ) + 2 und jedes 
Paar (1,7) (i j) gilt ß„(° ^ ß„ü>- Also ist (ßn)° = m für n > JV"7(n). 

4) Das Symbol ( )° bedeutet den Grad einer algebraischen Zah l oder eines Polynoms. 
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4) Die Folge {ßn} hat eine solche Teslfolge {ß w }, tiass alle Glieder dersel-
k 

ben voneinander ganz verschieden sind. Denn, im Gegenfnll bestünde die { ß j aus 

Wiederholungen endlich vieler Glieder. Andererseits ist ß , H , — ̂ n~c„+l a " + 1 ^ 0, 

also hat die Folge {ßj- mindestens zwei verschiedene Glieder. Dann existierte 

t: = min | ß, - ß / c | als eine positive Zahl. Da die Reihe (1) für x = et kon¬

vergiert, ist l im | c n + 1 | | et | n + 1 — 0. Daraus unter Miiberücksichtigung von 
n--\-ca 

0 # ß „ + 1 — ß„ = cn+l a " + I erhielte man für gegügend grosses n 

o < l ß „ + 1 - ß J < ^ . 

Dies wiederspricht aber der Definition von t. Hieraus ergibt sich die Existenz 
einer unendlichen Teilfolge {ß n } mit ganz verschiedenen Gliedern. Es kann hoch-

k 

stens ein Glied von {ß„ } gleich ß sein. Falls es nötig wird, kann man endlich 
k 

viele Glieder aus dem Anfang der {ß n } auslassen, sodass man eine Teilfolge 
k 

bekommt, deren Glieder voneinander und von ß verschieden sind. Weil die 
Grade von ß,, nach oben beschraenkt sind, können ihre Höhe nach oben nicht 

'k 
beschraenkt sein. Denn sonst waeren ß„ in endlicher Anzahl. Also hat {ß„ } 

k k 

eine Teilfolge {ß„ } , derart, dass if(ß r t ) monoton zunehmend gegen -j-co strebt. 

5) Es ist 

Für n > N7(n) gilt 

P - P J 

< 

Hieraus folgt 

7"+l 
1—0 

2 
' « + 1 

1 + 

Wegen (7) ist für n > N7(r\) 

3 n + 2 

l - e 
2 

1—6 

'« + 3 
a 

0 < 
a n+2 

< 
1-2 

und da l im an = + ™ ist, folgt l im " M = 0 . Weil —~— > 0 und | a | > 0 
n-f+oo n-+-f-°a Ön + 2 2 
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_i—e 

sind, folgt hieraus für n > Na(ri) > N^-q) (— "^-\ j a j < — , und auch 
\ «„-1-2 / 2 

für n > NJr\) 

2 r - i * 1 

'u -i-1 + y 

Also erhaelt man für n > Ns('q) 

« I < — ( V = l , 2 , . . . ) . 

et / . . l . l . \ 2 a 
i - o \ 1 2 2 2 ' " / — ' ~ ü 

Ausserdem gilt wegen (4) für n >- N0('q) > Ns(r\) 

Hieraus ergibt sich für n >-_ N9(r\) 

I < - ^ i i - = — ^ ^ r - • (9) 
7 2 /? 4 

V t - i " H + I 

Jetzt definieren wir für n > JV^TJ) die Folge {J 'OO} mit sr(n): = -i^-füii+J-. Wegen 

(2) ist l im s'(/?) ™ + 0 0 • Hieraus und aus (9) bekommt man für n > N9(ri) 

n-*+<x> 

K I < — • 

Es sei : = > wegen (8) ergibt sich für n > JV9(Tn) 
16 m 

I r ' l < " i ^ ^ = 1 ^ r ' ( 1 0 > 

Wenn wir (10) für die oben konstruierte Teilfolge {ß„ } schreiben, bekommen 

wir für n >; NQ(rft 

k 
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Da (ßrt )° = m für n > N9(t)) und l im s(n ) = 4- °° sind, ist ß eine U* Zahl 
kj kj A ; 

und der (transzendente) Grad 5 ) u * von ß höchstens geleich m, d.h. es ist 
H*(ß)< m . (12) 

6) 1°) Sei m = 1. Da es immer 

u*(ß) > 1 (13) 

gilt, folgt aus (12) und (13) 

u*iß) = 1 -

2°) Es sei m > l und y sei eine algebraische Zahl vom Grad k < m und 
von der Höhe H . Dann gilt für irgendeinen Index v 

i ß - Y I = I (ß - ßv) + (ßv - Y) I > I ßv - Y I - I ß - ßv i • (14) 

Da ßv und y für v > A^rj) von verschiedenen Graden sind, sind ihre Minimal
polynome verschieden. Nach dem Hilfssatz 2 gilt für v > jVgCn) 

c,(m,fc) 

wobei c3(m, fc) = > 0 ist. Wegen 
2"'" 1 (m + l)k (k + 1)"' 

k<m-\ (16) 

ist 

cJm, k) > . (17) 
3 2 m - 1 ( m + i r + 1 m m 

Mi t der Bezeichnung cÄm) = i folgt aus (15) und (17) 

|ß y | > _ — ^ { 1 8 ) 

l M 1 i/(ß vr~ 1-^"' 

Hieraus und aus (8), (9), (14) und (16) erhaelt man für v > N9(rj) 

l ß ~ Y | > ,„,/„J„ — • (19) 

Jetzt waehlen wir die Zahlen X und TJ SO, dass die Ungleichungen 

X 1 6 > 4m (m - 1) + m (20) 

und 

5 ) bei Schneider [ , 0 ] der Index n*. 
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1 6 > 4km (m - 1) + m (21) 
4TJ 

erfüllt werden. Man sieht leicht, dass es für die so gewaehlten Zahlen X und 

r j , X > 1 und 0 < rj < gelten. Wir bezeichnen das neue N9(ri) mit N*(r\), 

welches gemaess (20) und (21) fest gewaehlten Zahl TJ entspricht. Es sei aN* = H*. 

Dann gibt es für jedes H > H* ein n, so dass es gilt 

"n^H< an+1 . ( 22 ) 

Ferner ist n > N*(r^ für H > #* . 

Falls es für die oben gewaehlte Zahl X 

fl„< # < < V M * ( 23 ) 

gilt, dann sind o„ < .ff und > -ff*. Jetzt nehmen wir v = n in (14) und 
(19). So erhaelt man aus (19) 

I ß y | > ^ } _ 

E J 4 " ' ( W — 1 ) + " ' I — P 

Wegen (20), wenn H hinreichend gross genommen wird, kann es 

gemacht werden. Es gelte diese Ungleichung für H > Hl. Hieraus ergibt sich 
für # > max (H*, H,) 

1 ß _ y | > ( 2 4 > 

Falls es für Ä, die Beziehung (23) nicht gilt, dann gilt 
1 

< W <H<aa+1. (25) 

Hieraus folgen an+1 < f f 1 , und > H. Jetzt nehmen wir v = n + i in (14) 
und (19) : 

1 ß _ y | >
 c * . (26) 

U/(-t-2 

Wegen (7) und n > iV*(Tj) = - ^ ( T T J ) ist a / J + 1 < a]J + 2 • Also folgt aus (26) 

C4 1 

" « + 1 l r t „ «tu ß « + 1 

und ferner wegen (25) 
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l ß - * l > j ^ - CT 
H ^ 

Nach (21) kann für hinreichend grosses H 

C 

gemacht werden. Diese Ungleichung gelte für H > H2 . Also ergibt sich für 
H > max (H*, H2) 

| ß _ y i > . (28) 

Also folgt aus (24) und (28), dass es für H > max ( i / * , ^ , H2) gilt 

j ß _ Y i > ^ ; (29) 

wobei c — c4(m)/2 und s = 4Xm(m — 1) + m sind. Da diese Konstanten von 
H nicht abhaengen, und der Grad von y nur die Werte von 1 bis m ~ 1 
annehmen darf, folgt aus (29) 

u*(ß) > m . (30) 

So ergibt sich zusammen aus (12) und (30), dass es gilt 

u*(ß) - m . (31) 

Damit ist die Behauptung des Satzes in allen Teilen bewiesen. 

Beispiele für den Satz 1. 

1) f(X) = ^ V - ^ - JC", bn mit I 6 [ < b"\ bn, a ganzrational und 1 <b <a. 

C O 

2) f(x) = ^> - - x " , bn mit j 6B | < 6"", Z>„, a ganzrational und 1 < 6 < a, 

Anliang zum Paragraphen 2. Wir betrachten die Potenzreihe 
C O 

wobei die natürlichen Zahlen av mit einer Konstanten B > 0 die Eigenschaft 
0 < a v < ü v haben. Über diese Potenzreihe kann man die folgenden Saetze 
aussprechen : 
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Satz A. Es seien ß keine C-Zahl und ß # aQ. Dann besitzen Nullstellen 
der Gleichung fix) = ß transzendente Werte. 

Beweis. Die Potenzreihe (A) erfüllt die Bedingungen des Satzes 1. Wegen 
ß # a0 sind die Nullstellen von Nul l verschieden. Wenn also eine Nullstelle von 

f(x) — ß eine algebraische Zahl waere, müsste ß eine CZ-Zahl sein. Das steht im 
Widerspruch zur Annahme, dass ß keine i7-Zahl ist. Also folgt hieraus die 
Behauptung des Satzes. 

Folgerung. Nullstellen der Gleichung fix) = 0 sind transzendent. 

Satz B. Es seien ß keine t/-Zahl und ß = a0, dann ist die Nul l eine Nul l 
stelle von fix) = ß und alle anderen Nullstellen von fix) = ß sind transzendent. 

Beweis. Da ß = a0 ist, folgt aus fix) — ß 

CO 

a0=fix) = a 0 + X y - ( ~ i y a v 

und 
oo 

( ~ l ) V « v (B) 0 = x 

Daraus ergibt sich, dass x = 0 eine Nullstelle von fix) = ß ist. 

Wenn x ^ 0 ist, folgt aus (B) 

(C) V ( ~ 1 ) V f * v x1-1 = 0 . 

Alle Nullstellen von (C) sind transzendent wegen der Folgerung des Satzes A. 
Also folgt die Behauptung des Satzes B (Für diese Reihe vgl. Schneider [ l ü ] , 
S.9, Satz 5). 

§ 3. SATZ 2 und FOLGERUNGEN 

I n diesem Paragraphen untersuchen wir die Potenzreihe 

C O 

/ < * ) = Y — * * , ( i ) 
n=0 
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wobei t]n (/z = 0,1,2,...) nicht verschwindende ganze algebraische Zahlen aus 
einem algebraischen Zahlkörper K von dem Grad s und an positive ganzratio
nale Zahlen sind. Es seien et eine beliebige nichtverschwindende algebraische 
Zahl vom Grade in und L eine algebraische Erweiterung von Q vom niedrigsten 
Grad t mit KCL und Q(a)CL. Es gilt offenbar / > m,s. Ferner bezeichne 
H{t\n) die Höhe von Tj n . 

Salz 2. Es sei die Potenzreihe 

f(x) = 

wie oben gegeben. Es seien an > 1 für n > N0, 

H m j o g ^ = + e a ( 2 ) 

/j-*+co log (7(J 

und 

I t o ' ° B ^ < 1 • (3 ) 
n-+ + oo log 

Dann ist der Konvergenzradius von f(x) unendlich und mit einem geeigneten 
positiven ganzrationaügen Teiler q von t gi lt/(a)e U* . 

üs. 1) Wie im Satz 1 waechst die Folge {a„} für n > JVj > N0 mo
noton und strebt gegen + oo , Ferner gilt 

, i m J ^ J t = + „ . (4) 

S e i e : = I t a A u s ( 3 ) f o ) g t m „ > ^ > ^ i S L ? ^ < i ± 5 , 
log(7rt logö» 2 

da 9 < ^ < 1 gilt. Hieraus bekommt man für dieselben n 
2 

HCnJ < «f^ • (5) 

Da andererseits J n n | ^ \i]n \ < 2/?(T]„)ö) gilt, bekommt man mit (5) zusammen 

^ l+o 
i T]„ | < [ TI„ j < 2 «, ( 2 (6) 

und hieraus 

6) s. Schneider [ l 0 ] , S. 5 



14 M . H . O R Y A N 

< 
2^ 

2n 

Da > 0 ist, erhaelt man aus (4) 
2 

1—0 ( I — O ) loga n 

l im an
 2n = l im e liT^ 

Also ist l im 
n-*+<xj 

— 0 und erhaelt man r = 
l im " 

n-*+oo 

d.h. der Konvergenzradius von (1) ist unendlich. 

Es sei TI eine feste Zahl mit 0 < ri < — , die spaeter genauer bestimmt 
2 

wird und KL > 1 sei eine geeignete feste Zahl. Dann gilt für n > 7Y3(r]) > N2 

1 
An < a0 ... an < Kx aB^ < tf„2 . 

Denn aus (2) folgt für « > N3(ri) > JV2 

l o ga „ + I > 1 

(7) 

log an -q 

und hieraus hat man 

an < a2+i . (8) 

Man erhaelt hieraus die Ungleichung (7) genauso wie im Satz 1. 

C O „ 

2) Es seien ß - V ^ a" und ß„ a v . Wir schaetzen die Höhe 

von ßM nach oben ab. Hierfür wenden wir den Hilfssatz 1 auf das Polynom 

A. 
F(y, xö}..., xn+1) = Any~ > -±x,x"ll+i 

M=0 

an. Weil F(ß n , TJ0 t\n , a) = 0 ist, gilt 

-ff(ß„) < 32-1- i+<2'* fT(Tj0)'... ff(n„)f H(ay . 

Denn es sind g = /, d = l, lQ = 1 /;, = 1, — n und H= An. Sei 
: = i/(-n0) ... i/(T]Ar8-i). Dann folgt aus (5) für « > N3(r\) 
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l+o 
H(*]o)...H(rlt)<:K2(aNa...af) 2 

1+0 

< K2(a0 ... aj 2 . 

Mit einer geeigneten Konstante c = c (a) > 1 folgt hieraus 
i ( I + e> 

ff(ß„)< c« ' (a 0 . . . « „ ) 2 + / 

, + 0 - + i 
M i t cx: = c Kx

 2 erhaelt man hieraus und aus (7) 

-ff(ß„) < C/' f
 a / j ' ( l + 0 ) + 2 ( = cnt ajO+Q) . 

Andererseits gilt wegen (4) für n > NJr{) > A^Cn) 

Also gilt für n > A^On) 

ff(ß„) < fl/J'+'(3+6) = a„'<4+8> . 

Da 4 + 9 < 5 ist, erhaelt man für n > 7Y4(TJ) 
# ( ß „ ) < a„ 5 ' . (9) 

3) Jetzt beweisen wir, dass die Grade von ß,( für hinreichend grosses n 

konstant bleiben. Es gilt 
•B+ l 

I B ? + i - ß i i . I > I ß „ « > - P . » I - 2 h " + ' l | a 

Wenn ß^'V ß,/-0 ist, gilt nach Hilfssatz 3 und wegen (ß„)° < / 

i ß . ( , ) - p f l
w i ä - — c j ß } z j r > 

wobei c 2(i) —- • ^ — 2j—i— ist. Hieraus und aus (6) und (9) hat man 

(4t)~ (t + 1)~~2" 
für n > NJji) 

, R ( 0 o U ) t > c 2(i) 4 a 
|p«+i — Prt+i [ ^ " 

n + 1 

Wie im Satz 1 erhaelt man aus (2) und (4) für n > N5(r)) > A^n) 

4|"a|"'1'1 

an+l 

Also gilt für n > A^n) : Aus ß„ ( 'Vß ( J
0 ) folgt ^ ßü)^ f ü r j e d e s P a a r Qjy 

mit ij=j. Das bedeutet aber, dass die Grade der Glieder der Folge {ßM} für 
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n > N5(yi) nicht abnehmen. Da ausserdem (ß J () 0 < t ist, bleiben die Grade von 
ß„ fest von einem Index ab. Also gilt (ß„)° = q für n > N6(v]) > A^Orj) mit einem 
geeigneten positiven ganzrationaligen Teiler q von i . 

4) Wie im Satz 1 hat die Folge {ß n } eine solche Teilfolge {ß,, } , dass alle 
k . 

J 

Glieder derselben voneinander und von ß verschieden sind und deren Höhen 
monoton wachsend gegen + o ° streben. 

5) Es ist 

I ß - ß J H ^ U 
V=H+1 

Für n > NÄx\) folgt aus (6) 

¡"4-1 

1—B 
2 

1 + *H+1 

7 n + 2 

1-0 
2 

Andererseits gilt wegen (8) für n > A^On) 

0 < VM . , 
1—7) ' 

fl«+2 fl"+2 
< 

Da l im au = - f °° ist, folgt hieraus lim — = 0. Hieraus erhaelt man 
/ J - + + C O J I - * + O C £T 

für n > A^On) > A^Cn) 
, 2 1 1 
1 ! a | < — , da 

H + 2 ' 

> 0 und l a l > 0 

sind. Also hat man für n > A^fn) 

Hieraus ergibt sich für « > A^Cn) 
i i — i " + i 

I I 2 a 

" + 1 1 2 |af < ~ ( v = l , 2 , . . . ) . 

^ 2 ^ 2 2 

Ferner gilt wegen (4) für n > A'gt'n) > N7{i\) 

4 | a f + 1 < ö j f + 1
 4 

4|a| « + i 

1—6 
2 

Jetzt definieren wir für n > A^n) die Folge {.?'(«)} mit s'(n) : = *°S a*+1 . 
loga„ 

So erhaelt man für n > NAr\) 
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a 4 

j g 
Wegen (2) gilt l im s'(n) = + «>. Es sei i ( i i ) : = s'(n) — — für n >: NÄ-n). 

201 
Also folgt aus (9) und (10) 

\r„\< ! ¡ - 5 - = ' . (11) 
(H(ß„)) u 20 r WP»» 

Wenn wir (11) für die oben erwaehnte Teilfolge {ßw } schreiben, erhalten wir 
j 

für nkj > Ns(ri) 

0 < l ß - S ! < ^ r K W -
1 (12) 

Weil (ßn )° = q für nk >-. A^n) und l im Ä ( « a ) = + » sind, ist ß eine (/-Zahl 

und der (transzendente) Grad u * von ß ist höchstens gleich q, d.h. es ist 

H*(ß) < ? • (13) 

6) 1°) Es sei £? = 1. Da es immer 

u*(ß) > 1 (14) 

gilt, folgt aus (13) und (34) 

u*(ß) = 1 . 

2°) Es sei q > 1 und y sei eine algebraische Zahl vom Grade k < q und 
von der Höhe H. Dann gilt für irgend einen Index v 

I ß — y I = Mß — ßv) + (ßv — Y ) Î > I ßv — Y I — I ß — ßv | • 05 ) 

Da ßv und y für v > A^Cn) von verschiedenen Graden sind, sind ihre Minimal
polynome verschieden. Nach dem Hilfssatz 2 gilt für v > A^ftn) 

wobei 
1 

c3(i/, A) = 
(? + 1)* (Ä-+ 1)« ' 

ist. Wegen 

£ < g - i (1?) 
ist 
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2"-1 (g + l ) 9 " 1 gq 

cM k) > , , . — . (18) 

M i t der Bezeichnung cAq): = • folgt aus (16) und (18) 
S 4 (g + l ) 9 " 1 g" 

| ß y [ > ( 1 9 ) 

Hieraus und aus (9), (10), (15) und (17) bekommt man für v ~> iV8(rj) 

l ß " T l > ^ Ä ^ h^r- ( 2 0 ) 

" v + l 
Jetzt waehlen wir die Zahlen X und rj so, dass die Ungleichungen 

%^—^->5t(q- \) + q (21) 
4 

und 

1 -
> 5Xt(q- 1) + 9 (22) 

4TJ 

erfüllt werden. Man sieht leicht, dass es für die so gewaehlten Zahlen X und 

r j , X > 1 und 0 < TJ < gelten. Man bezeichne das neue iVg(rj) mit A r*( ,n), 

welches gemaess (21) und (22) fest gewaehlter Zahl 'q entspricht. Es sei aN* — H*. 

Dann gibt es für jedes H > H* ein n, so dass es gilt 

an<H<a„+1. (23) 

Ferner ist n > N*(r\) für / f > .ff*. Falls es für die oben gewaehlte Zahl X 

_!_ 

tfn^ (24) 

gilt, dann sind a„ < ff und all+1 > -ff'1. Jetzt nehmen wir v = n in (15) und 
(20). So erhaelt man aus (20) 

c 1 

Wegen (21), wenn H hinreichend gross genommen wird, kann es 

gemacht werden. Es gelte diese Ungleichung für H> Hl . Hieraus ergibt sich 
für H > max (.ff*, 7/,) 
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I ß _ y | > C J 1 . (25) 

Falls es für X die Beziehung (24) nicht gilt, dann gilt 

an+^ <H<aH+l. (26) 

Hieraus folgen aa+l < und a w + 1 > .ff. Jetzt nehmen wir v = n - f 1 in (15) 
und (20). So erhaelt man aus (20) 

j ß _ T ] > £+ 1 (27) 

"n+2 

Wegen (8) gilt an+1 < i £ + 2 für n > A r*(n) A^-n). Also folgt aus (27) 

c 1 
ß - Y l > 

an+l " n An 

und hieraus erhaelt man wegen (26) 

jy57i/(9-l)+<? ß - v l > „ „ , 1 4 _ , _ - 4 = r - (28) 
# 4" 

Wegen (22), wenn -ff hinreichend gross genommen wird, kann es 

4̂ 

gemacht werden. Diese Ungleichung gelte für H > H2 . Hieraus erhaelt man 
für H > max (.ff*, .ff2) 

I ß _ y I > C J 1 . ( 2 9 ) 

Also folgt aus (25) und (29) für .ff > max ( # * , Hx , #2) 

| ß - y | > (30) 

wobei c = c4(q)f2 und i = (# — 1) + # sind. Da diese Konstanten von H 

nicht abhaengen, und der Grad von y nur die Werte von 1 bis q—1 annehmen 
darf, folgt aus (30) 

u*(ß) > 9 • (31) 

So ergibt sich zusammen aus (13) und (31), dass es gilt 

H * ( ß ) = * . (32) 

Damit ist die Behauptung des Satzes in allen Teilen bewiesen. 
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Beispiele für den Satz 2. 1) Es sei K ein algebraischer Zahlkörper vom 
Grade s und a sei eine nicht verschwindende ganzalgebraische Zahl aus K. Wir 
betrachten die Potenzreihe 

fix) 

n=0 

wobei T|„ = an- und a > 0 mit | ot | < s\fa sind. Diese Potenzreihe erfüllt die 
Bedingungen des Satzes 2, denn es gilt 

und wegen 

gilt 

r loga„+j r (n + 1 ) ! 
hm - = hm —^— = + oo 
»-»+» loga f l M - » + W n ! 

# ('0„) < (2 h J ) ' = (2 1^1) ' = 2" l o T " 

log 7/ (T]„) _̂ « ! i log | a | + s log 2 
iog£i„ iiüogfl 

und es folgt daraus 

M 2ssJmL < i . 
«->+•» log ö„ 

2) Es sei K = Q (5), wobei 5 eine ganzalgebraische Zahl über Q vom 
Grade s. Die Folgen {rj„} und {a„} seien so gewaehlt, dass es gelten 

hm — - — — < — und hm -— • -- = + oo 
loga„ s «^+» logö„ 

mit ^ ; = + 5 + ... +/i._1("> 5 - ^ 0 , / f e Z U = 0, ... , J - I) 

und 

/<">: = rnax | //"> | . 
j=o 

Ferner sei an > 1 für n >: N0. Dann werden die Bedingungen des Satzes 2 
erfüllt. Denn es gilt nach dem Hilfssatz 1 mit einer geeigneten Konstante cx>0 

i i ( T ] „ ) < c,'* (/tn>)\ 

s - l 

da für das Polynom F(y, x) — y — /V
( K ) # v ist , 5) = 0. Hieraus erhaelt 

man 
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log an ~ log an 

Nach, den obigen Bedingungen über r|n und an sieht man leicht, dass die Bedin
gungen des Satzes 2 für die Potenzreihe 

CO 

fix) -

n = 0 

erfüllt sind. 

3) Wir können x\„ im obigen Beispiel noch verallgemeinerter nehmen, in
dem ,wir 

n 

Tt„ = 2 k§k und Ö„ > 1 für n > N0 

mit Bedingung (2) waehlen. Dann werden die Bedingungen des Satzes 2 erfüllt. 
Denn es existiert für jedes k solche ganzrationale Zahlen a//c)(0 < j < s), dass 
es gilt 

5* = a0^ -f- 8 + ... + as_,(k) S^1 

mit |a/«|< (1 + H(ß))k < (2 #(S))* (Hierfür siehe J.W.S. Cassels, A n 
Introduction to Diophantine Approximation, Cambridge University Press, 1957, 
S.107, Lemma 4). Hieraus folgt 

n 

n 

< 2 A 2 ' £ - f f ( 5 ) / c ( 1 + I 8 [ + . . . + | 8 r1) . 

M i t einer geeigneten Konstante c = c (8) > 0 erhaelt man hieraus 
n 

h j < c ^ £ ( 2 # ( 6 ) ) f e < c « (2 #(5))" ( « + 1 ) < m (4 #(5))" . 

Daraus folgt 
m„) < ( 2hh7|) s < (2cy n* (4H$))'* 

und 

log #Cn„) log 4_ff(5) + j log 77 + j log (2c) 
log AW log an 
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Da es «/log an —> - j - °o gilt für « -> + 0 0 , ist der Limes der rechten Seite der 
obigen Ungleichung Nul l für n-~> + Also sind die Bedingungen des Satzes 
2 erfüllt. 

Bemerkung 1. Es ist nicht möglich genaue Aussagen über die Zahl q im 
Satz 2 zu machen, wenn der Zahlkörper K beliebig gegeben ist. 

Zum Beispiel K sei ein beliebiger Zahlkörper vom Grade mindestens zwei. 
Es sei e eine arithmetische Einheit von K und r|n = E" . Ferner sei a„ > l 

für n > N0 und l im (log all+J\og an) = + 0 0 . In diesem Fall werden die 
« - »4-» 

Bedingungen des Satzes 2 erfüllt. Denn (2) ist vorausgesetzt und (3) folgt aus 

H(e") < (2\7~\y = 2S fs~h 

und 

log if(e") /w log ¡ 7 ] + J log 2 ^ 
log a,, ~ log aH 

da wegen (4) der Limes der rechten Seite der obigen Ungleichung Nul l ist. Es 
sei a = cT1, dann folgt 

Es gilt f(a)e U1 , denn es ist der Fall des Satzes für m = 1. Also hat man in 
diesem Beispiel t ~ s > 1, aber q = 1. 

Bemerkung 2. I n manchen speziellen Faellen kann man genaue Aussa
gen über q machen. Ein solcher Fall ist K = Q. I n diesem Fall wird Satz 2 auf 
Satz 1 induziert. Es gilt schon im Satz 1 q = t — m. 

Ein anderer spezieller Fall ist ae Q. In diesem Fall bekommt man q = t = s, 

wenn die Folge {nH} eine solche Teilfolge {n i ( } besitzt, dass die Grade deren 
k 

Glieder gleich s sind. Dieser Spezialfall wird unten als ein Satz ausgesprochen. 

Satz 3. Es seien die Bedingungen (2) und (3) für die Potenzreihe 

Z_/ an 

«=o 

erfüllt. Ferner sei a „ > 1 für n > N0 . Falls die Folge { T J J eine solche Teilfolge 
{r] n } besitzt, dass die Grade deren Glieder gleich s sind, dann gilt f(a) e U* 

k 

für a e Q - {0}. 

file:///7~/y
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Beweis. Es existiert für jedes n e Z+ ein nk mit nk > n und (n„ )° = s. 
k 

Es gilt mit einem geeigneten NQ' : aus ß„<'> ̂  ß/» folgt ^ ß</+] für 
jedes Paar (/',/) (/' ̂  j) und für n > N{)'. Es sei A ,̂, das erste Glied nach N0' mit 
Ol/v, )° = i , d.h. es gilt 

Dann können die Gleichungen 

nicht gleichzeitig erfüllt werden. Denn sonst erhielte man 

«O /CO 

Hieraus bekommt man ß/'Vß,, 0 1 für n > A ^ , d.h. es gilt (ß„)° = 5 für n>Nka 

Wenn man wie im Satz 2 weiter geht, erhaelt man /(a)e U* . 

Beispiele für den Satz 3. 1) Es sei b eine positive ganzrationale Zahl mit 
k\ß$ Z. Es seien n : = k\Jb und K: = Q (r\). Dann gilt [K : Q] = k. Wir 
nehmen Tjfl : = n " und : = mit Ö > 1 . Wir betrachten die Teilfolge {r\nj} 

{tij s 1 (mod k)). Die Grade der Glieder dieser Teilfolge sind gleich k. Für die 
Potenzreihe 

Z-t an 

werden die Bedingungen (2) und (3) erfüllt. Denn es existiert eine geeignete 
Konstante c1 > 0 nach dem Hilfssatz 1 mit H(y\J < c/', da für das Polynom 
F(y, x) = y — x" F(r\n , n) = 0 ist. Hieraus bekommt man log H(T\n) < n log cx 

und daraus J i m — i ^ ü n L = 0 < 1. Also ist (3) erfüllt. (2) folgt sofort aus 
«->+« log alt 

der Definition von an . 

2) Es sei t, /-te Einheitswurzel, d.h. es sei ^ — 1 = 0 . Es gilt 
[Q(Q : Q(i;+r 1 ) ]=2 und für jedes neZ r + C " e Q ^ + O - Es sei s=cp(/)/2, 
dann hat man [Q(£ + : Q] = J . Für n s 1 (mod /) erhaelt man ^" 4- = 
= £ 4- r 1 e Q(£ + C1) • Wir nehmen n„ : = ^" + und o„ : = a n l (a > 1). 
Es gilt ( i i r t )°—i für nk = 1 (mod /). Da es für das Polynom F(>>, x)=x"y—x1"— 1 

gilt .FOi,,, 0 = 0, folgt aus dem Hilfssatz 1 -ff(r|„) < c/', wobei q eine geeignete 
positive Zahl ist. Hieraus ergibt sich 

T g 1 0 8 ^ = 0 , 
n- + «> logö„ 
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d.h. (3) ist erfüllt. Ferner folgt (2) aus der Definition von an . Also sind die 
Bedingungen des Satzes 3 erfüllt. 

ZWEITER T E I L 

Der p - adische Fall 

Wir legen in diesem Teil den Henselschen p-adischen Körper Qp zugrunde. 
Alle hier vorkommenden Zahlen werden aus Qp entnommen. 

§ 1. 

Hilfssatz 1. Es seien a,- (/= 1, ..., k) algebraische Zahlen aus Qp und 
es sei [Q (al , ... ,a.k) : Q] = g. Es sei ferner n eine weitere algebraische Zahl,, 
die mit a,- durch eine Relation F(r\, at, ..., ak) = 0 verbunden sein möge, wobei 
F(y> A'J , ... , xk) ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten und in y von 
mindestens erstem Grad ist. Dann ist der Grad von n •< dg und es gilt für die 
Höhe A(r|) von r| folgende Abschaetzung: 

AOl) < 32*+«^+-+ i*>*//*/i(a ])^...Ä(aAyA* • 

Dabei bedeutet d den Grad von F{y, xL , xk) nach y, lj denjenigen von 
F(v, xx , ... , xk) nach x} (J = 1, ... , /c), H das Maximum der Absolutbetraege 
der Koeffizienten von F(y,x1 , ... ,xk) (Orhan S. Icen [*], S.25). 

Hilfssatz 2. Es sei P{x) = kn x" + ... - f k0 ein Polynom mit ganzen ratio
nalen Koeffizienten. Wenn , ... ,an die Nullstellen von P(x) mit a f ^ aj (i ^ j) 

sind, dann gilt 

1 c 

a, — a f „ >; H{Pf 

Dabei ist c eine geeignete positive Konstante, die nur von n und p abhaengt 
(J.F.Morrison [ 9 ] , S.336). 

Hilfssatz 3. Es sei P(x) — l„x" - f ... + /0 ein Polynom mit ganzen ratio
nalen Koeffizienten und vom Grade n und von der Höhe U(P). Es sei ferner a 
eine algebraische Zahl vom Grade N und von der Höhe H(a). Dann gilt 

(n+N)\(H(P)r(H(a))" 

wobei \a\p = p~* und t = min (0, h) sind (K. Mahler [ 8 ] , S.181). 
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Hiifssatz 4. Es sei P(x) ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffizienten 
und von der Höhe B(P). Wenn P(a) == 0 ist, dann gilt 

i a | p > (H(P))-1 

<J.F.Morrison [ 9 ] , S.337). 

§ 2. SATZ 4 

I m Körper Qp betrachten wir die Potenzreihe 

wobei an , bn von Nul l verschiedene ganze rationale Zahlen mit (an, b„) — 1 und 
an > 0 sind. Es seien im folgenden \cn\p= p~u>>, An = [aQ, ... , a„] und 

n 
Cn : = max ( cv \ ^ . 

v=0 

4. Es sei a ^ 0 eine algebraische Zahl vom Grade m und es sei 
un > 0 für n > N0 . Wenn es ferner gilt 

H m J < « ± i _ = + ^ . ( 2 ) 

und 

l i m ' o g ^ - C J < + ~ , (3) 

•dann ist der Konvergenzradius von /(x) unendlich und die j?-adische Zahl f(a) 

gehört der Unterklasse Um . 

Beweis. 1) Wir beweisen zuerst, dass der Konvergenzradius von (1) unend
l ich ist. Es gilt 

r = --• - = — = h m » „ . 
l im V k J , ^ 

n-* + oo n-> + m ^ 

AVegen (2) gilt if„ +, > 2H„ für hinreichend grosses n- Daraus folgt für 77 > Nl > A^ 

u„ > 2 " - 1 - J V ' « W L . 

Hieraus erhaelt man 
lim un = + oo . (4) 
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. u 2"~x~Nl uN 2" 
Da ferner — > — und l im — = + °° ist, folgt 

n n n 

l im = + ™ . (5) 
n-> + <o n 

Also erhaelt man folglich r = + . 

ro n 

2) Es seien ß = c„ a" und ßn = cv a\ U m die Höhe von ß„ nach 

oben abzuschätzen, wenden wir den Hilfssatz 1 auf das Polynom 

F(yt x) = A„y ~^An c» 

an. Da .F(ß„ , a) = 0 ist, gilt 

< 3i«--+--* c „ r H ( a r < C j
n w i u f l c„r, 

wobei q > 1 eine geeignete Konstante ist. Wegen (3) erhaelt man mit einer 
geeigneten Konstante c2 > 0 für hinreichend grosses n 

-ff(ß„) < cx
Bm pr*"». 

Da es aus (5) für hinreichend grosses n folgt 

C"m •— p"»>fogpCi < p'if/t ( 

erhaelt man für n > Nz > Nx mit c3 = c2 + «2 

if(ß„) < pf-e*+m'*u» = pc»"« . (6) 

3) Wir beweisen jetzt, dass die Grade von ß„ für hinreichend grosses n 

gleich m sind. Diese Tatsache ist trivial für m = l, also sei im folgenden m > L 
Es gilt 

P? +. - AI, = W " - ß . « + cn+l (a<"" + 1 - a ' ^ + ' ) . 

Wenn ß„ ( i ) ß n
( » ist, gilt nach Hilfssatz 2 und wegen (ßB)° < m 

wobei c4(m,_p) eine geeignete positive Konstante ist. Aus (6) folgt für n > N2 

| ß W _ ß O ) | > C 4 ( m » - P ) 
I P " P " ' P ™ ^jc a{HI—I)tf„ • 

m 
Es sei max (| ct ( f ) | p) = p~k, daraus folgt 
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| a ( i ) n + 1 _ a<;>" + 1 \p < max (| a«> \p , | ttW U ) n + 1 < / T ^ 1 ) * . 

Hieraus erhaelt man 

\cn+i\P\^"+1-a^+l \P<P~u^°'+i)k. 

Wegen (2), (4) und (5) gilt aber 

für n > Nz > N2 . Also gilt für n > Nz 

l ß , (
( i > -ß „ 0 ) \P>\cn+1\P\^"+1 -<*J)n+l U 

und hieraus erhaelt man für n > N3 

lp -

Daraus ergibt sich für n > : aus ß/ 0 ^ ß„ 0 ) folgt f%}
+1 ^ ßi/ji für jedes 

Paar mit / =̂  j . Ferner dürfen die Gleichungen 

ß* ( 0 = ß* 0 > (Ar = « , » + l , « + 2 ) ( i * . / ) 

nicht gleichzeitig gelten. Denn sonst ergaebe sich wegen a ^ O aus 

P n + 2 — P n + 1 _ = P n + 2 ~ Pn+1 

ß f t i - ß « ß i i i - ß ^ 
a(/) _ a o) _ D a s Waere dann ein Widerspruch, weil ja (a)° = m ist. Also ist für 
mindestens einen von den Indizes n = N3, N3 + 1, N3 + 2 ß„ w ^ ß,/-i) für ein 
bestimmtes Paar Da die Paare (i j) von endlicher Anzahl sind, folgt 
aus dem obigen Resultat, dass für n > N4 > N3 - f 2 und jedes Paar (*',/) (i ^ /) 
gilt ß„ c o ß„ u ) . Also ist (ß„)° = m für n>N4. 

4) Es seien für « > A^ die Minimal polynome von ß„ 

P»{x) = / 0 + / i * + ... +/ „ *m W G Z , f = 0, 1, ... , m). 

Es gilt 

P«®) = P&«+0 = rnyn, (7) 

wobei 

Y, = / i + / 2 (2 ß„ + O + ... + / M (m ß/- 1 + ('2") ß/- 2 + ... + C " 1 ) 

ist. Es gilt j cn a" \p = p-<#n+kn) und 1 + -n!-~ > — wegen (5) für n > N5> N4. 
un 2 

Hieraus folgt für n > N5 

2 I c„ a \p < ̂  

Da die Folge {w j wegen (2) für n> N6 ~> N5 monoton waechst, gilt für n > N6 
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I rn \p — m a x ( I Cn+1 \p\a\p + 1 » I C,i+2 \p \ a\p + 2 ) •••) 

< maxQ> 2 , p 2 , ...)• 

Daraus erhaelt man 

Es gilt ferner 

| Y„ U < ™ x { l/v (v ß/" 1 + Q ß n
v- 2 r„ + ... + r^) \p} . 

Da l/v lp ^ 1 und | Q < 1 (1 < x < v) sind, erhaelt man 

| y „ U < max{l ,|ß„| p ,|r„ I , } - 1 . 

Weil l im | ß„ \p = | ß |p und l im j rn \p = 0 sind, ergibt sich für n>N7>N6 mit 
n-* + m H-> + <o 

einer geeigneten Konstante 

I y J , < / • (9) 

Es folgt aus (7) 

l-P«(ß) U = i ' ' J p l y J p -

Hieraus und aus (8) und (9) folgt für n > N7 

l ^ ( ß ) I , < 2 • 

Es sei 5„: = - i k t L - + — i - . Wegen (2) und (4) gilt l im %tt = + °o. Es 

folgt aus der Definition von 

/ 1 
\p 

2 p 2 

Hieraus folgt wegen (6) 

I P M \p — — ^ • OO) 

Die Folge {ß„} hat unendlich viele voneinander verschiedene Glieder. Man kann 
diese Eigenschaft wie im Satz 1 zeigen. 

Wir betrachten die Folge der Minimalpolynome {P„} von Gliedern der 
Folge {ß„}. Unendlich viele Polynome in dieser Folge sind voneinander 
verschieden, denn sonst müsste {P„} aus Wiederholungen endlich vieler 
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Polynome bestehen. Daraus würde folgen, dass nur endlich viele Glieder 
von {ß„} voneinander verschieden sind. Das v/aere ein Widerspruch, weil 
{$„} unendlich viele voneinander verschiedene Glieder hat. Also hat {P„} 

eine unendliche Teilfolge {P„ } mit ganz verschiedenen Gliedern. Da die 
k 

P„ unzerlegbar sind, kann ß Nullstelle von höchstens einem P„ sein. Im 
k k 

Gegebenenfall kann man endlich viele Glieder aus dem Anfang der {P„ } aus-
k 

lassen, so dass es für nk > jV8 > N7 immer Pn (ß) ^ 0 gilt. Andererseits können 
k 

die Höhen von Pn wegen (Pn )° ~ m nach oben nicht beschraenkt sein. Denn 
k k 

sonst waeren Pn in endlicher Anzahl. Also hat {Pn } eine Teilfolge {Pn } derart, 
k k k. 

J 

K 
i 

dass H{Pn ) = H(ß„ ) monoton wachsend gegen + °« strebt. Es sei s„ : = •—-
k. k. k . Je-

J J J AC3 
für nkj > iV 8 , dann gilt 

1 

Wegen l im ?;„ = + «> gilt l im sn ~ -\- °°. Daraus folgt wegen (Pn )° = m 

u(ß)< m. (11) 

5) 1°) Es sei m — 1. Da es immer 

m s= i (i2> 
gilt, folgt aus (11) und (12) 

H ( ß ) = l . 

2°) Es sei m > 1 und P(x) sei ein Polynom mit ganzen rationalen Koeffi
zienten und vom Grade 1 < .v < m — 1. Dann gilt für irgendeinen Index v 

P(ß) = P(ß v) + r, Yv • (13) 

Weil (ßv)° = m für v > Ns ist, gilt P(ß v) ?* 0. Es gilt nach dem Hilfssatz 3 

w - 1 
im + sy. H{py 

mit | ßv \p ~ p~kv und fv = min (0, kv). Da l im j ßv \p = | ß |p gilt, ist die Folge 

{/cv} von unten beschraenkt. Denn sonst waere 

i ß| p = l im|ß v \p = \imp-^= + oo. 

Also gilt — <=° < k < kv mit einer geeigneten Konstante k < 0. Daraus folgt 

k < tv < 0 wegen i v = min (0, Ä:v). Hieraus erhaelt man 



30 M . H . O R Y A N 

|P(ß v )b,> P^L , (14) 

weil jp<F"—1)/v >: pim~l)k~ ist. Es gilt s < m — 1 und daraus erhaelt man 

n(m—\)k n(m—i)k 

= : c7(m, />) -
( j - fm ) ! ~ (2m - 1)! 

Also folgt hieraus und aus (14) 

i>(ßv) L > - 7 — . (15) 
tfißv)""1 H{P)m 

Man bekommt aus (15) und (6) 

Ferner gilt wegen (8) und (9) für v > A^ 

I r, U < /p 2 • (17) 

Wir waehlen jetzt die Zahlen X und n so, dass die Ungleichungen 

— > c3(m - 1) + IM (18) 
2 

und 

— > X c3(m - 1) + m (19) 
2 

erfüllt werden. Es ist leicht zu sehen, dass X > 1 und n > 0 sind. Wegen (2) gilt 
für v > A^n) > Ns 

n wv < M v + 1 . (20) 

Es sei nun N* = N8 und H* = p"N*. Dann gibt es für jedes H — H(P) > H* 

ein « , so dass es gilt 

pu« < Jff< + 

Ferner ist n > A *̂ für H> H*. Falls es für die oben gewaehlte Zahl X 

pu"< H<p * (21) 

gilt, dann sind < -ff und -ff < ^ H " + i . Hieraus bekommt man 

und 

(22) 
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un+t X 

Ip 2 s / i T T . (23) 

Wegen (18) kann man für hinreichend grosses n 

c7 

machen. Diese Ungleichung gelte für H > Hi, Hieraus erhaelt man für H> Hx 

ffca(,in—l) + m ± 
> • (24) 

Wir schreiben jetzt (13), (16) und (17) für V = H und erhalfen dann wegen 

P(ß) = P(ß„) + r„y, t, (25) 

w ^ T ^ k ^ <26> 
\rn\P\ln\p<lp T ^ . (27) 

Es folgt aus (22), (23), (24), (26) und (27) 

\mt)\P>\r„\P.\yn\P- (28) 

Man erhaelt aus (25) und (28) für n > N* und H > max (H*, Hx) 

| P(ß) \p = | i>(ß„) |„. 

Hieraus und aus (22) und (26) erhaelt man 

I W) \P • (29) 

Falls es für X die Beziehung (19) nicht gilt, dann gilt 

~<H<p n + l , (30) 

Hieraus folgen < j f x und _ff < _p"«+i . Wenn wir v = n + 1 in (13), 
(16), (17) und (20) nehmen, dann erhalten wir 

W ) = -P (ß ,+ i )+r B + i7 .+ i » (31) 

^ ; + t / F - - ( 3 2 ) 

k«+i l i » lY«+iL»£ ^ ^ > (33) 

r| K ä + 1 < z;„ + 2 . (34) 

Da < ist, folgt aus (32) 
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lP (ß, l + 1 )| P > 7 . (35 ) 

Ferner erhaelt man aus (33) und (34 ) 

I ' Y M \p\y„+i \P^lp 2 <IH 2 . ( 36 ) 

Wegen (19) kann man für hinreichend grosses B 

l 
l{2 -> fjic^m— + m 

machen. Diese Ungleichung gelte für H > II2 . Hieraus folgt für B > Hz 

Cn l 
ff?,cu(ni—])+») JL 

2 

(37) 

Man erhaelt aus (35), (36), (37) 

I P0n+ö l > I r*+i ü \P • 08 ) 

Wegen (31) und (38) gilt für n > N* und H> max (iT*, 7/2) 

Hieraus und aus (35) folgt 

| iXß) l > C l . (39) 

Also ergibt sich aus (29) und (39) für B > max (H*, Hx, ff2) 

| p ( ß ) l „ > - 4 , (40 ) 

wobei c = c7 und 5 = 5LC3 (m — 1) - f m sind. Weil diese Konstanten von B nicht 
abhaengen und der Grad von Pix) nur die Werte von 1 bis m ~ 1 annehmen 
darf, folgt aus (40 ) 

u(ß) > m . ( 4 1 ) 

So ergibt sich zusammen aus ( 1 1 ) und ( 4 1 ) ,dass es gilt 

H(ß) = m . ( 42 ) 

Damit ist der Satz 4 in allen Teilen bewiesen. 

CO CO 

Beispiele für den Satz 4. 1 ) fix) = ^ p"' x" ; f(x) = ^ x" • 

« = 0 n = 0 



ÜBER GEWISSE P O T E N Z R E I H E N 33 

2) Es sei f(x) = V - ^ ! _ mit (rn , p) = (sn ,p)=l, 

71=0 

< c>"! und A„ — [sQ , ... , s„] < C2p"1, wobei ClfC2>\ Konstanten 

sind. Dann gilt mit cn = ~-p* 
s„ 

Hier gilt 

3 ± L . = <" +
 = „ + ! ^ + oo (für „ - > + «>) 

und 

logM,C„) = l o g p X H + l o g p C w ^ n ü o g p ^ + n ü o g p ^ = J o g c + ] o g c < + ^ ^ 
«„ n! «! 

Daraus folgen die Bedingungen (2) und (3). Als ein Beispiel hierfür kann 

CO 

zi, P . r + \ p 

gegeben werden. 

§ 3. SATZ 5 

Wir betrachten im Körper Qp die Potenzreihe 
DJ 

/ M - V ^ " (c, = (1) 

K = 0 

wobei v\n (n = 0, 1,...) von Nul l verschiedene ganzalgebraische Zahlen aus einem 
Zahlkörper K vom Grade s und an positive ganzrationale Zahlen sind. Es sei 
a eine von Nul l verschiedene algebraische Zahl vom Grade m. Es sei ferner 

.1 s 

max (| c..(i) L) = p~"n , max ( | a ( i ) \p) = p~k 

und A„ : = [aQ,Ö„] und Hn bezeichne die Höhe von n n . Sei L eine algebraische 
Erweiterung von Q vom niedrigsten Grad t mit KCL und Q(a)CL. Dann gilt 
t > m, J . 
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Satz 5. Es sei die Potenzreihe 

CO 

wie oben gegeben. Es seien ferner u„ > 0 für n > N0 , 

u l im = + oo (2) 

und 

5 l o f r K J J < + ^ { 3 ) 

Dann ist der Konvergenzradius von f(x) unendlich und mit einem geeigneten 
positiven ganzrationalen Teiler q von t g i l t/(a)e Uq . 

Beweis. 1) Es gilt 

1 1 3 L 
r = — — — — —- lim p n . 

. u„ 1 

l im ' V i cn \p l im p V 
n->-f-"> 

Da es wegen (2) für hinreichend grosses n ull+l > 2un ist, gilt für n > > A^ 

«„ > 2 « - ' - ^ ' uNl. 

Daraus folgt 

lim un = + «*> . (4)> 
„-.+« 

Da es andererseits —1* > — L und l im — = + <*> gelten, erhaelt man 
n n n 

l im = + - . (5) 

Hieraus folgt r — + °° . 

to n 

2) Es seien ß = V ^ a " und p ^ V ^ o ' . U m die Höhe von ß„ 
Z w a„ av 

n = 0 v = 0 

nach oben abzuschätzen, wenden wir den Hilfssatz 1 auf das Polynom 

II 

F(y, xQ , x „ f I ) = Ä „ y x , x\l+l 

v - 0 

an. Weil F($n , n 0 , y \ n ,a) = 0 ist, gilt mit einer geeigneten Konstante cQ > 0 



ÜBER GEWISSE P O T E N Z R E I H E N 35 

tf(ß„) < 32-u+W An'Ha' ... H^HW 

< c0»>An>Jf0>...Hn'. 

Nach (2) und (3) folgt 

l im M„ + 1/log p (An H„) = + oo . 
„-.+«> 

Es folgt ferner aus dem Hilfssatz 4 

•da j a,,^ \p < 1 ist. Hieraus erhaelt man w n + 1 < log p £T„+1 und wegen .4,, > 1 

Iog p (An Hn) log p H„ 

Da für n -> + 0 0 die linke Seite der obigen Gleichung gegen + •» strebt, 
strebt auch die rechte Seite derselben für n —> + 0 0 gegen + °<> , d.h. es gilt 

H m J o g p j ^ = + ^ 
log p if„ 

Daraus folgt mit einer geeigneten Konstante v mit 0 < v < ~ für n >: A^ > A^ 

Es sei K0 : = H0 ... HN3~I , dann gilt 

i / 0 ... ff„ < H 0 ... ffWf_, . HN, ... Hn < AT0. Z V " + - + i 

Hieraus folgt für n > N2 

H®n) < C o - ' 4 / i r * < C l - ' {A„ Hny, 

wobei Cj > 0 eine geeignete Konstante ist. Es gilt wegen (5) für hinreichend 
grosses n 

Cj? ( = p""^°SpCi < pu" , 

Andererseits gilt wegen (3) für hinreichend grosses n mit einer geeigneten 
Konstante c2 > 0 

An HH < p*** . 

Also erhaelt man für n > A^ > AT2 

i?(ß,;) < £»» + 2 '^», , = pc*"n . (6) 

3) Wir beweisen jetzt, dass die Grade von ß„ für hinreichend grosses n 

konstant bleiben. Es gilt 
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Wenn ß„ ( i ) ^ ß„('> ist, gilt wegen (ß„)° = dn < / und nach Hilfssatz 2 und (2) 
für n > iV3 

I ß (O ^ ß O) | > cMt>P) > 
1 P n p" ]p ~ n$ny-> ~ ^ . o - i ) » » ' 

Da es < i gilt, ist die Anzahl von c4(d„ , />) endlich. Es sei c5 = c5 {t, p) = 

min {c4(d„ , p)}, dann gilt c5 > 0 wegen c4(^„ , ̂ ) > 0. Hieraus folgt für n > A^ 

I ß (0 _ ß 0 ) I > . 

Es gilt ferner 

i < & i a ( 0 " " ! " 1 - ° w " + 1 1 - * m a x < I * i I - 1 ° ( 0 l ; + 1 • I c K i I P l a W t + ' ) 

Aus (2), (4) und (5) folgt für hinreichend grosses n 

c. 1 

Also gilt für n > N4 > N3 

Daraus folgt für n>N4: aus ßw<0 ^ ß ^ folgt ßj/^ ^ ßj/^ für jedes Paar 
mit i j . Das bedeutet aber, dass die Grade der Glieder der Folge {ß„} 

für n> N4 nicht abnehmen. Da ausserdem (ß„)° < t ist, bleiben die Grade von 
ßH fest von einem Index ab. Also gilt (ß„)Q = q für n > Ns > N4 mit einem 
geeigneten positiven ganzrationalen Teiler q von /. 

4) Es sei 

P»(x) =/0 +/ x + ... + / , (/fe Z , / = 0, 1, 3 ) 

das Minimalpolynom von ß„ für n > N5. Es gilt 

Pjß) = P»®„ + r,) = rHya, (7) 
wobei 

y„ = /, + / 2 (2 ßw + r n ) + ... +/,(? ß/"1 + ... + r/- 1 ) 

ist. Es ist | c.n et" | p =p-<t<* + / i n l und es gilt 1 + — > — f ü r H > > wegen. 
un 2 

(5). Daraus folgt für n > N6 

\c„a"\p<p 2 . 

Da die Folge { « „ } wegen (2) für n > N7 > N6 monoton waechst, erhaelt man 
wie im Satz 4 für n > N7 
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und 

[ y j , < m a x { l J ß J , J r , 1 U ' 7 - 1 . 

Da es lim | ß„ \p — | ß \p und l im | r„ |p = 0 sind, gilt für n>:Ns>N7 mit einer 
n-> + co n-i-fco 

geeigneten Konstante / > 0 

I Y J P ^ (9) 

Es folgt aus (7) 

l ^ ( ß ) l , = k U Y J „ . 

Hieraus und aus (8) und (9) folgt für n > 7YB 

»«+1 

2 log„ y 
Es sei ^„ : = H — . Dann gilt nach (2) und (4) l im 5 f l = + « . . 

Daraus erhaelt man 

A ( ß ) L < = — - r — 
" ( l ' f i " n 

P 2 p 2 

und wegen (6) 

l ^ ( ß ) l ^ ( 1 0> 
7?(ß„)-^-

Wie im Satz 4 besitzt die Folge {Pn} eine solche Teilfolge {Pn }, dass alle 

Glieder derselben voneinander verschieden und Pn (ß) ^ 0 sind und deren 
k. j 

Höhen H{P„ ) = ii(ß„ ) monoton wachsend gegen + °o streben. Es sei 
fe. k. 

s„ : — - für nn > und man schreibe (10) für die Folge {Pn } , dann 
kj 2c3 *, kj 

erhaelt man für nkj >: N& 

o*\pn .(ß)|P< 
fc7 

Da l im £n = + oo ist, gilt l im s„ ~ + °° . Wegen (P„ )° = £jr gilt hieraus 
n-i+co y-> + » fe_/ 

M ß ) ^ ^ - (11) 
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5) 1°) Es sei q = 1. Da es immer gilt 

H<ß) ^ 1 , (12) 
folgt aus (11) und (12) 

(t(ß) = 1 • 

2°) Es sei q > 1 und P(x) sei ein Polynom vom Grade r ( l < r < q) mit 
ganz rationalen Koeffizienten. Dann gilt für irgendeinen Index v 

P(ß) = P ( ß v ) + r v Y v (13) 

Da es für v > Ns (ßv)° = g ist, gilt i>(ßy) ^ 0. Es folgt aus dem Hilfssatz 3 mit 

I ßv \P = P~k* u n d *v = ™n (0, /cv) 

P(ß,) \P > ^ — - (14) 
<r + ?)!i/(ß vy 

Da es lim | ßy \p = | ß ^ ist, ist die Folge {kv} von unten beschraenkt. Denn 
v-> + aj 

sonst waere 

lß| i, = lim|ß v| p = l i m ^ A v = + ~ . 

Das widerspricht der Tatsche, dass (1) für x = a konvergiert. Also gilt 
— oo < /c < kv mit einer geeigneten Konstante k < 0. Daraus folgt k < fv < 0 
und wegen r < # — 1 

i r r " = c « • (r + 3 ) I ~ ( 2 ? - 1)! 

Also erhaelt man aus (14) 

P(ß v) L > — - •. (15) 

Es folgt aus (15) wegen (6) 

i>(ßv) L >: * . (16) 

Es gilt ferner wegen (8) und (9) für v > Na 

| i * v | p j y v | p < //> 2 . 

Wir waehlen die Zahlen X und n so, dass die Ungleichungen 

X 

und 

> c,(q - 1) + q (18) 

^ - > Ä . c 3 ( i - 1 ) + ? (19) 
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erfüllt werden. Man sieht leicht, dass es X > 1 und T| > 0 gelten. Aus (2) folgt 
für v > N9(y\) > N3 

nuv<uv+1. (20) 

Es seien N* = Ns und H* = p"N*. Es existiert für jedes H = H(P) > H* ein 
solches n, dass es gilt 

Es gilt ferner n >: N* für H > H* . Falls es für die gemaess (18) gewaehlte 
Zahl X gilt 

pli" <H<p-^T~ , (21) 

dann gelten pUn < H und H}' < pUn+i . Hieraus erhaelt man 

(22) 

und 

lp~ 2 <IH~ 2 . (23) 

Wegen (18) kann man für hinreichend grosses H 

±- l 

machen. Diese Ungleichung gelte für H > H1. Hieraus bekommt man für H > i / j 

C e > ~ l - r . (24) 
# 2 

Wir nehmen v = n in (13), (16) und (17) wegen n > N* > Ns. Also erhaelt man 

^(ß) = -P(ß„)+'-„Y„, (25) 

und 

I z - J ^ y J ^ / ^ ^ . (27) 

Aus (22), (23), (24), (26) und (27) folgt 

\nMP>\rnUyn\P- (28) 

Wegen (25) und (29) erhaelt man für n > N* und H > max ( i i * , 

Daraus und aus (22) und (26) folgt 
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I m 1 * -,f£™ • ( 2 9 ) 

Falls es für die oben gewaehlte Zahl X (21) nicht erfüllt, dann gilt 

p x < H < />"»+' . (30) 

Hieraus gelten plf"+< < Hx und H < pl'n+l. Wir nehmen in diesem Fall 
v = n + 1 in (13), (16), (17) und (20). Dann gelten 

P(ß) = P (ß B + J ) + r ( 1 + l Y b + , > (31) 

1 P(ß, ; + l ) I , > — — § — , (32) 

I W 7„+] (/> ̂ 2 > (33) 

n un+1 < w„ + 2 . (34) 

Wegen < # x folgt aus (32) 

\P($n+i)\p>---^—r. (35) 
ff*cH(q— l) + q 

Ferner folgt aus (33) und (34) 

I Ul T „ + , \P * Ip- " ^ < / H " " ^ . (36) 

Wegen (19) kann man für hinreichend grosses H 

^ l 

machen. Diese Ungleichung gelte für H > H2. Dann folgt für H > H2 

> - V - (37) 
# 2 

Man erhaelt aus (35), (36) und (37) 

\PiS>n+i)\p>\rn+x\p\vti+il- (38) 

Also folgt aus (31) und (38) für n > TV* und H > max ( # * , i Q 

l^(ß)|p = l -P (ß„ + i ) I , -

Hieraus und aus (35) erhaelt man 

I P(&) l > . (39) 

Also ergibt sich aus (29) und (39) für H > max ( I i * , Hx , H2) 
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\m \P> 
H1 

(40) 

wobei c = c6 und s = X c3(q — 1) + q sind. Da diese Konstanten von H nicht 
abhaengen, und der Grad von P(x) nur die Werte von 1 bis q — 1 annehmen 
darf, erhaelt man 

u(ß) > q . (41) 

So ergibt sich zusammen aus (11) und (41), dass es gilt 

M<ß) = i - (42) 

Damit ist die Behauptung des Satzes 5 in allen Teilen bewiesen. 

Bemerkung. Obwohl der Satz 1 ein Spezialfall des Satzes 2 für m — L ist, 
ist der Fall des Satzes 5 für s = 1 mit dem Satz 4 nicht ganz übereinstimmt, 

Beispiele für den Satz 5. 1) Es seien rj„ — r\" pn! und an = anl in der 
Potenzreihe -

CO 

wobei a (a > 1) eine, positive ganzrationale Zahl mit (a,p)~ 1 und T\eK mit 
T| 2 — b = 0 und b keinen quadratischen Rest mod p sind. Dann gilt 

3.n_ = h i \P"p^=p —kn—n! 

Hieraus folgt 

p un == max 
2 

na 3JH 
an p 

.Tk. 

denn es gilt — 5 — . Daraus erhaelt man un — n\ + kn. Es gilt 
a 

« „ + 1 (n + ! ) ! + * ( « + 1) 
+ 0 0 ( für « - * + oo ) . 

w„ n\ -\- kn 

Wenn wir den Hilfssatz 1 auf das Polynom F(z, y) = z — y" anwenden, dann 
gilt mit einer geeigneten Konstante cx > 0 

Hieraus und wegen Än = a"1 folgt 

log,, (A„ HN) l im — < log„ a < + co-. 

Also wird die Bedingung (3) des Satzes 5 erfüllt. Es ist leicht zu sehen, dass (2) 
aus der Definition von an folgt. In diesem Beispiel ist s = 2. ' 
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İ STANBUL ÜNİVERSİTESİ 
F E N FAKÜLTES İ 
M A T E M A T İ K B Ö L Ü M Ü 
VEZNECÎLER- İSTANBUL 

Ö Z E T 

B u çalışmada, bel ir l i şartlar altında cebirsel argümanlar için Mahler ' in U m 

alt sınıfında değer alan ve katsaydan cebirsel olan kuvvet serileri incelen
mektedir. 


