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UBER DIE UNTERKLASSEN U, DER MAHLERSCHEN
KEASSENEINTEILUNG DER TRANSZENDENTEN FORMALEN
LAURENTREIHEN

M. H. ORYAN

Es sei K der bekannte Korper der formalen Laurentreihen itber einem
endlichen K&rper F. Die klassische Theorie der transzendenten Zahlen hat
ihres Analogen in K, Man kann in Analogie zur klassischen Theorie die
Klasseneinteilung der formalen Laurentreihen nach Mahler untersuchen.

In der vorliegenden Arbeit werden transzendente Taurentreihen in
den Unterklassen U, als Funktionswerte gewisser Potenzreihen und Liicken-
reihen fiir algebraische Argumente konstruiert. Hierfir wird eine Methode
auf den Kérper K iibertragen, die der Author [®] im klassischen und
p-adischen Fall angewandt hat, um neue transzendente Zahlen in Mah-~
lerschen Unterklassen U, (m>>0) zu konstruieren, '

Also wird hierdurch auch gezeigt, dass die- Unterklassen U, der
transzendenten formalen Laurentreihen nicht leer sind., Die entsprechende
Tatsache im klassischen Fall ist schon von LeVeque [*] in 1953 bewiesen

worden.

§ 1. EINFUHRUNG

Es sei F ein endlicher Kérper mit g = p* Elementen, p eine Primzahl und
k eine ganze positive Zahl. Bs bedeute F[x] der Ring der Polynome itber F und
F(x) der Quotientenkdrper von Fix]. Fiir a= Fx] sel 0a der genaue Grad von
a falls @ # 0, bzw. 90 : = — oo, Durch die Festsetzung |a/b|: = g® 2 fiir
a,be F[x], b # 0, in F(x) eine non-archimediane Bewertung eingefithrt. X sei
die Vervollstaendigung von F(x) beziiglich dieser Bewertung. X ist der bekannte
Korper der formalen Laurentreihen iiber F.

Die klassische Theorie der transzendenten Zahlen hat ihres Analogon in K
Man kann in Analogie zur klassischen Theorie die Klasseneinteilung der for-
malen Laurentreihen nach Mahler untersuchen. _

oe K heisst algebraisch itber #(x), wenn o Nullstelle eines nichttrivialen
POl'yans mit Koeffizienten aus Ffx] ist; andernfalls héisst o transzendent (iiber
F(x)). Sei @ algebraisch iiber  F(x), dann heisst ein Polynom P(y) iiber Ffx] das
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Minimalpolynom von o, falls es P(@) =0, die Koeffizienten von P(y) teilerfremd
und P(y) vom niedrigsten Grad sind. Der Grad eines algebraischen © wird als
Grad seines Minimalpolynoms definiert. Eine algebraische Laurentreihe heisst
ganz algebraisch, falls die hichste Koeffizient ihres Minimalpolynoms aus F ist.
Ganze algebraische Laurentreihen bilden einen Ring im Korper der algebrai-
schen Laurentreihen. Man kann ein algebraisches @ .ganz algebraisch machen,
indem man ® mit einem geeigneten Polynom aus F[x] multipliziert. Ein Poly-
nom mit niedrigstem Grad unter diesen. Polynomen heisst der Nenner von @
and wird mit d(®) bezeichnet, d(@) teilt alle Polynome ans Ffx], die o ganz
algebraisch machen. Also ist d(w) bis aof ein Element aus F eindeutig bestimmt.

Sei P(y): = z a,y’ ein beliebiges nichttriviales Polynom in y mit
¥v=0
a,e Fix] (v = 0,1,...,m). P ist von einem Grad < n, der mit 3(P) bezeichnet
n .
sei. A(P): = max |q,| = ¢™**?@ heisse die Hohe von P, Die Hohe einer

y=
algebraischen Laurentreihen wird als die Hohe ihres Minimalpolynoms definiert.

Ferner seien o, ,..., ®, alle Konjugierten vom algebraischen ®, d h. die

Nullstellen seines Minimalpolynoms, dann bezeichnet das Symbol W das
Maximum von |@;| (j=1, ..., 7).

Fs sel oe K transzendent. Setzt man in Analogie zum - klassischen Fall
(siehe Schneider [’], S.66) ‘

W._(H, ®) : = min | P(@)|,
P#0
h(P) < H
o (P < n
W, (@) : = limsup (— log W, (H, o))/ log H,

Wi(w): = limsup W, (@) [n,
H-ro0 )
so hat man W, (®) > n fir alle ne N und also W(d)) =1 wégén

W (H, @) < H"g¢"max (1, |o|")
fiir alle n, He N (siche Bundschuh [2], HS. 3).

Sei n(w) der kleinste Index », fiir den W, (@) = o ist, falls es einen solchen
iiberhaupt gibt, sonst sei p(®) ; =oo. Dann heisst ein transzendentes @ e K eine
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S - Laurentrethe ; falls 'y W(w) <iee , @) = oo ; -
T-Laurentreihe , falls  W(0) = oo , p@) = oo ,
U - Laurentreihe , falls W) = b6, u(@) << oo .

Man kann noch die Klasse U unterteilen. @ heisst eine U, - Laurentreihe falls
w@) = m (n > 0) ist. ‘

In der vorliegenden Arbeit werden transzendente -Laurentieihen in 7, als
Funktionenwerte gewisser Potenzreihen und Liickenreihen fiir algebraische
Argumente konstruiert, Hierfiir wird eine Methode auf den Koérper X iibertra-
gen, die der Author [*] im klassischen und p-adischen Fall angewand( hat, um
neue transzendente Zahlen in Mahlerschen Unterklassen U (m > 0) als Werte

m

gewisser ‘Potenzreihen fiir algebraische Argumente zu konstruieren:. . -

m

ten formalen Laurentreihen nicht leer sind. Die entsprechende Tatsache im klas-
sischen Fall ist schon von LeVeque [*] in 1953 bewiesen worden.

Also wird hierdurch auch gezeigt, dass die Unterkiassen U, der transzenden-

Durch dieselbe Methode haben Amiacik ['] und Zeren [*] im klassischen
und p-adischen Fall auch neue transzendente Zahlen in U,, konstruiert,

§ 2. . HILFSSAETZE

Im folgenden werden die benétigten Hilfssaetze angegeben, deren Beweise
aehnlich zum klassischen Fall sind.

Hilfssatz 1. Es sei P(y) = z a,y’ ein Polynom iiber F[x] mit dem ge-
v=0 } ) )
nauen Grad » und seien g, ,..., a, die Nullsteilen von P(y). Dann gilt

la,| [] max (1,]o|)= k)
i=1

(siche Lang [*], S. 58).

n n
Hilfssatz 2. Es seien P(y) = z a, ¥ und Qy) = z b, ¥" zwei Poly-
) , y=:0 . ‘ ) p=0
nome iiber Flx] mit genauen Graden » bzw. m. Falls y eine Nullstelle von Q(y)
ist, dann gilt

| P = | R| M(PY™ 1 BOY™,
wobei R die Resultante von P und @ bedeutet (Vgl. Giting [*], Satz 1, S.151).
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Folgermng. Falls die Polynome P(¥) und Q(y) im Hilfssatz 2 keinen
gemeinsamen Faktoren haben, dann gilt

[P 2 APy WO .

Hilfssatz 3. Es seien a; und a, algebraisch iiber F(x), die voneinander
verschieden und zueinander konjugiert sind. Ferner bezeichnen » ihren Grad
mit p+#» und. H ihre Hohe, dann gilt

la, —ay| = H "2
(Vel. Giiting [*], Satz 8, S.158).

Hiifssatz 4. Fs gehoéren o, ,...,a,(s = 1) einem endlich-algebraischen
Erweiterongskérper H von F(x) mit [H : F(x)] = m. Dann gelten

hay, + ... + ) < Ba)?™ .. o 2m?,
e e ) < B . B

Beweis (Vgl. Ramachandra [%], Lemma 1, S.75). Es sei v .beliebig avs I.
Dann gelien

hey) < |d)|" . NE2D ')
ldn | < hY), - - @
Tyl < o™ ' 3)

Zum Beweis dieser Behauptungen betrachten wir das Minimalpolynom von y
Py=a,y"+ ..+ aqm<m. Es seil sy)=]a]©<j<n und seien
Y ="Y1,..,7, die Nullstellen von P. Es gilt

;aj/a,,l-""| Z VYa, oo Yagy £ max |'YJ\1---'YA,,,J;|

' Kpg) Oy o Byl

< max(l,kﬂ’")

und folgt hieraus
By < e, |max (1, [y ). - o @

Es sei d = d(y)-und folgt dann avs der Gleichung P(y) = 0

G d" V" +a &Y+ g d” =0

und s . .

g, dY At a, d@YWT 4 o+ a,d" =0,
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Da dy ganz algebraisch ist, gilt' «a; [ @, ,4d,..,a,d"). Andererseits gilt
@ d,..,ad) | d (@, ,. .., aq) Also folgt a,| d Wy 5o ). Da ay,...,a,
keinen gemeinsamen Faktoren haben, gilt a,|d". Also hat man

la, | < |d]". &)

Nach (4) und (3) gilt (1). Da a, v ganz algebraisch ist, folgt nach der Definition

von d(y) |d| € |a,|. Daraus erhaelt man (2). Falls |y | = |Y,| l1<;j<n
ist, folgt aus dem Hilfssatz 1 :

i 71 TT max 10> = 4. ©

i=1
=7

Andererseits ist £(y) = 1 und also | fA(y) <-1. Also folgt

1/ A(y) <max (1, |Y,|) )

Da ferner |a,| = 1 ist, folgt aus (6) und (7) Iy [ B(Y)”"*' < A(y) und hieraus
folgt (3) wegen n < m.

Jetzt seien ¢ ,... o, (s = 1) aus H. Dann gelten folgende Aussagen:
|dte, + ... +a)l < |doy)| ... |da)],.
|d{o, ... o} | < [dle)] ... |d)],

IG-1 —i_ +asl "~<~. max(m:---:ra):

et
Es folgt aus (1) fiir y = a; 4+ ... + o, und aus den obigen Ungleichungen
DOy A ey € ey o ) max (1, [ . o))"
| < lda) " . | do) |7 max (L, Tay [ 5. [0 [ )"
Hieraus und aus (2) und (3) erhaelt man
Ao, + ... + o) < o)™ ... koe)” max (1, k@)™ ..., Alo)" )" .
Da ko) = 1 (j=1,...,5) ist, gilt folglich

h{al + + as) = k(ul)m rer h{as)m N ‘h(ﬂ'l)mi e k(as)ma

< h(@)?™ ... k().

Die andere Behauptung des Hilfssatzes 4 laesst sich genauso beweisen.
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8§ 3.. SATZ 1
Satz 1. Es éci
Foy= 2 ey )
=0

eine Potenzreihe iiber F(x) mit ¢, =b,/a,# 0, a, und b, teilerfremd, |a,|>1
fiilr n > N, und gelten ‘

lim log Iani'l l llog Ianl - + Rl (2)
" lim sup log | b, ] Jlog la, < 1. 3)

Dann ist der Konvergenzradius von f(y} unendlich und fiir ein nicht verschwin-
dendes algebraisches o aus K vom Grade m mit pt+tm gehort f{o) der
Unterklasse U, :

et

‘Beweis. Es folgt aus (2) fir » 2 N; > N,, dass die Folge {]anl} von
n= N, ab streng monoton waechst und es gelten

lim |a,| = + o, limlog|a,|/n=+ e, limlog|a,|/n* =4 . &
oo 1-+0o . A0
Seien 8 : = lim sup log{b,]/log|a,| und & eine konstante reelle Zahl mit

R=+CQ

<3< 1. Aus (3) folgt-fiir n =z N; = N,
I bn‘l < \anls ' (5)
Nach (5) gilt |b,/a, [V" <] a,|”"~", woraus und aus (4) folgt lim sup | ¢,|""=0.

Also hat (1) den Konvergenzradius unendlich.

Es seien B: = fla) = -z.,c,, o' und B,: = Z c,0’. Wir schaetzen die
n=0 v=0

Hohe von B, nach oben ab. Nach Hilfssatz 4 gilt-
) < TT ) oy

Da ferner Wegen ®) Fiir vz N, gllt h(c,) = max (]a\,] [6,) = |a, |, ergibt
sich o

h(B,) < ];(a)sb1u'(i+...+n}' (ﬁ la, |>4m.1 .

L y=0

D). Hier und im folgenden werden mit N, , N, N,,... passende Indizis- bezeichnet.
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Es folgt aus (2) fiir hinreichend grosses # mit einer geeipgneten festen Zahl &, > 1

[[ 1l <k la,f.
=0

Da ferner 1 + ... + 7 < »* und A(e), k, , m konstante Zahlen sind, erhaelt man
hieraus und aus (4) fiir # > N, = N,

h(Bn) "<'- l an |9m'1 * (6)

Jetzt beweisen wir, dass die Grade von [, fiir hinreichend grosses »n gleich
m sind. Diese Tatsache ist trivial fiur m = 1, also sei im folgenden m > 1.
Es gilt

1 — B = B,Y — B2 + ey @0 — a0,
Da fiir jedes n, 3(B,) | m? und ptm sind, gilt p+3(B,). Falls B.,,(") # B, ist,
gilt nach Hilfssatz 3 und wegen 9(B,) < m
|82 =B, > hBY" .
Hieraus und aus (6) ergibt sich fir » = N,
|B,® _ BU| = |a, | omitn—1

Andererseits gilt

ISR PLES o
I Crnd1 ((1(') (J) ) I lcn-H | l o !

Da wegen (2), (4) und (5) fur hinreichend grosses » gilt

l—~9mi(m—1f2] ”+l

. ‘([" >|C"+_1”(I|

hat man fir n? N, 2 N, . .
B0 — 8] — 19— BOL.

Also gilt fiir 7> N,: aus B # B,9" folgt Bet; # B2, Fur jedes Paar (i, /)
mit { # j,:Ferner diirfen die Gleichungen - ' R S
B =B C=nnt+-1Ln+2) @(#))

ni¢ht gleichzeitig gelten. Denn sonst ergaebe sich wegen & # 0 aus :
@2 — B 0T G — B = G2 = B /(B33 — B,
o = o), Das waere dann ein Wlederspruch weil ja 3(a) = m ist. Also ist

B, B fiir n = N, 2N, +2 und jedes Paar (;,7) mit i j, d.h. 3(B,)=m
fir n = N,.

iy

7 Das Symbol o(v) bedeutet den Grad eines algebraischen v aus X iber F(x),
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Es seien P(») = + Py + ... + £ " die Minimalpolynome von
B, iiber Flx] fir n = N,. Es gilt

PBY="PLP@B, +r)=r,v,
mit
Yo =AD + 60 QB+ 1)+ + LD @B @ B T

Es folgt aus (2) und (4) fir n = Ny = Ny |r,| < lc,y, | |a["t'. Wegen
| A0 < A@B,) < |a,P™ (v=20,1, ..., m) und der Beschraenktheit von |B,| und
|r,| erhaelt man |v,| < |a,*”* fiir n = N, > N;. Also ergibt sich nach (4)
und (5) fir = > N, = N,

[Pn([-)’)l = i"‘ul I'Ynl S Ian|9m4+] /lan+1 Ilﬁrsl‘

Seien &,: = log|a,,,|/log|a,| und s, : =((1 — & &, — 9m* — 1) / 9m*,
dann folgt hieraus und aus (6)

PP < HBYT. (7

Die Folge {B,} hat unendlich viele voneinander verschiedene Glieder. Denn
im Gegenfall bestiinde {B,} aus Wiederholungen endlich vieler Glieder, Dann

wirde ¢: = min {B, —B,} als eine positive Zahl existieren. Da (I) fiir
BB,

y==a konvergiert, ist lim |¢,, a""'}{ =0. Also erhielte man 0 < |B,,, —B,| <1t
) B =]

fiir hinreichend grosses ». Dies wiederspricht aber der Definition von ¢. Hieraus
ergibt sich die Existenz einer unendlichen Teilfolge von {f,} mit ganz verschie-
denen Gliedern, Hieraus folgt, dass auch die Folge {P,} eine unendliche Teil-
folge {P":,} mit ganz verschiedenen Gliedern hat. Da P,,k *k=12".)
unzerlegbar sind, kann [ Nuilstelle von hdchstens einem P”k sein, Im gegebe-
nenfall kann man endlich viele Glieder aus dem Anfang von {P,,k} auslassen,
sodass es fiir n, = Ny = N, immer P,,k(ﬁ) # 0 gilt. Andererseits koénnen die
Hoéhen von P,,k wegen a(P,,k) = m nach oben nicht beschraenkt sein. Denn
sonst waeren P,,k in endlicher Anzahl, da der K&rper F endlich ist. Also hat

{P”k} eine Teilfolge {P”k} derart, dass ]z(P,,k) :h(ﬁnk) monoton wachsend
f 7 J

i
gegen - oo strebt. Also folgt aus (7) fiir n; = N,

0% |2, (BE< AP, ) "y
b J

Da wegen (2) lim sup Sn, = ~+ oo ist, erhaelt man
joe ¥
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Py < m. )
Essei m = 1. Da es immer p(B) > 1 ist, folgt aus (8)
pB =1. ©

Also sei im folgenden m > 1 und sei P(y) ein Polynom itber F{x] vom Grade
1 € g £ m— 1. Dann gilt fiir irgendeinen Index v

P@) = PP+ 11y (10)

Es ist P(B,) # 0 fiir v 2 N, . Also gilt nach der Folgerung des Hilfssatzes 2
und (6)

LPBD| = MPYy—m+! g, |tmtpom?, (11)
Ferner gilt fir v 2 N,
trvl h’vl < lav l9m4+1 Eav"rl Eﬁt.ﬂ = ‘av+1 |_l+6+(9m*+1)/5" :

Wegen lim £, = -+ oo erhaelt man hieraus fiir v > N, 2 N,

Il < fan, 7072, (12)

Wir waehlen jetzt die Zahlen X und % so, dass die Ungleichungen
Ml —8)2>(m—1)(9m*+1), {13)
(1 —8)/2m>{m— )(A9m* + 1) (14)

erfiilllt werden. Hieraus folgen A > 1 und 1 > 0. Ferner gilt wegen {2) fir
nz N2 Ny

‘avl < lav+il . (15)

Jetzt scien N* = N, (1) und H*= |ay+|. Es existiert fiir jedes H = h(P) > H*
so ein #, dass es :

ta,} € H<|ay,|
gilt. Ferner ist n 2 N* fir # > H*. Falls es fiirh
la,| < H< |y, [V (16)
gilt, dann sind }a,| < H und B < [a,',ﬂ'[ . ‘Wir schreiben jetzt (10), (11) und
(12) fiir v=r und erhalten dann wegen n 2 N* = N, ,
PG =PGY ., (D
|P@)| > H- D omen (18)
Inllnl<Eaon g
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Also ergibt sich aus (13), (17), (18) und (19) {P(B)| = |PB,)| und folglich
wegen (13)
| P(B)| > H—m—1DOmitD) (20)
Falls es fiir A die Beziehung (16) nicht gilt, dann muss gelten
| s [ < H< |,y

Hieraus folgen |a,.;| < H" und H < |a,,,|. Wenn wir jetzt v =n -1 in
(10), (11), (12) und (15) nehmen, dann erhalten wir

PB) = PB1s) + i1 Yotr s 21

| PR,y ) 2 T =D H9mS (22)

[Pasi ] | Fara ] S| @ [0792, 23

[ @] <|@pia” 29

Es folgt aus (14), (21), (22), (23) und (24) |P(B)| = | P(B,+0)| und gilt also
wegen (22)

|P(B)| 2 H—(m—l)(l+9:\m4) . (25)
Aus (20) und (25) erhaelt man fiir H > H* ' '
| PR} = H™ (26)

mitl c=(m-— D 4+ %mY. Weil ¢ voﬁ H niéht abhaengt und der Grad von
P(y) nur die Werte von 1 bis (m — 1) annehmen darf, folgt aus (26)

) = m. @7
So ergibt sich zusammen aus (8) und (27) & _
RP) = m. : . (28)

§ 4. SAETZE 2 UND 3

In diesem Paragraphen untersuchen wir die Potenzreihe f(p) = Z n,¥"/4a,,
=0
wobei m, # 0 (n = 0,1,2,...) ganz algebraisch sind und zu einer endlichdlgeb-
raischen Erweiterung H von F(x) mit [H: F(x)] = s gehdren. Ferner secien
a,€ F[x], a,# 0 (n=0,1,2,...). Es sei o 5 0 algebraisch aus X vom Grade
m und sei L eine endlich-algebraische Erweiterung von F(x) vom niedrigsten
Grad ¢t mit H< L, F(x,a) < L und p+¢ Es gilt offenbar ¢ = m, s.
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Satz 2. Es sei die Potenzreihe

)= n,5"la, 0!
’ n=0 ' B
wie oben gegeben. Es sei | a,| > 1 fiir n > N, und gelten
lim log |a,,,] /log|a,| =+ e, R ¢
lim sup log A(n,) /log|a,| << 1/s. 3)

Dann ist der Konvergenzradius von f(¥) unendlich und mit elnem geelgneten
positiven ganzrationaligen Teiler ¢ von ¢ gilt f{e)e U, . '

Beweis. Wegen (2) waechst die Folge {|a,|} monoton fiir # > N, = N,
und es gelten

lim [g,]= + oo, lim loglld"|/n% + oo, limiog[,a#[/ﬁ?: + oo (4)

Seien 0: = lim sup log A(y,) /log |a,| ,und. & eine konstante Zahl mit

HFCO

B<<®<<ljs Aus (3) folgt fir n 2 N, = N, ,

‘ M) <fa,l’. | O,
Nach (3) im Beweis von Hilfssatz 4 gilt

|n;] € |1,| < b0,y , (©)
und folgt aus (5) und (6)
| [ <= [ 0=

Wegen 1 —385>0 und (4 gilt lim sup |n,/a,|"" =0, dh (I) hat den
Konvergenzradius unendlich. "

Es seien B: = f(0) = Z 17, O /a und ]3,,. znv o’fa,. B, (n=0,1,2,...)

n=0 y=(0

gehoren zum Korper L. Es gilt nach Hllfssatz 4

OB < H )Y | a, ﬁrﬁ By,

. y=0

Hieraus folgt wegen (5)
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BB, < Ma)prttta4n TT | g, ja+one

y=0

Es folgt aus (2) fiir hinreichend grosses » mit einer geeigneien festen Zahl

ko1 [ lal < k| a,*. Daferner 1 +4...4+n < und h(@), ky,m, 1,1 +38

v=0

konstante Zahlen sind, bekommt man hieraus und aus (4) fir n 2 N, = N,

hB,) < |a, 3. )

Jetzt beweisen wir, dass die Grade von B, fiir hinreichend grosses # kons-
tant bleiben. Wie im Satz 1 kann man zeigen, dass es fiirn 2 N, = N, gilt

B — B | = |B® — B,

falls B, » B ist. Also gilt fir n = N;: aus B9 » 8,9 folgt By = BSY,
fur jedes Paar (7, /) mit { 55 j. DDas bedeutet, dass die Grade von B, fiir n = Nj
nicht abnehmen. Da ferner 8(B,) < ¢ ist, bleiben die Grade von B, fest von
einem Index ab. Also gilt ?{B,) —=e fiir n > N, = N, mit ecinem geeigneten
positiven ganzrationaligen Teiler e von f.

Es seien P,(») =/ + A"y + ... +£0)y° die Minimalpolynome von
B, tber Flx] fiir n > Ny. Man kann wie im Satz 1 zcigen, dass es gelten

PB)=PB, +r)=r.7,,
lrnf "<- lnn+1/an+1f EuE"+1 fﬂl' h ; N? ? NG’
|1, < |a,?* fir n > N, = N,.
Also ergibt sich nach {4), {5) und (6) fir n > N, 2 N,
f‘Pn(ﬁ)l = Irnl'l'Yn‘ ‘-<~. fan|33ﬁ+l /lan+1|1~53‘

Seien E-’n P IOg lan+1 [ / IOg ' anl und Su s = ((1 - 5'5') én — 331¢ — 1) / 33t6’
~dann folgt hieraus und aus (7)

| 2, (ﬁ)| BB ™. (3)
Man kann zeigen, dass die Tolge {P} eine Solche unendliche Teilfolge {P, }

besitzt, deren Glieder saemtlich voneinander verschieden und P, (k =1,2,..)

fir P nicht verschwinden und A(P, )- h(B ) monoton wachsend gegen -+ oo

strebt. Also folgt aus (8) fiir n, = N,y = N9
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< WPy .
0= IP,,k(B)l < A ,,k)_ k

Pa wegen (2) lim sup s, = - oo ist, erhaelt man
ko0 1

KP) < e. ‘ )
Es gilt offenbar fir e =1
u@ = 1. . a0

Also sei im folgenden e > 1 und set P(v) ein Polynom iiber F[x] vom Grade
1 € g < e— 1. Dann gilt fiir irgendeinen Index v .

P@)=PPB) + 17 (11)

Es ist P(B,) # 0 fiir v 22 N,y . Also gilt nach der Folgerung des Hilfssatzes 2
und (7) ‘ '

| P | < A(PYy—¢—D ] a, | 73001, (12)
Andererseits gilt fur v = N,
l"v ' |Yv’ g | ay |33lﬁ+1 / | Ay |175s = lav-}-l '_(1_857(331ﬁ+1}!év) .

Wegen lim §, = 4 oo erhaelt man hieraus fiir v = N,, = Ny,

|10l < Ly 20002, BN (E)

Wir waehlen die Zahlen A und 1 so, dass die Ungleichungen
' Ml —85)2> (7 — 1) (1 +336%, (19)
(1 —35)20> ¢ — 1) + 33479 (15)
gelten. Hieraus folgen A > 1 und 1 >> 0. Es gilt wegen (2) fiir n > N,(n) = N,
la,] <] a4, [". (16)

Es seien jetzt N* = N,,(n) und H* =|ay+|. Es existiert fir jedes
H = h(P) > H* so ein n, dass es gikt .

|0, < H< lanyy].
Ferner ist n = N* fir H > H* . Wenn es fir A gilt
|a,} < H < |apq |7, 17

dann sind |a,| < H und H* < |a,.,|. Man erhaelt aus (11), (12) und (13)
fir v=mn
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PO = 26 + 1, o

| PB,)| = H—¢-DU+3 )

EARRARES H;R(I—Ss)fz. o)

Also folgt aus (14), (18), (19) und (20) | P(B)| = | P(B,)| und folglich nach (19)
| P(B)| > H—¢-—10+3e7) e

Wenn es fiir A die Beziehung (17) nicht gilt, dann muss gelten
V@ ' < H <|a,y,].

Hieraus folgen |a,,,| < H" und H<|a,,,|. Man erhaelt aus (11), (12), (13)
und (16) fiir v=rn + 1 .

PP = PBoy ) + Foti Yatrs _ (22)

| PBoy ) | 2 HooDOE9 23)

braes [ Yag | < [ @y | 03972, (24)

| @i 1< | dpia|" : (25)

Es folgt aus (15), (22), (23), (24) und (25 |P@®) | = | P(B,+,) | und gilt also
nach (19)

[‘P(ﬁ)l > F—e—D(+330e% (26)

Aus (21) und (26) erhaelt man fiir H > H*

le@|=H°, , @

wobei ¢: = (f — 1) (1 + 3341 eine Konstante ist-und von H nicht abhaengt.
Daraus folgt '

wP)ze.. s (28)
Aus (9) und (28) bekommt. man -
p)=ce.. 29)

Bemerkung 1. Es ist nicht immer ‘méglich genaue Aussagen ‘iiber ¢ im
Satz 2 zu machen, wenn der Korper H beliebig ‘gegeben ist. Zum Beispiel
sei H eine beliebige endlich-algebraische Erweiterung von F(x) vom Grade s > 2.
Es sei ¢ eine arithmetische Einheit von H und 1, = &(n=10,1,...). Ferner seien
|a,|> 1 fir n z Ny und limlog|a,;;|/log|a,|= + . Die Bédingungen

des Satzes 2_werden hier er_fijll't. Sei o = £, -‘(iarm folgt f(a) :ZI /a,, dh.

es gilt f(w)e U,. Also ist e =1, aber # =5 > 1.

n=0
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Bemerkung 2. In manchen speziellen Faellen kann man genaue Aussagen
itber ¢ machen, Ein solcher Fall ist A = F(x). In diesem Fall wird der Satz 2
auf den Satz 1 mit e = ¢ = m induziert, Ein anderer spezieller Fall ist o e F(x),
welcher unten als ein Satz behandelt wird.

Satz 3. Es seien die Bedingungen (2) und (3) fir die Potenzreihe

F) =znﬂ y"ja, erfiillt, Ferner sei |a,}> 1 fir n > N,. Falls die Folge
n=0

{m,} eine solche Teilfolge {nnk} besitzt, dass die Grade deren Glieder gleich s

sind, dann gilt f(a)e U, fiir nicht verschwindendes e F{(x).

Beweis. Es existiert fitr jedes ne Z*t ein n, mit #, >#n und 9(n, )=s. Es
gilt mit einem geeigneten N, : aus B.© = B, folgt PO, = Y  fiir n > N
und jedes Paar (i,j) (i # ). Es sei Ny, das erste Glied nach N," mit i) = 5,
d.h. es gilt ng\fz_o 7 T]f,\{!)cu(i # §). Dann kénnen die Gleichungen

Bl(” = Bl(j) ([ = Ng,— 1, Nku) G 5"“.1)

nicht gleichzeitig erfilllt werden. Denn sonst erhielte man nf?\'f.')c :115{,3( . Hieraus
0 ]

bekommt man B, s= B fir n = Np,, d.h. es gilt 9(B,) =5 fir n 2 Ng,.
Wenn man den Beweisgang des Satzes 2 hier anwendet, dann erhaelt man

Je U,.

§ 5. SAETZE 4 UND 5

Wir betrachten in diesem Paragraphen die Liickenreihen iiber F(x) und
endlich-algebraische Erweiterungen von F(x). Der folgende Satz ist eine Uber-
tragung des Satzes 1 auf Liickenreihen:

Satz 4. Es sei
7Oy =2 6, " 0,
i=0
eine Liickenreihe iiber F(x) mit Cpy = b, la, =0, a, und b,,‘_ teilerfremd und

ta, | =1 fir n; > N, . Ferner gelten
I

limn,,, /n, = + o0, )
fd :

limlog[a,f’{/ng< 4 oe. 3

[
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Wir setzen noch voraus, dass der Konvergenzradius R von (1) positiv ist. Es sei

a algebraisch avs K vom Grade m mit p+m und 0 <|a| < R Ausserdem
seien die Konjugierten von o nach der Bewertung voneinander saemtlich ver-
schieden. Dann gilt f(a)e U, .

Beweis. Wegen m < R konvergiert (1) fiir y = a. Es sei Iy = Z ¢, a'i,

Da R >0 ist, gilt

hm sup ¢, |1m _ 1/R fir 0 < R<C + oo

4
[l 0 fiir R = "|" o, ( )
Im Falle 0 < R < 4 o folgt aus (4) fir ¢ > 0 und hinreichend grosses n

len | < R —8)75. )

Sei ¢>>0 so klein gewaehlt, dass [o[<<R—e gilt. Dann folgt fiir n,>N,(€) >N,
Pro [ < (Ta|/R — &)t . ()

Im Falle R = 4 oo sei pe K mit |a|<|p|. Da (1) fiir y —p konvergiert,

gilt 11m|c,, p"i| = 0. Daraus folgt fiir #; > N, > N,

el < Tl 0
Also gilt fiir n, 2> N,
< (Jol/]phmr. @®
Aus (6) und (8) folgt fiir n, > N,
[ry | < g1, Q)
wobei ¢, =max ([o|/R—e,[a]/|p]|) ist. Es folgt aus (3) fiirn, = N, > N,
0, ] < e o

mit einer geeigneten Konstanten ¢; > 1. Ausserdem gilt nach (5) und (7) fiir
2z N,

] Cr:j ] < 62"1‘ (11)
mit ¢,: = max (1 /(R—¢€),1/|p]). Aus (10) und (11) folgt
b, | < ¢ (12)

mit ¢, = ¢, . ¢, fiir n, 2 N,.
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o0 k
Bs scien f:= » ¢, a und B, :=> ¢, a”. Nach Hilfssatz 4 gilt
=0 i=0

3
h(B”k) é H (h {cﬂ‘,}' h(a)ni . 2’"2)4"?4 i
i=0

Andererseits gilt nach (10) und (12) fiir », 2 N; mit ¢,: =max (¢, ¢;)
h(c,,i) <€ ¢,"t und wegen (2) fir 7, > N, 2 N, n, +...+ n; < 3n,. Hieraus ergibt

sich fiir n, > N; 2 N,

HB,) < o', (13)

wobei ¢, > | eine geeignete Konstante ist.
Jetzt beweisen wir, dass die Grade von B"k fur hinreichend grosses n gleich

m sind. Man kann wegen 0 << ¢, < 1 und 1 < ¢, wie im Satz 1 zeigen, dass fiir
. 5 o : y X .
m = N, 2= N;und 7 = j aus Bf}k o B,,J; folgt Bg}iﬂ = B"zm . Ferner gilt fir
jedes n, und i s« j mindestens eine von beiden Ungleichungen
W2 B und B = BUY .
B”k B”rc B"};+t B"k-i-:

Denn sonst waere |o® | %+ = | al? |"+1, Also gilt a(Buk) =mfir 2N, 2 N;.
Es seien P,,k( »)Y =fle + L0y +.. 4 £, p™ die Minimalpolynome von
B”k iiber F{x] fiir n, = N,. Bs gelten fiir n, > N,
P _ Yy — g
"k(B) 'P?Jk (Bﬂk + ’"k) 'Hk 'Y"k 3
. l ’Yﬂk | S C-S k,
wobel ¢; eine geeignete Konstante mit ¢; < ¢ ist. Es folgt hieraus und aus (9)
fir n, = N,
[P @ =17, |17, ] < ek, (14)
Sei 5, 1 = (4 /np). (log e flog ¢)—2 fiir n = N,, dann folgt aus (13) und
&
(14)
| Pi‘?k(B) | S h(Bnk)MS"k ) (15}

Man kann zeigen, dass es eine unendliche Teiifolge {P, } von {P,} existiert,
T "y x

sodass fiir n, > N, > N, immer P"k (B) = 0, alle P,,k voneinander verschieden
! ] 5
sind und h(P"k) = h(B,,k) fiir j—» o monoton wachsend gegen 4 oo strebt.
i i
Also folgt aus (15) fiir e, = N,

B B R ettt
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05| P, B < HP, ), -
k. ch

)

Da wegen (2) lim sup s, = -+ e« ist, erhaelt man

joo 'kj

np) < m. (16)
Es gilt offenbar fiir m =1
n(@)=1. Y

Also sei im folgenden m>> 1 und sei P(y) ein Polynom iiber F{x] vom Grade
I € g<m-— 1. Dann gilt fiir irgendeinen Index v

P@) = F®B,) + 1, T, - (18)

Es ist P{B,) »= O fir », 2> Ny . Also folgt aus der Folgerung des Hilfssatzes 2
und (13)

I P(B”v) I = h(P)—(n:—I) C‘S_”v(m*'l . (19)

Andererseits gilt fiir #, > N, |r,ry| 11,1 < (1/e)™n. Aus der Definition von
5,, folgt mit einer geeigneten Konstanten ¢, > 1 s, < ¢, (1,4,/n,) fiir n, > N;.
Also folgt hieraus mit ¢;: = (l/cg)** < 1 fiir n, = N,

NIRRT (20)

Wir waehlen jetzt A und n, sodass die Ungleichungen
A>2m— 1), 21
n>m—D0G+1) (22)

erfiilllt werden. Hieraus folgen A>1 und 71 >0. Es gilt wegen (2) fir
1y ; ND(q) > NS

11, < Mypq - 23)

Es seien N* = Ny(n) und H* = ¢N" .| Es existiert fiir jedes H = W(P) > H*
so ein n, , dass es gilt

csnk < H < csnk'i'l .
Ferner ist i, = N* fiir H > H*. Wenn es fir & gilt
Csnk g H< Cslrk.’-Lh > @Y

dann sind ¢,"* < B und H" < ¢kt1, Es folgen also aus (18), (19) und (20)

fir n, = m,
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P@) = PG, ) + 1, T @5)
| P®, )| > H2m, 6)
| r"k f h’nk l < H_i\ " (27)

Hieraus und aus (21} erhaelt man | P(B) | = fP(B,,k)f und folglich nach (26)
[PEY = HD. (28)
Falls es fiir A die Bezichung (24) nicht gilt, dann muss gelten
et H < ke

Hieraus folgen ¢,"**+' < H* und H < ¢, k+1 . Es ergeben sich also aus (I8),
(19), (20) und (23) fiir n, = my.,,

PO = PG, )+, Yo, 29)
| PG, )| > H-n=04D (30)

é F”lc+ll |I'Ynk+ll S Cy kte, (31)

N i1 < Riegy - (32)

Hieraus und aus (22) erhaelt man | P(3) | =| P(B”,H)l und folglich nach (30)

'P(BH = H—m—D0+D (33)
Aus (28) und (33) erhaelt man fiir H > H*
| PG| = H—=, (34)

wobei ¢: = (m — 1} (A 1+ 1) eine Konstante ist und von H nicht abhaengt.
Daraus folgt

u@ = m. (3%
Aus (16) und (35} bekommt man
@y =m. (36)

Damit ist der Satz 4 bewiesen.

Man kann genauso wie im Satz 4 den folgenden Satz beweisen, der eine
Ubertragung des Satzes 3 auf Liickenreihen ist. '

Satz 5. Es seien L eine endlich-algebraische FErweiterung von F(x) mit
[F: F(x}] = m und
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7O) =§ Vo Y

eine Liickenreihe mit v, ¢ 0 ( = 0,1,2,...) ans L. Ferner hat die Folge {yn‘_}
13

eine unendliche Teilfolge, deren Glieder vom Grade m sind und gelten

Lim ayyfry = o+ o0,

J—oe

lim sup log hly, ) n; << + =,

Hm

lim sup | Y|V << oo (j=1, ..., m),

[l

wobei mit y\? die Konjugierten von vy, bezeichnet. Seien
i i

hii
R: = min{(1/lim sup |y | /)
f=1 v i :

=

und ae F(x) mit 0 <|a| < R, dann gilt fw)eU,,.

LITERATURVERZEICHNIS

['] ALNIACIK, K. : On the subclasses Uy in Mahler’s Classification of the
transcendental numbers, Ist. Univ. Fen Fak, Mec, Seri
A, 44 (1979), 39-82,

[]] BUNDSCHUH, P. v Transzendenzmasse in Korpern formaler Laurenireihen,
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
299/300 (1978), 411-432,

[*] GUTING, R. :  Approximation of algebraic numbers by algebraic numbers,
Michigan Math. J. 8 (1961), 149-159.

[ LANG, S. : Introduction to tramscendental numbers, Addison-Wesley
Publishing Company, 1966.

[]] LEVEQUE, W.I. i On Mahler’s U-Numbers, J. London Math. Soc. 28
(1953), 220-229,

[*T RAMACHANDRA, K. v Countributions to the theory of transcendental numbers II,
Acta Arithmetica 14 (1968), 73-88,

['] SCHNEIDER, TH. : Einfiilvung in die iranszendenien Zahlen, Springer Verlag,
1957.

[] ORYAN, M.H. 1 Uber gewisse Potenzreihent, die fiir algebraische Argumen-

te Werte aus Mahlerschen Unterklassen Uy nehmen. Ist.
Univ. Fen Fak. Mec. Seri A, 45 (1980), 1-42.




UBER DIE UNTERKLASSEN U,, DER MAHLERSCHEN KLASSENEINTEILUNG 63

[¥] ZEREN, B.M. 1 Uber einige komplexe wnd p-adische Liickenreihen wmit
Werten aus den Mahlersehen Unterklassen Uy, , Ist Univ,
Fen Fal, Mec. Seri A, 45 (1980), 89-130.

ISTANBUL UINIVERSITESI
FEN FAKULTESI
MATEMATIK BOLUMU
VEZNECILER-ISTANBUL

OZET

F sonlu bir cisim ve X bunun Gzerinde tanimlanan formel Laurent
serilerinin cismi olsun. Transandant sayilarin klasik teorisinin K da benzeri
vardir. Klasik teoriye benzer bir gekilde forme! Laurent serilerinin Mah-
ler'e gore smiflandinimast incelenebilir,

Bu caliymada, U, alt smflarmdaki fransandant Laurent serileri,
belirli kuvvet ve bogluk serilerinin cebirsel argiimanlar igin aldigr fonksiyon
degerleri olarak elde edilmektedir. Bunun igin, yazarin klasik ve p-adik hal-
lerde, Mahler’in Uy, alt siniflarinin yeni elemanlarim elde etmek igin kul-
fandigt bir metod [®] K cisminde uygulanmaktadir.

Boylelikle, transandant formel Laurent serilerinin U, alt siniffarinin
bog olmadiklarr gosterilmistir. Bu gergegin kompleks transandant sayilar-

daki Iarsihgn 1953 te¢ LeVeque [°] tarafindan gésterilmistir.




