
ÜBER E I N E O B E R E SCHRANKE D E R K O E F F I Z I E N T E N E I N I G E R 
I N DER THEORIE DER JACOBISCHEN ELLIPTISCHEN 

FUNKTIONEN VORKOMMENDER POLYNOME 

B E D I U V E M E L E K Z E R E N 

I n dieser Note werden Absolutbeträge der Zahlenkoeffizienten der 
Polynomen Am(sn2ut k2), Bm(sn2u, kz),. C m ( s r i 2 u , h2), Dm(sji2u, k2), die i n 
der Mult ip l ikat ions formel der Jacobischen elliptischen Funkt ionen auf­

t reten , nach oben abgeschätzt. 

I n dieser Note handelt es sich um die in der Multiplikationsformel 
der Jacobischen elliptischen Funktionen sn(u; fc2) = snu, cn(u ; fc2) — cnu 
dn(u; fc2) = dnu auftretenden Polynome Am(sn2u> fc2), Bm(sn2u, fc2), Cni(sn2u, h2) 

(1) 

Es ist für m > 1 

( snmu • D (x1) = 0 (m gerade) 

f snmu • D (x2) — x • AJx2) = : 0 (m ungerade) 

l cnmu • D (x2) - B J x 2 ) ^ 0 (m gerade) 

( cnmu • D (x1) : 0 (m ungerade) 

l dnmu • D (x2) _ C (x2) = 0 (m gerade) 

f dnmu • D (x2) — z-C (x2) = 0 (m ungerade), 

wobei x = snu, y = cnu, z = dnu sind, und Am = ^ ( f i(s7i 2w, fc2) = Am{x2, fc2), 
Bm = Bm(sn2u, fc2) = Bm(x2, fc2), Cm = Cm(sn2u, fc2) = CJx2, k% 

Hl 
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Dm — Dni(sn2u, fc2) = Dni(x2, k2) Polynome i n zwei Variablen sn2u = x2, k2 

m i t ganzen rationalen Zahlenlcoeffizientcn sind. Diese Polynome gehorchen 
dem unten gegebenen Induktionsgesetzt : 

(2) 

und 

(3) 

Ax = 1, B1 = 1, d = 1, D, = 1, 

A2=2, B2 = l— 2x2 + k2x\ C2 = 1 — 2k2x2 - f / c V , D 2 = 1 — fc2«4, 

^ = 2 ^ n B „ C n D n ( H > 2 ) 

r
2 . 2

2 . J 4 r , . I > „ . B n + 1 . C n + 1 + ^ n + 1 . i ) n + 1 . C n - B „ (» gerade) 

+ y 2 " = 2 • An+, • D„ + ! - C n . Bn (n ungerade) 

Bl>Dl-x2.y2.z2.Al.Cl (n gerade) 

y2 • • J>i - * 2 • * 2 • A • <2 (» ungerade) 

A2n + l — 

Sin + i = ß „ • ß 0 + i • D„ . D n + 1 - x2 • z2 . An • An + l • Cn • Cn+1 

» 2 „ 

C ^ - f c 2 . * 2 . ^ . * 2 . ^ - ^ (n gerade) 

z 2 • C„2 .D2
n — k2.x2.y2-A2

n.B2
n (n ungerade) 

C w = Cn - C„ + 1 • Dn . Dn+i - k2 • x2 - y2 • An - , 4 n + 1 - B„ - B n + 1 

— fc2 - x4 • y4 • z4 • A4 {n gerade) 

D* — fc2 • # 4 • A* (n ungerade) 

^ 2 n + i = • - fc2 • * 4 -y2 • • 4 ! • A+i, 

wobei 

(4) c« 2 u = 1 — sn2u, dn2u = 1 — fc2 - sra2« 

sind (Vgl. [<], §57). 
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I m folgenden wollen wir für die Absolutbeträge der rationalen Zahlen-
koeffizientcn der Polynomen Ajx2, k2), Bm(x\ k2), CJx\ k% Dm{x\ k2) 
eine i n der Form e ° " obere Sehranke ergeben, wobei C ein numerisch be­
rechenbare Konstanten ist . 

Es werden jetzt einige Vorbereitungen gemacht. 

Definition und Eigenschaften von ^ 

Es sei ein Polynom 

(5) P = P(X}, * 2 , . . . > * t t ) = X V ° » ' X l * ' X * ' '" *»" 

i n n Variablen x, , x~ . . . .«*„ und m i t rationalen Koeffizienten a „ 
l ' fi. ft l 2 " 1 " H 

gegeben. W i r definieren ||P|| als das Maximum der Absolutbeträge aller 
Koeffizienten von P, d.h. 

(6) I IP 11= Max. K i V „ a | i | . 

Das so definierte Symbol ||...|| hat folgende Eigenschaften : 

I . ||AP|| |A| • |]P||, wobei X eine rationale Zahl ist. 

I I . ||P, + P2 -T- ... + Pk\\ < \\P,\\ + [|P2|| + + HPfcll, wobei 

(7) Pt = Pfa, xn) = £ «® a a „ . a | f , ( i = 1,...,*) 

7e Polynome i n n Variablen xt , x 2 und m i t rationalen Koeffizienten 
bedeuten. 

I I I . I ^ P , + X2P2 + ... + \P,|j < |Af| • \\Pt\\ + 

+ |A2|.||P2|| + ... + \Xk\-\\Pk\\, 

wobei A, , Ä2 •>••••> Xk k rationale Zahlen sind. 

l ) I n Arbe i t v o n O. Ş. I Ç E N [21 w i r d das Symbol I I . . . I i für ein Po lynom i n dre i Var iab ­
len def iniert u n d dor t werden einige Eigenschaften gegeben. 
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I V . \\PrP2~.Pk\\< 

[(G, + 1) (G2 + 1) ••• (Gk + 1)]" • l !P,l l • \\P2W ••• WU 

wobei G(. den Gesamtgrad von P. nach xl , x2 xn bezeichnet (i = 1 , . . . , fc). 

Beweis. I , I I , I I I sind klar. Zu I V : 

Es sei 

(8) p1. p2...ph = x d B i a i . . . Q n . - ^ . . . x ? 

gesetzt. Dabei muß wegen (7) 

+ «<»>+.„+«<*>-.« 1 2 " 1 a " 1 1 " 

sein. Die Anzahl der möglichen «fc-tupeln ocf*,..., af^; a2
l\ af\..., a2

k^; 
« « , . . . , (#>) m i t 0 ^ ö f , 4 ° — « ? < (¿ = 1,...,*) ist 

[{G1 - f 1) • (G 2 - f 1) • - - (G f t + 1)]". Also kann die Anzahl der Glieder rechts von 
(9) diese Zahl nicht überschreiten. Dies, weil \a^y (,) j < \\Pj\\ ( i = l,...,fc) 
sind, (wegen (6), (7)) gibt uns 

o. a„ . . . a„ 

(10) |d a i V . . 0 J < [(Gi + i ) . (G 2 + 1 ) . . . (G fc + l ) f • IIPJ • ||Pa|| ••• i lAI I 

für alle aj , a 2 , . . . , a „ . Aus (10) und der Definit ion (6) folgt nun die 
Behauptung I V . 

Lemma. Die Gesamtgrade der Polynomen Am , Bm , Gm , Dm nach 
x2(x•= snu), k2(k ^ 0, + 1) genügen der Abschätzung : 

(11) Grad von (AtJ, Grad von (ß f n ) , Grad von ( C J , 

Grad von (&m) ; i 2m{m — 1) (m ~ 1,2,...) 

( I m folgenden unter dem Grad eines Polynoms i n zwei Variablen werden 
wir den Gesamtgrad verstehen). 
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Beweis. Die Behauptung wird durch mathematische Indukt ion bewie­
sen. Für m = 1,2 aus den Formeln (2) klar. Es sei jetzt m > 2, und (11) 
sei für kleinere Werte als m r ichtig. U m die Behauptung für m zu beweisen, 
wollen wir die Rekursionsformeln (3) benutzen. 

Falls m gerade, d.h. m = 2n(n ^ 2) ist, dann ist der Grad von 
(An Bn CnDn < 4 • 2TI (n — 1) = 2 • 2n • 2 (n — 1) < 2 . 2n • (2n — 1) (d.h. 
Grad von (Am) ^ 2m(m—1)). 

Falls tn ungerade, d.h. m ~2n -f- 1 ist, unterscheiden wir zwei Fälle, je 
nachdem i i ungerade oder gerade ist. Für m = 2n -\- 1, n > 2 gerade sind Grad 
von (y2 -z2-An Dn • Bn+l • CH+l) < 3 + 2 - 2n(u — 1) + 2 . 2n(n + 1) = 8n2 + 3 
und Grad von (An+rDu+i- Cn-Bn) < 2.2n(n + l ) + 2-2n(n — 1) = 8 T I 2 . Dann 
ist Grad von {A2n+1) ^ 8 « 2 + 3 < 8n 2 + 2n ^ 8n2 + 2 - 2» *= 2 . 2«(2» + 1). 
Für ro = 2n + 1, n > 1 ungrade sind Grad von (An • Dn • B n + 1 • C J ) + 1 ) < 
2 • 2n(n — 1) + 2 • 2n(n + 1) = 8n 2 und Grad von (y2 • z2 • Ail+l • Dn+i • Cn • BH) < 
3 + 2 • 2n(n + 1) H- 2 • 2n(n — 1) = 8?i2 + 3. Dann ist Grad von (A2n+l) s$ 
8ra2 + 3 < 8n2 + 4re = 2 . 2n(2n. + 1 ) . Die für -^2«+i geschriebene Ungleichun­
gen gibt uns Grad von (A2n+^) < 2 • 2n • (2n + 1)-

A u f gleiche Weise wie oben erhalten wir folgende Ungleichungen für Bm . 

Falls m ungerade, d^h. m = 2n 1 (n ^ 1) ist, da Grad von 
(Bn • Bn+X • Dn • Dn+l) < 2 • 2n(n — 1) + 2 - 2rc(rt + 1) = 8rc2 und Grad von 
(:r2 . s 2 • ^ • A„+1 • C„ • C n + 1 ) ^ 3 + 2 • 2n(» — 1) + 2 • 2»(n + 1) = 8 i i 2 + 3 
sind, dann ist der Grad von ( B ^ + 1 ) ^ 8n 2 + 3 ^ 8n2 + 4/i - 2 • 2n(2n + 1). 

Falls m gerade, d.h. m = 2n ist, unterscheiden wir zwei Fälle, je nach­
dem n gerade oder ungerade ist. Für m = 2n, n > 2 gerade sind Grad 
von (Bl Dl) ^ 2 • 2n(n — 1) + 2 • 2n{n — 1) = 8u 2 — 8rc und Grad von 
(x2 • y2-z1 • Al • Gl) ^ 4 - f 4 . 2n(n — 1) - 8n 2 — 8« + 4. Dann ist Grad 
von (B2n) ^ 8n 2 — 8n + 4 ^ 8 i i 2 — 8n + 4n = 8n 2 — 4ra - 2 • 2n(2n — 1). 
Für m = 2n, n > 1 ungerade sind Grad von ( y 2 • J B 2 • D 2 ) ^ 1 + 4 • 2n(re — 1) = 
8w 2—8rc + l und Grad von (x2-z2-Aft-CD < 3 + 4.-2n(n — 1) = 8 f i 2 —8« + 3, 
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Dann ist Grad von ( B 2 J < 8n2 — 8n + 3 ^ 8n2 — 8n + An = 8 n 2 — 4ra 
2 • 2re(2re — 1). Die für B 2 f | erhaltene Ungleichungen lassen sich vereinigen 
zu Grad von (B2n) s$ 2 • 2n(2n — 1). 

Nun wollen wir die ähnliche Berechnung für C wiederholen. 
o III 

Falls m ungerade, d.h. m = 2n + 1 (n ^ 1) ist, da sind Grad von 
(Cn • Cn+1 • Dn - Da+i) < 2 • 2n(n — 1) + 2 • 2n(7i + 1) = 8 n 2 und Grad" von 
(k2 •x2-y2-An- Alt+1 • B„ • Bn+i) < 3 + 2 • 2»(n — 1) + 2 . 2» ( » + 1 ) = 8n 2 + 3, 
dann ist der Grad von (C2n+l) < 8ra2 + 3 < 8ra2 + 4n = 2 • 2rc{2ra + 1). 

Falls m gerade, d.h. m = 2n ist, unterscheiden wir zwei Fälle. Für 
m ~ 2n, n > 2 gerade sind Grad von (C 2 • D2) ^ 4 • 2n(n — 1) = 8 n 2 - — 8 / i und 
Grad von (fc2 • x2 • y2 • z2 • A\ • B 2 ) < 5 + 4 • 2n(n — 1) == 8n2 — 8« + 5. 
Hierausfolgt Grad von (C 2 w) < 8 T I 2 — 8 n + 5 < 8n2~8n + 3ra< 8n 2—8ra + 4n 
= 2 • 2n(2n — 1). Für m = 2ra, n > 1 ungerade sind Grad von (z2 • C 2 • D 2 ) 
< 2 + 4 • 2n(n — 1) = 8n 2 — 8n + 2 und Grad von (fc2 • • y 2 • ^ 2 • B 2 ) 
< 3 + 4-2re(7i — l ) = 8 n 2 — 8 r c + 3 . Dann ist Grad von (C2n) < 8 / i 2 — 8 r r + 3 
< 8n2 — 8n + 4ra = 8n 2 — 4ra = 2 • 2n(2n — 1). Die für C2n geschriebene 
Ungleichungen gibt uns Grad von (C 2 n) < 2 • 2n(2n — 1). 

Endlich wollen wir Dm betrachten. 

Falls m ungerade, d.h. m = 2n + 1 (n > 1) ist, dann sind Grad 
von ( D 2 • D 2

+ 1 ) 2 • 2n(n — 1) + 2 • 2n(n + 1) = 8n 2 und Grad von 
(fc2 • x4 • y 2 • z2 • AI • A2

n+l) < 6 + 2 • 2ii(n — 1) + 2 . 2n(rc + 1) = 8 » 2 + 6. Für 
n > 2 ist Grad von ( D 2 / f + I ) < 8 » 2 - f 6 s$ 8n 2 + 3n s£ 8n 2 + 4ra = 2 • 2n(2u + 1) 
(Ist n = 1, so erhält man Grad von (i> 3) = 6 < 2 • 3(3 — 1) = 12). 

Falls m gerade, d.h. m = 2n ist, unterscheiden wir zwei Fälle. Für 
m — 2n, n ^ 2 gerade sind Grad von (D*) < 4 • 2w(n — 1) = 8n 2 — 8rt und 
Grad von (fc2 • x4 • y4 • z4 • A4

n) ^ 9 + 4 • 2n(n — l) = 8n2 — 8n + 9. Dann ist 
Grad von (D2n) ^ 8n2~8n + 9 < 8n2— 8n + 3 « < 8 n 2 — 4 n = 2 • 2n(2n~ 1) 
für i i > 2 (Ist n = 2, so erhalten wir Grad von (D 4 ) = 12 < 2 • 4 • (4 — 1) = 24). 
Für m = 2/1, w =̂ 3 ungerade ist Grad von (fc2 • x4 • A4) < 3 + 4 • 2n(n — 1) 
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= 8ra2 — 8n + 3. Dann ist Grad von ( D J < 8n 2 — 8n + 3 ^ 8 « 2 — 8n + 4n 
= 8re2 —- 4re. Die für Z>2ii geschriebene Ungleichungen lassen sich vereinigen 
zu Grad von (D2n) < 2 • 2n(2n — 1). 

Damit ist der Beweis dieses Lemma i n allen Teilen beendet. 

Satz. Es gilt mü T = 2 1 7 • 3 8 

Beweis. W i r bedienen uns wieder einer Indukt ion nach m unter Be­
nutzung der Formeln (2) und (3). 

Laut (2) sind \\A.W = 1, ||Bfü = 1, HCJI = 1, \\Dt\\ = 1, [\A2\\ 2, 
|[B 2|(=2, \{C2\\ = 2 , [|Z>2||=1, und die ersten zwei Werte von m(m — 1) sind 
der Reihe nach 0,2. Dann w i r d (12) für m = 1,2 erfüllt. 

Die Behauptung (12) sei für kleinere Werte des Indexes als m(m > 2) 
r icht ig . W i r wollen unter dieser Voraussetzung beweisen, daß sie auch für 
m r ichtig ist. Unter Benutzung der Eigenschaft I m i t 1 = 2 und I I mit 
ic = 4 von Ü-..|| und dem Lemma folgt aus der ersten Gleichung von (3) : 

Da wir jetzt auf die Polynome An , Bn , C n , Dn rechts von (13) die Induk­
tionsvoraussetzung anwenden können, ergibt sich daraus 

(12) M J , H B J , I l C J i , \\DJ<T (m « 1,2,...). 

(13) \\A2n\\ < 2 • [(2n(n - 1 ) + l ) 4 ] 2 • \\AJ • \\BJ . \\CJ . ||DJ 

^ 2 . ( 2 n 2 + n)».|MJ.||BJ.||CJ.||DJ| 

<2 .3 8 .n ! 6 .MJ| .||B„|| .||CJ.||DJ 

< 2 - 3 8 . 2 1 6 ' l . | M J . | | B J . | | C J | . ! i D J . 

AZn\\ ^ 2 • 3 a - 2 1 6 n • T 4 " « " - 1 ^ (2 

rp 2 n ( 2 a - I ) (n ^ 2). 

file:////A.W
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M i t Hilfe der Eigenschaft I I von J|...|[ schreiben wir 

\\y2-z2-An-Dn-Bn+vCn^\\ + \\An+vDn+vCn-BJ, 

(14) M f a + 1 | | < (n gerade) 

\\An.Dn.Bn + vCn+l\\ + \\y2-z2-An+rDn+vCn-Bn 

(n ungerade). 

Berücksichtigen wir die Eigenschaft I V von ||...|| und Lemma, so erhält 
man, der Beihe nach 

(15) ||,4 B .D„-B B + 1 .C„ + 1 | | ^ ( » > 1) 

(16) \\An+vDn+i-Cn-BJ<54-n16.\\An+l\\.W^^ (n> 1). 

Nochmalige Anwendung der Eigenschaft I V von [|... || m i t k = 3 auf 
P j = y 2 , P2 = s 2, P 3 = An • Dn • B n + 1 • C / J + 1 unter Benutzung von Lemma 
gibt 

(17) ||y2 -z2.An-Dn. Bn+l . Cn+l\] ^ 2 2 - 3 6 . n* • \\An . Dn • Bn+l. CB + 1||. 

Ahnlicherwcise erhalten wir 

(18) \\f . z2 • An+1 • Dn+1 • Cn • B J < 2 2 • 3 6 • « 4 . \\An+1. Dn+1. C„ • BJ|. 

Aus (15), (16), (17), (18) folgt 

'22^.54.n20.\\AJ.\\DJ.\\Bn+1\\.\\Cn+l\\ 

+ 5 4 V 6 - M B + i l I ' P>„+i1l • l|C„|| • \}BJ, (n>% gerade) 
(19) M a B + 1 I I < 

54-nl6.\\Aj.\\DJ-\\Bn^\\.\\Cn+l\\ 

+ 2 2 . 3 * . 5 4 . n
2 ° . M „ + 1 | | • ||D„+1M|C„i| .||BJ|, ( n M ungerade). 

Da w i r auf die Polynome An , B„ , C„ , D „ , , 4 „ + 1 , B „ + I , C, ( + 1 , D , ( + I , 
rechts von (19) die Induktionsvoraussetzung anwenden können, ergibt sich 
daraus 
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[\\AJ • \\DJ . \\Bn+1\\ . \\Cn+l\\ + M B + 1 | | - [\Dn + l[\ . IJCJ • \\BJ] 

< 2 3 • 3 6 5 4 n 2 0 • 7 , 2 " ( ' t - 1 ) + 2 n ( n + i) < 2 3 • 3 6 • 5 4 • 2 2 0 n • T 4 " 1 

2 2 

< 3*"" (2 3)4r* 2 2" f t rp^n • 2i^n 3^" 

Auf gleiche Weise wie oben erhalten wir folgende Ungleichungen für Bm : 

Wegen der Eigenschaft I I von schreiben wir 

( l|B„ • Dil + II* 2 • y2 • * 2 • ^ • Cjli, (n > 2 gerade) 
(20) HB,,.« < 

( II / • K • -DÜII + I i * 2 • * 2 • A\ • Cl\\, (n > 1 ungerade). 

Betrachten wir die Eigenschaft I V von und Lemma, so erhält man, die 
Reihe nach 

(21) ||B2 • Dl\\ < 3 8 - ni6 . ||B„.f • \\DJ2 (n > 1), 

(22) I M 2 -C 2 ||<3 8 .n l ö . | M„|l 2 . l|CJl 2 (n > 1). 

Nochmalige Anwendung der Eigenschaft I V von ||...|| m i t k = 4 auf 
P , = x2, P2 = y 2 , P 3 = 2 2 , P 4 = A2

n C 2 unter Benutzung von Lemma gibt 

(23) |1*2 • y2 • z2 - A I • Cl\\ ^ 2 4 - 3 4 . 5 2 - « 4 - M i . C2||. 

Ahnlicherweise erhalten wir 

(24) |1*2 - z2 • A I • C2J < 2 2 • 3 4 • 5 2 . n* . \\A2
n ..C2J 

und 

(25) | | y 2 . B 2 . I ) 2 | | < 2 2 . 3 2 . 5 2 - n 4 . | | B i
2 . i > 2 | | . 
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Aus (21), (22), (23), (24), (25) folgt 

3 8 • • J|B„||2 . \\Dnf + 2 4 - 3 1 2 • 5 2 . n20 • \\AJ2 . \\CJ\ 

(26) ||B2J ^ < » > 2 S e r a d e > 

[ 2 2 - 3 i 0 . 5 2 . / z 2 ° . i|B„p.!|DJ|2 + 2 2 - 3 1 2 . 5 2 . » 2 0 - |K||2. \\CJ\ 

(n > 1 ungerade). 

Wenden wir jetzt auf die Polynome An , Bn, Cn , D n rechts von (26) die 
Induktionsvoraussetzung an, so ergibt sich daraus 

\\BZn\\ < 2 4 • 3 1 2 • 5 2 . » 2 0 . [\\BJ2 • \\DJ2 + \\AJ2 . \\CJ2] 

<• 2 5 . 3 i 2 . 5 2 . 2 2 0 n . i) < 2 5 n . 3 1 2 r t . (2 • 3 ) 2 n • 220n Tin2~in 

M i t Hilfe der Eigenschaft I I von ||...|| schreiben wir 

(27) \\B2n+1\\ < \\Bn.Bn+1.Dn.Dn+1\\ 

+ | | ^ - 2
2 - ^ - A + i - C „ - C i t + 1 | j ( n > l ) . 

Berücksichtigen wir die Eigenschaft I I von [|...|j und Lemma, so erhält man 

(28) ||B„ • B „ + 1 • Dn . < 5 4 . n16 - ||BJ . ||BB+1|| . 

\\DJ • \\Dn+1\\ (n^l), 

(29) \\An • A II < 5 4 - n 1 6 - \\AJ . \\A 
»+ill ' 

IICJ • l|C„+ill (n>l). 

Nochmalige Anwendung der Eigenschaft I V von j | . . . | | m i t k = 3 auf 
P j = * 2 , P 2 = z 2, P 3 = J4 î ( • All+l ' Cn • Cn+l unter Benutzung von Lemma gibt 

(30) ||*2 - * 2 - An • An+l . Cn • C n + 1|] ^ 2 2 - 3« - 5 4 . n
2 0 . 

\\AJ.\\AnH\\.\\CJ.\}Cn+l\\. 
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Aus (28) und (30) folt 

(31) ||B 2 n + l|| < 5 4 . ni6 • \\BJ • \\Bn+1\\ . ||JD„|| - |jD n + 1|| 

+ 2 2 • 3 6 • 5 4 - „ 2 0 • [MB|1 • \\An+1\\ • \\CJ . ||Cn+1||. 

Wegen der Induktionsvoraussetzung ergibt sich daraus 

P W I i ^ 2 2 . 3 6 . 5 4 . n 2 ° . 

CIIBJ! • \lBn+i\\ • IIAJI • \\Dn+l\\ + \\AJ • \\An+1\\ • \\CJ . \\Cn+1\\] 

^ 2 3 3 6 5 4 / i 2 0 • j , 2 n ( r , ~ 1 ) + 2 n ( " + 1 ) < 2 3 n • 3 6 r i • (2 3 ) 4 n • 2 2 0 n • T 4 " 2 

2 2 7 n ßlO« J ^ n 2 >j*Zn _ J i 4 i t 2 „ <ji2re(2n-f 1) 

N u n wollen w i r die ähnliche Berechnung für Cm wiederholen. 

M i t Hilfe der Eigenschaft I I von ||...|| schreiben w i r 

C II Cl. Dl\\ + ||fc2 - x2 • y2 . z2 • A2
n • Bl\\, (n ^ 2 gerade) 

(32) ||C a J< ] 
( II*2 • Cl • Dl!| + ||k2 • * 2 • y2 • A \ • B2||, (n>l ungerade). 

Berücksichtigen wir die Eigenschaft I V von i | . . . | | und Lemma, so erhält man 

(33) \\Cl • Dl\\ < 3* • ni6 . \\CJ2 . ||DJ|2 (n > 1) 

und 

(34) Ml • Bl\\ < 3 8 • ni6 • \\AJ2 . UBJ|2 (n > 1). 

Durch Anwendung der Eigenschaft I V von | | . . . | i mi t Je = 5 auf Pi = /e2, 
P 2 = * 2 , P 3 = y2, P 4 = z 2, P 5 = Al • Bl unter Benutzung von Lemma gibt 

(35) ||fc2 .x2.y2.z2.Al- B2|| < 2 6 . 3 4 • 5 2 . n* . - B„||. 

Ähnlicherweise erhalten wir der Reihe nach 

(36) ||, 2 .C 2 -D„ | 1 < 3 4 . 5 2 - n 4 . | | C 2 . D 2 | | , 
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,2 J l „,2 A2 j}2]\ ^ 0 6 o2 r 2 „ 4 ıı Al T Î 2 , (37) \\k2 • x2 .y2 • ^ • B B | | < 2 6 • 3 2 • 5 2 . re
4 - K . Büß. 

Aus (33), (34), (35), (36) folgt 

• 3* . n i 6 • |jCJ 2 - ||DBf + 2 6 - 3 1 2 . 5 2 . n20 - \\Anf . }\Bnf 

(38) \\C2J ^ (n > 2 gerade), 

3 ' 2 • 5 2 • n 2 0 • l|C njj 2 • \\DJ2 + 2 6 - 3 1 0 . 5 2 - n 2 0 • \\AJ2 • \\BJ2 

(n > 1 ungerade). 

Da wir nun auf die Polynome AH , BtJ, Cn , Dn rechts von (38) die Induk­
tionsvoraussetzung anwenden können, ergibt sich daraus 

\\C2J < 2 6 • 3<2 - 5 2 - n20 • [||CJj2 • ||DJ12 + \\AJ2 • \\BJ2] 

2 7 • 3 1 2 . 5 2 - 7 i 2 t ) • rM»-i) ; - 2 7 ' 1 . 3 I Z " • (2.3) 2 n . 2 2 0 " • T4n(-"~^ 

_ 2 2 9 r e . 3^" . r[,in{n~ 1) < 'J12'1 . y l n 2 - ^ j>2n(2n — 1 ) 

Wegen der Eigenschaft I I von schreiben wir 

(39) l!C 2 r t + 1|| < \\Cn.Cn+1.Dn-Dn^\\ 

+ \\k2-x2.y2-An.An+l.Bn.Bn,_l\\ (n > 1). 

Betrachten w i r die Eigenschaft I V von ||.-.|| und Lemma, so erhält man 

(40) \\Cn.Cn+l-Dn.Dn+l\\ < 5 4 - ^ . \\CJ .||CB+1|| • ||DJ . ||D„ + 1| 

(n > 1), 

(41) I K • Aa+1 • Bn • Bn+1}\ < 5 4 • ni6 • \\AJ • \\An+1\\ . ||BJj - | | B B + 1 | | 

(» ^ 1). 

Nochmahgc Anwendung der Eigenschaft I V von | j . . . j | mit k = 4 auf P{ = fc2, 
P2 = x2, P3 = y 2 , PA= An- An+i • Bn • Ba+1 unter Benutzung von Lemma gibt 

(42) ||/c2 • x 2 .f • An • An^ . Bn • B B + l H < 2 Ö . 3 4 . n 4 . \\An . An+l • Bn . B n + I | | . 
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&us ( 4 0 ) , ( 4 1 ) und ( 4 2 ) ergibt sieb 

( 43 ) ||C 2 B + 1|| < 5 4 . • \\CJ • HCn + 1|| • \\DJ . UD„+ 1|| 

+ 2 6 • 3 4 - 5 4 • „ » • MJ| - |K + 1 U • ||BJ - | | B n + 1 | | , 

woraus, wegen der Induktionsvoraussetzung, man 

( 4 4 ) HC2B+1|| < 2 6 . 3 4 . 5 4 - n 2 ° . 

[IICJI • ||CB+1|| • ||Z)J| • D n + 1 | | - f • \\An+1\\ . \\BJ . | | B B + 1 | | ] 

< 2 7 3 4 5 4 • n 2 0 • j , 2 " ( , i - I ) + 2 i t < " + , > < 2ln • 3 4 N • ( 2 3 ) 4 N • 2 2 0 N - T4"* 

gewinnt. 

Endlich wollen wir D M ( betrachten. 

Wegen der Eingenschaft I I von ||...!| schreiben wir 

i \\Di\\ + II* 2 -x4.y4.z4. A*J [n > 2 gerade), 
( 4 5 ) 1JDJI ^ 

( l l ^ l i + \\k2 • x4 • Al\\ (n > 1 ungerade). 

Betrachten wir die Eigenschaft I V von ]|-..|| und, so erhält man, der Reihe 
nach 

( 46 ) « D J 4 ^ 3 8 • » " • « J J J 4 (n> 1 ) , 

( 47 ) \\AJ4^ 3 8 V 6 - \\AJ4 (n > 1 ) . 

Durch Anwendung von Eigenschaft I V von m i t h = 5 auf P f = fc2, 
P 2 = x4, P3 — y 4 , P 4 = a4, P 5 = A4

t unter Benutzung von Lemma gibt 

( 4 8 ) ||A;2 • x4 . y 4 . * 4 - ^ 4 || < 2 2 - 3 6 - 5 4 • n4 - \\A4J . 

Ahnlicherweise gewinnt man 

( 4 9 ) | | f c 2 . * 2 . ^ | | < 2 2 . 3 4 . 5 2 . 7 i 4 . M 4 | | . 
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Aus (46), (47), (48), (49) folgt 

( 3 8 - n16 • \\DJ4 + 2 2 - 3 1 4 . 5 4 . n2Q • \}AJ4 (n^2 gerade), 
(50) | jD 2 J < ] 

( 3 8 - nu • }\DJ4 + 2 2 • 3 1 2 • 5 2 . n20 • \\AJ4 (n > 1 ungerade). 

Da wir jetzt auf die Polynome An , Dn rechts von (50) die Induktions­
voraussetzung anwenden können, ergibt sich daraus 

(51) ||D2J| ^ 2 2 • 3 ' 4 • 5 4 • T I 2 0 • [||DJ4 + \\AJ4] 

< 2 3 - 3 1 4 • 5 4 • II2® • y^nfn — l) <- . 3 ] ,*n . (2 3 ) 4 i l . 2 2°" • J^ro 2 —4n 

2^7n 3 '6 n 3211 rjiiii^ — in ^ ^TJn ^2 2) 2 1 1 3^™ y i f t 2 —4n 

Wegen der Eigenschaft I I von ||...|[ schreiben w i r 

(52) ||D 2 n + 1|| < \\D\ . D2
n+1\\ + \\k2 . x4 .y2 . z2 • A\ • A\^\ (n ^ 1). 

Berücksichtigen w i r die Eigenschaft I V von und Lemma, so erhalt man 

(53) \\D2
n . D2

n+l\\ < 5 4 • n 1 6 - \\Dnf . \\Dll+1\\2 (n > 1), 

(54) \\A\ • A 2
n + 1 \ \ ^ 5 4 - n16 • \\AJ2 • M n + 1 | | 2 (n > 1). 

Durch Anwendung von Eigenschaft I V von |!...|| m i t k = 5 auf P , = / c 2 , 
P2 = x4, P3 = y2, P 4 = z 2, P 5 = A2 • A\+1 unter Benutzung von Lemma gibt 

(55) \\k2 .x4.y2.z2-A2
n. A2

+l\\ < 2 4 . 3 8 . n4 - \\A*n • A2
n+l\\ . 

Aus (53), (54) und (55) ergibt sich 

(56) | [D 2 r t + 1 ||< 5 4 .n 1 6 .|[DJ| 2 -||D„ + I )| 2 

+ 2 4 - 3 8 . 5 4 . » 2 0 - | K |f • |K + 1 | | 2 , ( »=1,2 , . . . ) 

woraus, wegen der Induktionsvoraussetzung, man 
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(57) \\D2n+l\\ ^ 2 4 • 3 8 - 5 4 . n™ - [||DJ|2 . ||D n + 1|| 2 + \\AJ\2 . IM B + 1 || 2 ] 

< 2 5 3 8 •5 4 • n 2 0 • y 2 n ( " _ i)+-M"+*) < 2 5 " - 38™- (2 3 ) 4 n - 2 2 0 r t - T 4 » " 

22^" 3 l 2 r l J 1 *™ 2 < y 2 n _ j i * r i 2 — [ f 4 n 2 + 2 ' i = j 1 2n(2f i + l) 
(«=1,2, . . . ) 

gewinnt. 

Damit ist der Beweis des Satzes beendet. 

Folgerung. Es gilt mit einem numerisch berechenbaren C > 0 

P J U P J U IICJU IIAJI *s * C m 2 0» = l A . . . ) . 

Für den Beweis genügt es log T = C zusetzen. 
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I S T A N B U L Ü N I V E R S I T E S I (Manuskript eingegangen am 9. August 1977) 
F E N F A K Ü L T E S I 
M A T E M A T I K B Ö L Ü M Ü 

Ö Z E T 

B u n o t t a sn(u; k2) = snu, cn{u\ k2) = cnu, dn(u; k2) = dnu Jacobi e l ip t ik 
fonksiyonlarının çarpım formüllerinde geçen Am, Bm, C m , Dm po l inom-
laıınııı sayısal katsayılarının m u t l a k değerlerinin e C m şeklinde b i r üst 

sınırı elde edi lmektedir . 


