UBER EINE OBERE SCHRANKE DER KOEFFIZIENTEN EINIGER
IN DER THEORIE DER JACOBISCHEN ELLIPTISCHEN
FUNKTIONEN VORKOMMENDER POLYNOME

BEpnivE MELEK ZEREN

In dicser Note werden Absolutbetriige der Zahlenkoeffizienten der

Polynomen A, (sn’u, k2), B, (svfu, £9), Cq,(snu, ), D (sn?u, k2), die in

der Multiplikationsformel der Jacobischen elliptischen Funktionen auf-
treten, nach oben abgeschiitat, :

In dieser Note handelt es sich um die in der Multiplikationsformel
der Jacobischen elliptischen Funktionen sn(u; k%) = snu, en(u; k%) = enu
dn(u; k?) = dnu auftretenden Polynome A, (sn’u, k%), B, (sn’u, k%), C, (sn’u, k%)
D, (sn*u, k?).

Es ist fiir m > 1
snmnu - Dm(x2) —ayz . A_(x*) =0 (m gerade)
snnts - D_(3?) —x - A4 () =0 (m ungerade)
cnmu Dm(x2) —B_(x) =0 (m gerade)
enmu - D (*) —y - B (x*) =0  (m ungerade)
dnmu . D_(x*) — C (") =0 (m gerade)
dnmu . D_(#) —5 - €, () =0  (m ungerade),

wobei x = snu, y = ¢nu, 2z = dny sind, und 4, = Am(snzu, k) = Am(x2, k),

B = B_(sn’u, k) = B, (+*, ¥), C, = Cm(snzu, k) = Cm(xz, k%),

o
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D, =D, (sn*u, k?) = D _(a*, k*) Polynome in zwei Variablen sn’u — 7, k?
mit ganzen rationalen Zahlenkoeffizienten sind. Diese Polynome gehorchen
dem unten gegebenen Induktionsgesetat :
Al:l, Bl:]" Clzl, Dl:l,
(2)
Ay =2, B, =1—2a2 + k%%, C, =1—2k%2 + K% D, =1—k4",
und
A,, =24,B,C D, (n=2)
yz'zz'An'Dn'BnJrl' Cn+l JI*'Arl+l'Dn+1 ! C"'B" (n’ gerade)
A2n+[. =
An’Du'Bn+l' Cn-l~1 +y2‘z2"4n+l 'Dn+1 : Cn'Bn (n ungerade)
B: . D: oy g% A: . C: (n gerade)
B2n ==
y2.B2.DE gt . 42 CE (r ungerade)
Bln+1 = Bn * Bn+1 ‘ Dn * Dn+l _x2 * zz' An * An+l * Cn * Cn+l
(3)
CE. DY — I a9 5% 42 R (n gerade)
CZn =
2. CE.DE—K .4t y2. A2. B2 (n ungerade)
Czn+1 = Cn' Cn-}-l : Dn'Dn+l _kz' x2 _y?._ An' An+l 'Bn' Bn+1
DY — Rt oyt Al (n gerade)
DZn = P
Py L b (n ungerade)
Dy sy = Dﬁ . Dr2;+1 — kKAt _yz T Ai . Ar2:+l »
wobei

1) crtu =1—sn?u, dn’u=1—F.snn

sind (Vgl. ['], §57).
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Im folgenden wollen wir fiir die Absolutbetriige der rationalen Zahlen-
koeffizienten der Polynomen A, (x% 13, Bm(x?", k3, Cm(xz, i), Dm(x?", k2

2
Cm

eine in der Form e obere Sehranke ergeben, wobei € ein numerisch be-

rechenbare Konstanten ist.
Es werden jetst einige Vorbereitungen gemacht.
Definition und Eigenschaften von ||...|| "

Es sei ein Polynom
a a [}
(5) P=P(x,, x3,0.,%,) = Z Ty aymay L R A T

in n Variablen x , x,,...,x, und mit rationalen Koeffizienten @
t %2790

gegeben, Wir definieren ||P|| als das Maximum der Absolutbetriige aller
Koeffizienten von P, d.h.

(6) |PI— Max. la

[ G SR (| |'
13
a1 8 00y

2 n

Das so definierte Symbol |[...|| hat folgende Eigenschaften :
I. [|[AP|] == |A] - |]P||, webei A eine rationale Zahl ist.

IL ||P; + P, + ... -+ Bl < |IPy|] + ([Pl 4 -0 + [P}, wobei

(1) Py=Pyny, gy %) = 3,05 o oAt gt e ay, (=1

E
ﬂl Rzu-ﬂn n

k Polynome in n Variablen x,, x,,..., 2, und mit rationalen Koeffizienten
bedeuten.
ML [ILP, + AP, + o+ AP < 1241 1P, +
+ 1AL NP+ e - 1AL - TP

wobei A,, ;... 4. & rationale Zahlen sind.

1) In Arbeit von O. 5. TCEN [2] wird das Symbol I1...|; fiix ein Polynom in drei Variab-
len definiert und dort werden einige Bigenschaften gegeben.
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V. ||IP,-P,...PJl <
(G + 1) (G, + 1) (G + DI NIP] - NP - B

wobei G, den Gesamtgrad von P, nach x, %, ,..., x, bezeichnet (i = 1,..., k).

Bewsis. I, II, III sind klar. Zu IV :

Es sel
a [ ﬂn
(8) PI'PZ"'P]::Edalaz...an'xll'x2l o Xy
gesetzt. Dahei muB wegen (7)
ey ) ")
&) dul a,w.a, S WYtEm @ @t w k)
GI a2 e ﬂ"_ (ll ﬂ_l e R" Gl. a2 e ﬂ"

o 4o bl ma
a(zl) + a(zz) 4.4+ ugk) =a,

qSII) + “512) +ot ﬂl(’lk) =ty

gein. Die Anzahl der miglichen sk - tupeln (ocgl), oc(lg),..., acgk) ; ocg) , asgg)

;o @, d®) mit 0 < o, oL € 6 (=1, k) st

G, +1): (G, +1) .- (G, + 1)]*. Also kann die Anzahl der Glieder rechts von

(9) diese Zahl nicht diberschreiten. Dies, weil laS()i) 0 a(f)! < |P|l =1,..., k)
\ e ah

sind, (wegen (6), (7)) gibt uns ’

5
R

10)  1d, ¢ .y) S 61+ 1)« (63 4+ 1) ooe (G + DI |P1f - [Pyl - 1P

fir alle O 5 ®pseens &, - Aus (10) und der Definition (6) folgt nun die
Behauptung IV.

Lemma. Die Gesamigrade der Polynomen A, , B , C ., D, nach
*(x-= snu), Kk £ 0, T 1) geniigen der Abschétzung :
(11)  Grad von (4,), Grad von (B ), Grad von (C.),
Grad von (D ) < 2m(m — 1) (m=1,2,..)

(Im folgenden unter dem Grad eines Polynoms in zwei Variablen werden

wir den Gesamtgrad verstehen).




UBER EINE OBERE SCHRANKE DER KOEFFIZIENTEN EINIGER POLYNOME 5

Beweis. Die Behauptung wird durch mathematische Induktion bewie-
sen, Fiir m = 1,2 aus den Formeln (2) klar. Is sei jetzt m > 2, und (1I)
sei fiir kleinere Werte als m richtig. Um die Behauptung fiir m zu beweisen,

wollen wir die Rekursionsformeln (3) benutzen.

Falls m gerade, dh. m = 2n(n > 2) ist, dann ist der Grad von
(4, B, C, D, < 4.2n(n—1)=2.2n.2(n—1) < 2.2n-(Zn—1) (d.h.
Grad von (4,) < 2m(m — 1)). '

Falls m ungerade, d.h. m =2n + 1 ist, unterscheiden wir zwei Fille, je
nachdem n ungerade oder gerade ist. Fiit m =2n 4- 1, nz 2 gerade sind Grad
von (y*.22. 4, D B, -C )<3-+2.2n(n—1)+2 2n(n+1) = 8n” 43
und Grad von (4, ,-D, ,-C .B)< 2.2n(n+1) + 2.2n{n—1) = 8n%. Dann
ist Grad von (A2u+l) <8 4+3<8n+2n<80% 42 20 = 2. 2n(2n 4-1).
Fir m =2n + 1, n» 1 ungrade sind Grad von (4,.D, .B _,.C )<
2.2n(n —1) + 2.2n(n +1) = 8n® und Grad von (y*-s>. 4, ,-D,.,-C,-B) <
34+2.2n(n+ 142 2n(n—1)= 8n? + 3. Dann ist Grad von (A2u+l) <
8n? + 3 < 8n® 4 4n = 2. 2n(2n - 1). Die fir A2r¢+1 geschriebene Ungleichun-
gen gibt uns Grad von (4,,,,) < 2.2n . 2n + 1),

Auf gleiche Weise wie oben erhalten wir folgende Ungleichungen fiir B, .

Falls m ungerade, dh. m=2n 41 (n > 1) ist, da Grad wvon
(B, B"Jri D, . Dn+1) £2:-2r(n—1)4+2-2r(n + 1) = 8n? und Grad von
(s A, A, -C-C L )<3+22n(n—1) +2 2n(n + 1) = 8a® 43
sind, dann ist der Grad von (an+1) < 8n% +3<8n? 4 dn =2 2n(2n + 1).

Falls m gerade, d.h. m = 2n ist, unterscheiden wir zwei Fille, je nach-
dem n gerade oder ungerade ist. Fir m = 2n, n» 2 gerade sind Grad
von (B2DY) < 2.2n(n—1) 4+ 2-2n(n —1) == 8n> —8n und Grad von
(x2- 2.5 A:. CH < 4 +4.2n(n—1) = 8n*-——8n | 4. Dann ist Grad
von (B,) < 8n —8n 44 < 82> —8n + 4n = 8n® —4dn =2 . 2n(2n — 1).
Fiit m =2n, n > | ungerade sind Grad von (y*-B2. D% £ 1 +4.2n(n — 1) =
8p%-—8n 4 1 und Grad von (xz-zzoAf;- Cz) <34 4-2n(n—1)=8n>—8n |3,
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Dann ist Grad von (B,) < 82 —8rn +3<8r°—8n 4+ 4rn =802 —4n =
2 -2n(2n — 1). Die fiir B, erhaltene Ungleichungen lassen sich vereinigen
zu Grad von (B,) < 2.2n(2n —1).

Nun wollen wir die éhnliche Berechnung fiir C, wiederholen.

Falls m ungerade, dh. m =2n - 1 (r > 1) ist, da sind Grad von
(C,-C,y-D,- D,)<2 - 2n(n—1)+2-2nn-+1) = 872 und Grad- von
(kz-xz-yz-An-A"Jrl-Bn-B"H) <3+2.2n(n—1)+2.2n(n+1) =8n 43,

dann ist der Grad von (C,,, ) < 8r® 43 < 8n% 4 4n =2.2n(2n + 1).

Falls m gerade, d.h. m = 2n ist, unterscheiden wir zwei Fille. Fiir
m =2n, n> 2 gerade sind Grad von (C2. D?) < 4 - 2n(n—1) —8n%-—8n und
Grad von (B a?-y?. 2. 42. B < 5 | 4-2n(n—1) = 8r®2 —8n + 5.
Hieraus folgt Grad von (C,,) < 8n’—8n L 5<8n’—8n-}3n<8n*—8nt+4n
=2-2n(2n —1). Fir m = 2n, n > 1 ungerade sind Grad von (2. C2. D?)
<244-2n(n—1) =8> —8n +2 und Grad von (B* - x* . y* . 4% . B}
€3 44 2n(n—1)=8r®>—8n 4 3. Dann ist Grad von (C,) < 8n’—8n 43
< 8n%—8n - 4n =8n® —4n = 2.2a(2n —1). Die fir C
Ungleichungen gibt uns Grad von (C, )< 2 - 2n(2n — 1).

5. geschriebene

Endlich wollen wir D, betrachten,

Falls m wungerade, dh. m =2r + 1 (n > 1) ist, dann sind Grad
von (Dﬁ . p? )< 2-2n(n—1) +2-2n(n 4+ 1) = 8n® und Grad von

ril

(- x*-y* P AR A2 )< 642-2u(n—1) + 2. 2n(n + 1) =8n® - 6. Fir

n > 2 ist Grad von (D21r+]) <8168t 3ng8nitdn=2. 2n(2rn4-1)
(Ist n =1, so erhilt man Grad von (D)) =6 < 2-3(3—1) = 12).

Falls m gerade, d.h. m = 2n ist, unterscheiden wir zwei Fille. Fiir
m = 2n, n 2 2 gerade sind Grad von (D) < 4 - 2n(n — 1) = 8n* —8n und
Grad von (k% - &* . y* . 2% . AY) < 9 4 4. 2n(n — 1) = 8.2 — Br + 9. Dann ist
Grad von (D)) < 8n? - 8n-1-9< 8n —8n-13n< 8% dn—=2. 2n(2n—1)
fiir w > 2 (Ist » =2, s0 erhalten wir Grad von (D,) =12 < 2. 4. (4-—1) = 24).
Fir m = 2n, n > 3 ungerade ist Grad von (k2 caxt A:) <3+4-2n(n—1)
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= 8n* — 8n + 3. Dann ist Grad von (D,) < 87* —8n + 3 < 8n* —8n + 4n
— 8r* — 4n. Die fiir D, geschriebene Ungleichungen lassen sich vereinigen

zu Grad ven (D, )< 2-2n(2n —1).

Damit ist der Beweis dieses Lermuma in allen Teilen beendet.
Satz. FEs gilt mit T =217 .38

(12) 4,0, 1B I, IC I, D < TmD (m = 1,2,...).

Beweis, Wir bedienen uns wieder einer Induktion nach m unter Be-

nutzung der Formeln (2) und (3).

Laut (2) sind |4l =1, [IB)li =1, IC{l =1, [ID{|l =1, [I4,]] =2,
[[Bylf =2, |C,l| = 2, {|D,|l =1, und die ersten zwei Werte von m(m —1) sind
der Reihe nach 0,2. Dann wird (12) fiir m = 1,2 erfiillt.

Die Behauptung (12) sei fiir kleinere Werte des Indexes als m(m > 2)
richtig, Wir wollen unter dieser Voraussetzung beweisen, dafl sie auch fiir
m richtig ist. Unter Benutzung der Eigenschaft I mit 1 =2 und II mit
k=4 von |i...|| und dem Lemma folgt aus der ersten Gleichung von (3):
(13) sl < 2-[@nl—~1) + 1P 40 - 1B - IG,1 - 1D, }

<2.@2n% 4 n) 4]+ 1B - IC,] - 1D,
<2.3%. " AL 1B G0 - 1D

<2.3%.21 Al - 1B - IC - HD )

Da wir jetzt auf die Polynome A _, D, rechts von (13) die Induk-

tionsvoraussetzung anwenden kénnen, ergibt sich daraus

B ,C

n?

"Aznll <2. 38, 9l6n T4n(u-«1) < (21'7 . 38)2!1 . T&n(n—l)

\<‘ T2n . Tfi«nz—‘ln — T4n2_2n — T2n(2n—1) (n 2 2)'
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Mit Hilfe der Eigenschaft IT von ]|...|| schreiben wir

“_‘yz'zz'An'Dn'Bn-l-l.Cu+1|ﬁ+“An+1-Du+l.Cu'BnH’
n zerad
(14) Iyl < (» gorade)

“An'Dn'Bn+l'Cn+1” + Hyz'zz'An+1'Dn+l'Cn'Bu“
: (n ungerade).

Beriicksichtigen wir die Eigensehaft IV von [|...[| und Lemma, so erhilt

man, der Beihe nach
(15)  §4,-D, Boy1-Cpal < 550 A1 DN Bl - NG all s (2 1)
(16) [ Apyr Doy G- Boll < 540! A, 1 1Dl - NG -IBL, (2 1)

Nochmalige Anwendung der Eigenschaft IV wvon [|...|| mit & =3 auf
P = yz, P, = 22, P,=4 .D . Bn+l . Cn+l unter Benutzung von Lemma
gibt

7y |y*-2*-4,-D, By Coall <2*.3%.0*. |4,.D,-B - C |-
Ahnlicherweise erhalten wir

(18) ly* 2 A,y Dyyy- G- Bl <2235 0" |4, - D,yyy - C, - Byl
Aus (15), (16), (17), (18) folgt

22.35.5% 02 | A, 1D, [ Byl - 1€, 14

+ 5% nte 4, 11D, - NGl - 1B, (nz2 gerade)
(19) 4zl <
S5t 1D, 1By Il Gyl

+ 2235550 | 4, 1) - BDy 1 [N 1 I, (21 ungerade).

C

ntt *

C

n*

Da wir auf die Polynome A4 , B D,, A, ,,B, ., D

rechts von (19) die Induktionsvoraussetzung anwenden kinnen, ergibt sich

n? ntf 7

daraus
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2 [ 4 20
Izl < 2%.3%.5%. 0%

UAL - TDLI - 1By il - (Gl A Ty ol - 1P ol - RGLL - (B

. < 23 . 36 , 54 . n20 . TZ:n(n»l)-}-Zn(n«rl) < 23 . 35 . 54 . 220” ) T4"1
< 231'1 . Sﬁrr . (2.3)4n . 220n, . T4n1 _ 2271': . 310:: . T4n2

< T, Trlnz — TZn(2n+1).

Auf gleiche Weise wie oben erhalten wir folgende Ungleichungen fiir B, :

Wegen der Eigenschaft IT von |[...]j schreiben wir

"Bg ' Di” + ”"’2 3’2 %% Arz; . C;ﬁi » (n= 2 gerade)
(20) [ Byl < '
Ily*- B:. D\ 4 fin? . 5% - A2 - C2Il, (n > 1 ungerade).

Betrachten wir die Eigenschaft 1V von §|...]] und Lemma, so erhilt man, die
Reihe nach -

(21) 1By - Dl < 3% n'S B2 ID,|? (n > 1),
(22)  A4%-CRI < 3% n'S AP - NG, (n > 1).

Nochmalige Anwendung der Eigenschaft IV wvon |[...|| mit bk =4 auf

P, = 22, P, =% P, = zz,-P4 — A2 C? unter Benutzung von Lemma gibt
(23)  lx%-y2.22 . A2.CH < 203452t A2 Gl

Ahnlicherweise erhalten wir

(24) [ .52 A2, CY < 22.8%.5%. 0% |42 CE|

und

(25) lly*- B:.D?}| < 22.32.52.0*. |BX. D}||.
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Aus (21), (22), (23), (24), (25) folgt

3% ' B, D)% - 2% 812. 52 020 |4, )12 (|G,

(26)  I1Bal < (n> 2 gorade)
2231952020 B2 D, P 4 22.3"2.5%. 0% |4 1P | C, %,

(r > 1 ungerade).

Wenden wir jetzt auf die Polynome 4., B,, C,, D_ rechts von (26) die

Induktionsvoraussetzung an, so ergibt sich daraus
IBgll < 2% 87252 . 0 L [|B, 112+ |D,17 + 14,17 - 1C,17
< 95,312 52 920n T4n(u—l) < 95n , gl2n (2 . 3)2n . 920n Tdnl_dn
=927  gldn  pin’—dn o Pan pie’—dn  ple(in-1)
Mit Hilfe der Figenschaft Il von ||...|| schreiben wir
27 Byl < 1By Boyy - Dy Dyl
+ |fx2'z2'An'An+l 'Cn' Cu+1” ("‘2 1)'
Beriicksichtigen wir die Eigenschaft 11 von {|,..|| und Lemma, so erhidlt man
(28) "Bu * Bu+l ' Dn " Du-{-l” ‘<- 54 * "‘[6 ‘ ”Bnﬁ * ”Bn+1" N
(W28 Iy ¥ 2 (n= 1),
(29) Ay Ay -Gy Gyl < 5% 0" A0 14,0 -
NGl Gyl (n= 1)

Nochmalige Anwendung der Eigenschaft IV von ||...]| mit 5 = 3 auf
Pl=x2’P2=z2’P3=An'A 'Cn'C

, unter Benutzung von Lemma gibt

w41 ni

(30) "xz - An ' An+1 : Cu : Cn+1n < 22.3%.5%.0%0.

IAnll - Ny gl - NGl - Gy -
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Aus (28} und (30) folt
(31)  IBgajall < 5% n!® - IBl - 1Byl - 1D, - (254
+22.3%. 55 0 [ Apl - eyl - 1CN  1Co il -
Wegen der Induktionsvoraussetzung ergibt sich daraus
[Bys1ll < 22.35.5%. a2,

CIBLE - UBy il - 1Dl - 1D all + 040 - ey ol - DG - 1C i)

93,36, 54,20 7 2a(n—1) +2n(r+1) < 93 gén (2'3)411 . 920 T.,'.n’

A

e 9270 glln T4n2 < T, T4n2 — TZn(?.n+1).

Nun wollen wir die dhnliche Berechnung fiir C,, wiederholen.
Mit Hilfe der Eigenschaft 1T von ||...|| schreiben wir
ICE. D2|| + |k 2%y .27 AZ. B2, (n3> 2 gerade)
(32) NGyl <
2% C2. D2 + |K%-x%.4%. A%. B, (n > | ungerade).
Beriicksichtigen wir die Eigenschaft IV von {|...|| und Lemma, so erhilt man
(33) ICE-DII < 3% -G ID 1P (n>1)
und
(34) [ AZ.BI| < 3%.a'0. (4,07 [B,I? (n > 1).

Durch Anwendung der Figenschaft IV von ||...|] mit k = 5 auf P, = k2,
P, = %2, P, = yz, P, = 22, P, = Aﬁ . Bﬁ unter Benutzung von Lemma gibt

(35) Ik*.x*.y*.2%. AL Bi| < 2°.3*.5%.n". |4} BY|.
Ahnlicherweise erhalten wir der Reihe nach

(36) |z*- C%. D% < 3*.5%.nt. | C2.D2|,
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(37)  |k*.#? .y 42 B < 26.32.5%. 0% | 42. BY).
Aus (33), (34), (35), (36) folgt

(3% 01 [C,I2- D%+ 26.312.52. 02 | 4,2 B,
(38) Gyl < (n>2 gerade),

312.52. 2 G2 - D, 4 25 810 52 0% | 4,)% - |B, )

(n > 1 ungerade).

Da wir nun auf die Polynome A

B,, C,, D, rechts von (38) die Induk-

tionsvoraussetzung anwenden konnen, ergibt sich daraus i

n? n

IColl < 253252 . a® [ICI7 - 1D, + 14,17 1B,]7]

2'1' . 312 . 52 . n20 . T4n(n,—l) < 2'.'n N 312:1 ) (2‘3)2:'» . 22Dn . T4n(ng1)

A

— 929 gldn T4n(n—l) < T2n T4n1m4n = T2{2n-1)

Wegen der Eigenschaft IT von |(|...|| schreiben wir

(39) _ ”CZn+1" < "Cn * Cn—i-l ‘ Dra . Dn+1"

+ "kz'xz'yz'An'An—}-l'Bn'Bn-i—1|’ ("’21)'
Betrachten wir die Eigenschaft IV von ||...|| und Lemma, so erhilt man
(40) NG, C, oy Dy Dyl S 540" G- G, ) - D) - 1D, )
(nz 1),

(41) My - Ay« By - Byl € 5% n' 4,0 1A, ol 1B - 1B,
(nz=1)

Nochmahge Anwendung der Eigenschaft 1V von ||...|| mit k& —4 auf P = K,

P, =A% P, =47, P,=4,-4,,'B,.- B"n+1 unter Benutzung von Lemma gibt

(42) k. 2% y? Ay A q-B Bl < 26.3*.n*. 4, . 4,,,-B, - B, }.
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Aus {40), {41) und (42) ergibt sieh

(43) G ial < 5% n! NG NGl - I1P,] - 1D
4283454 n® A, - LA, ol - 1B 1Bl
woraus, wegen der Induktionsvoraussetzung, man
(44) ﬂczn+1|| < 28.3%.5%. 0%
G- NGt - 1PN - Dyl + AL - Ay gl - 1B - 1 Byal]
< 27.3%.5% p20. T -DA2enil) 970 gdn (9 gydn g20m an’

_. 931n g8 rdn® < T, pan® _ pan’iom o 2n(2n 1)
gewinnt.

Endlich wollen wir D betrachten.

Wegen der Eingenschaft IT von ||...|| schreiben wir

, DRI+ W&t y* 2t ARl (n 2 2 gerade),
(DY + B - x* - AF| {n > 1 ungerade).
Betrachten wir die Eigenschaft I'V von ||...|| und, so erhilt man, der Reihe

nach
(46) D' < 32D, (n>1),
(47) HA""4 = 38 . "’16 ' "AHH4 (n > I)'

Dureh Anwendung von Eigenschaft IV von {|...|]] mit k =5 auf P, =.k2,

P,=x P, =" P, = Py = A* unter Benutzung von Lemma gibt

2
(48) k.=t .yt gt Al < 223554 0t |42 .

Ahnlicherweise gewinnt man

(49) B .x?. A5 < 22.3%. 5% 0t 45
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Aus (46), (47), (48), (49) folgt

3.1 D * 22,31 .50 w20 A |* (n > 2 gerade),
(50} Dl <

32010 D,|* +2%.312.5%2. 0 |4, |* (n > 1 ungerade).

Da wir jetzt auf die Polynome 4, , D, rechts von (50) die Indulktions-

voraussetzung anwenden kénnen, ergibt sich daraus
(B1) Dy < 22354 2 [ID,I* -+ 14,]*]
< 93  gl4, 54, 520 T4n(n—-l) < 23n  gldn (23)471 . 920n T4n2~4n
— 927 316n . 32n . Td.nz-«dsn < 22'.’n . (22)2n s 3161: . T4n2—4n
= 2%n  glén in’—du o opIn pin’—dn _ a(in—T) (n=23,...).
Wegen der Eigenschaft 1T von ||...|| schreiben wir

(52)  Dgll S IDR-Dipyl + 1B ot 5722 A7 A2 ) (> 1)

n

Beriicksichtigen wir die Eigenschaft IV von |{...]] und Lemma, se erhiilt man
(53 IDZ-DI <550 D ID P (1),
(54} AL AL <5t R4 4l (e D)

- Durch Anwendung von Eigenschaft IV vor |...|| mit k=5 auf Plzkz,
P, =a', P, =3, P,=2", Py=AL. Al | unter Benutzung von Lemma gibt

GO I [ R SRR, LR, LI IR AR LI | L L
Aus (53), (54) und (55) ergibt sich
(36)  [1Dgupall < 5% w6 D7 (1D, 44l

42030 50 n LA Ml (n=1,2,0)

woraus, wegen der Induktionsvoraussetzung, man
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(57)  NDguyall < 2435 55w [P - 1Dyl * =+ 1A - (14 alP]
< 25.38.5% . p20. Tnn-D+2n(r+1]) < 950 gn (3 3)in, 9200, e’

— 229n . 312n . T‘lnz < T2n . Tnlfnz — T4n2+2n — T2n(2n+1)
(n=1,2,...)
gewinnt,

Damit ist der Beweis des Satzes beendet.
Folgerung., Es gilt mit einem numerisch berechenbaren C > 0
- 2
A ulls [Blls NG, (1Dl < e {m =12,.).

Fiir den Beweis geniigt es log T = C zusetzen.
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O0ZET

Bu notta sn{u; k2) = snu, cnfu; k%) = cnu, dofu; k2) = dnu Jacobi eliptik
fonksiyonlarmin ¢arpim formiillerinde gegen 4., By, Cy, Dy, polinom-

laimm sayisal katsaydarimn mutlak degerlerlnin Cm* geklinde bir iist
s élde edilmektedir,




