CORRESPONDANCES ASYMPTOTIQUES ET
FAMILLES PE COURBES PLANES INVARIANTES

A, EVYATAR - F. MARCUS

Dans la premiére partie du présent mémoire on étudie les courbes intég-
rales d’une équation différentielle v’ = F(u, v, v') sur une surface et I'on
obtient des conditions pour gu’elles soient planes. Dans la deuxidme partie
on traite de ’éxistence d’une correspondance asymptotique enire deux sur-
faces non réglées qui n’est pas une déformation et conserve une famille &
deux paramétres de courbes planes,

Le présent mémoire comprend deux parties. Dans la premiére partie on mont-
re d’abord que: les courbes intégrales d’une équation differentielle v'=I{u, v,v")
(" = F(u, v, u’)), sont planes sur une surface non réglée si ct seulement si

V=a, 12,V 2, (R 4 () (@ =a )

Ensuite "on démontre que pour q, = ~— B, a, = v, la droite par laquelie passent
les plans de ces courbes passe par un point fixe.

Dans le cas ou a, = — % , = %— la droite (x, x,, 1 a, x, — a, x,) est

I'argte de Gabriel Marcus Green, et ne passe pas par un point fixe.

- v
On montre que sur les surfaces de Cech les courbes intégrales de
v = y(v'y — B =0 (y = B) sont planes.

Dans la deuxiéme partie on traite de I’éxistence d’une correspondance asymp-
totique entre deux surfaces non réglées qui n’est pas une déformation projec-
tive et conserve une famille ‘3 deux paramétres de courbes planes,

Les théorémes suivants sont établis :

1. 1 n'existe que deux correspondances asymptotiques entre deux surfa-

ces non réglées qui conservent une méme famille =02 de courbes planes. Ces cor-
respondances sont des similitudes projectives propres.

2. Seule une surface isothermo-asymptotique de Fubini admet une telle
correspondance. On montre aussi que parmi les surfaces qui admettent oo? trans-
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formations projectives en elles-mémes il y a une seule surface dont I'ardte de
Green passe par un point fixe, tandis que sur les autres surfaces de méme espéce
il y a deux droites canoniques qui passent par des points fixes.

I. Premiére Partie

1. Rappel de quelques notions de base. Suivant E.Bompiani [**] toute
correspondance biunivoque différentiable entre deux surfaces non développables
{qui ne sont pas des quadrigues) qui est telle que les éléments linéaires projec-
tifs de Fubini se trouvent dans un rapport constant est une similitude projec-

tive (s.p.).
Si w, v sont les paramétres asymptotiques, la définition précédente s’expri-
me donc par
B V) = kBl v); Yy (4 v) = ky (1, V), (1.1
olt k est une constante non nulle pour toute s.p. x(u, v) = x(u, v).
Si
k£ 1, (1.2)

©

v
nous dirons, que la s.p. est une s.p. propre. D'aprés Cech [5] on peut baser la
classification des correspondances asymptotiques entre deux surfaces non rég-
lées sur les invariants de contact r et &, et ’on obtient 3 espéces de correspondan-
ces.

Si la surface x (,v)-est en correspondance asymptotique de troisidme espe-
ce avec la surface x(v, v) 'on a

r=ky;s=k, (k,¥k,constantes # 0,1, — 1). (1.3)
En coordonnées asymptotiques les surfaces x(u, v) sont déterminées par

ky s %:s:kb (1.4)

| o)
[
f

qui doivent évidement satisfaire aussi aux conditions d’intégrabilité [1+?].
Parmi les correspondances asymptotiques de 3°-espéce on a aussi le cas
' r=s=c¢ (c#0,1,—1), (1.5

et dans ce cas la correspondance dépend de six fonctions arbitraires d’'un argu-
ment [¥] et est une s.p. propre.

v
Cech énonce aussi, sans démonstration, dans [*] la propriété suivante: si
la surface (x) est donnée, la correspondance existe si et seulement si I’on a;
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B\"VV = YHH“ . ) (1'6}
pour un choix convenable des paramétres. La démonstration de ce résultat se
trouve dans le mémoire [¢] de 0. Mayer, qui ne connaissait pas la note [5] de

éech.

Notons ici que les surfaces de Cech [!] peuvent admettre des c.a. de
3°-espéce qui satisfont a (1.6). ' '

2. Familles co? de courbes planes sur une surface non réglée. Soit S une
surface non réglée rapportée a ses lignes asymptotiques u,v. Les coordonnées x
d’un point générique, supposées normées selon Wilczynski satisfont (voir [2])
au systéme '

xuu: va +pllx; )CW:‘YX“ +p22x‘ (21}
quant aux conditions d’intégrabilité, ce sont

L, + 2By, +vB,=0; M, + 2vB, + By, =0,

(2.2)
BM\" + 2MBV + BVVV = YLH + 2L’YH + YNHH B
of
L=—B, —2p,; M= —v,— 2py, . (2:3)
Les sections planes de 5 doivent satisfaire 4 ’équation
(x, dx, d*x, d*x) = 0. 4

Dongc, si v == v(u) est une courbe plane sur S, 'équation différentielle suivante
doit étre vérifiée

2" 3 AR APV P -2y, 6

) 2.5
2, £ 2 O H 20, 4 ) WR BV =0, D

f

ol v/, v*, v''" sont les dérivées de v par rapport 4 u et

Ty =pn BT =pp 7, 237

2

Sufpposons que les co? courbes solutions de I'équation

v o= F(u, v, v) (2.6)

soient planes sur 8. Dérivant (2.6} par rapport A u et en introduisant les résul-
tats dans (2.5) on obtient une équation différentielle d’ordre un et de sixiéme
degrée qui doit &tre identiquement nulle. Mais dés que le coefficient de (v')5 est
¥2, on doit avoir y = 0, ce qui veut dire que S est une surface réglée que nous
avons exclue.
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Nous allons maintenant examiner quelles sont ies conditions qui doivent
satisfaire aux fonctions «, (1, v) ({ = 1,2,...,n) afin que les eo? courbes intégrales
de ’équation

V=2 Y (=01.2,..m D
i
soient planes sur S.

Apres différentiation de v* par rapport & u et substitution dans (2.5) nous
obtenons une équation différentielle d’ordre » et de degré 2x qui doit &tre iden-
tiquement nulle.

L’on voit de suite que n =< 3 et (2.7) se réduit & ’équation cubique
Vi =ay 4 2a; v+ 2a, VP + a, (v)) (2.8)
avec a; (u, v).
Effectuant la différentiation et la substitution, 'on obtient ce qui suit :

Proposition I. Les courbes intégrales de I’équation (2.8) sont planes sur
une surface S non réglée si les coefficients «; (f = 0,1,2,3) satisfont aux condi-
tions suivantes :

a2 +4Pa, + 2 =0,
ay, — dagay — e, +p,=0,

Gy 1 ay, — Yy — Bas =0,

a3, - 4a, a3 — dya, — vy, =0, (D
322 + v — dya; =0,
Ay, + 28y, — 2a° — 280 ay — 4Pay +- B, = — 2my,

ay, + 28y, -+ 2 + 20, a; — dyay — v, = 2my, .
En excluant de nos considérations les surfaces réglées il ensuit de (I) que
gy # 0.

Réciproquement, si les fonctions a, (v, v), g, a; 52 0, satisfont aux conditi-
ons (1), les courbes intégrales de (2.8) sont planes sur une surface non réglée.

Etudions les conditions (I) d’une fagon ‘plus détaillée. De la premigre et
de la cinquidéme condition 'on déduit :

ag=—p ou g, = — —,
2.9
a; =1 ou a,_.,:%—.

D’ot les possibilités suivantes :
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Ay ag=-—B; =y,

alors
dpy + Q3u = 0 4
al?+ pa, —a;, = myy, 2.10)
Al a,y — va, = Ty
B Y
B) aoz—?, aaz?,
alors
1 1
= (logB),; ay=— X (logv), ; (ogB:v),, =0,
log 1 2 5B (L
. ( Ot:u B)un + (Og B)u . B (Dg ’Y)V . __Ef\(_ — ﬂ:]] s (2.] 1)
4 16 12 3
(log 7)., " (logy),”  S5y(ogP),  v.
- - —— - TRy
4 16 12 3
C) ay=—8; “3=§’
alors
2 1
dyy + Oy, = _? BY! ay = — ?(iOgY)v »
2.12)
B (logv), . u
alzin — @y, =Ty 4+ ay — ?‘Yal -y =Ty -
D) ao=—£; a4 =7,
3
Dans ce cas
2 1
ag, + dyy = ? I}Y » 4y = —4—(10g ﬂ)lr ’
(2.13)
5Ba
a’—a,+ 22‘“%:“11§ a4, +af —yay =my, .

3. Interprétation géométrigue. On sait que Péquation v = v(w) (w = u(v))
d’'une courbe C sur une surface S qui est tangente en O {u =v =0) i
Iasymptotique v = 0(u = 0) est
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v:—gﬁuz—l—(iﬁ) (u——g“{szr(:”)), (3.1)

ol u, v sont les coordonnées asymptotiques, (3) indique des termes du troisigme
ordre au point 0, et £ est une constante telle que | —# est Pinvariant de contact
de C avec Pasymptotique v =10 (u = 0).

Notons que 7 ne change pas si Pon change les parambtres asymptotiques
et le plan osculateur au point 0 & C ne dépend que de (1—A) [?].

Si Pon a _
3h=1 (3.2)
on aura alors
__ B, I (e
v=—=—t+0@) {u= v+ (3], . (3.3)
o 0
et le plan osculateur & C en 0 est stationaire et y coincide avec le plan tangent
4 la surface; C est donc une courbe plane.
D’autre part si |
h=1 (3.4
C a en 0 un point d'inflexion et le plan osculateur y est indéterminé.

Dans le premier cas 'on a au point 0 considéré
p p

v = — 3 3.5
et dans le second
Vi=—B@=—7. (3.6)
Soit (d) la droite déterminée par
Ce, X, — I xg — L x). : (3.7
Les plans osculateurs des courbes
V' =g+ 24,V + 2a, (V'Y + a, V') 3.9
passent par (d) si et seulement si
g =—pa=—Iliqa=hLa=y, (3.9)
et la droite dont il s’agit est alors
(e, % Hagx, —ayx). (3.10)

Si les cowrbes (3.8) sont planes sur la surface x (4, v) et que les équations
qui caractérisent le cas A du §2 sont vérifiées, nous aurons
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Ly=ly P +BL+l, =m B4yl + L, =ny,. 3.11)
Les développables de la congruence engendrée par la droite (3.7) sont don-

nées par

(my — 1, — LB — 12 d? + (1, — L) dudv + (2 + vl + L, — Ryy) dv2 =0,
{(3.12)

On voit alors que dans le cas A du §2 ces développables sont indétermi-
nées ct que par conséquent la droite (3.10) passe alors par un point fixe.

Nous avons donc ;

Proposition TI, Si les o2 courbes intégrales de I’équation
v =—B+2a v + 20, VY + vy )

sont planes sur une surface x (&, v) non réglée, la droite {x, x,, + a4, x, —a,x ),
droite d’intérsection des planes de ces courbes, passe par un point fixe,

La réciproque est également vraic: si la droite (3.10) passe par un point
fixe, les courbes associées (3.8) sont planes.

Le calcul montre que le point fixe par lequel passent les rayons de la con-
gruence est donné par

X =x+ Rx,, +ax, —ax),
ol
' 1 i
R=— = — .
By —ay, +a, Pr+a,+aa

(.13)

II s’ensuit que dans le cas A du §2, les courbes planes (2.8) forment une con-
figuration particuliére, que d’aprés Bompiani [7] 'on nomme systéme axial as-
socié & la congruence engendrée par la droite (d).

Dans le cas B, quand

on peut prendre B =y sans diminuer la penéralité comme on le voit dans
(2.11). )

On obtient alors :

1 1
—l;=ﬂl:I(IOgB)u; II:az:—:{-(IOgB)V,
(fog B) (logp)? _ 3
- uu e B, 3.14
TC“ 4 + 16 4 Bv ( )
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_ (logB)yy n (ogp)* 3 B, .
4 16 4

Ty =

Donc
L, = Ly,

¥

1 1
L e e _3‘ Bysmp — by — L —vl = — —Z"Bu > (3.15)

ce qui montre que si § n'est pas une surface de coincidence, la droite
(x, x,, 4 @, x, -~ a, x,) ne passc pas par un point fixe.

Dol :
Proposition HE Si les «? courbes intégrales de I'équation

S % +20,V 1 20,00+ L (O (@@ 0)

sont planes sur une surface, la droite (v, x,, + g, x, — o, x,) ne passe pas
alors par un point fixe.

Cette propriété montre la distinction entre les cas A et B.

4. La droite (d) est wne droite canoniqee. Supposons que () est une droite
canonique. Dans ce cas I'on a [?]

- (% 1. x) (iog B), - (% + Zh) (ogy), ,

. | 4.1)
—h= (n + 3) (logB)er(?Jrk) (o),
oll A est une constante arbitraire.
Pour A = 0 on obtient la normale projective de Fubini, si A = —% Clest
. . 1 v
la directrice de Wilczynski, pour A = — — on a l'axe de Cech, si A = — L
on obtient I'ardte de Green, et pour L = — % ou A= —%2 les droites prin-

cipales de Fubini. D’autres droites canoniques ont été obtenues par Bompiani,
Sullivan, Lane et autres.

Si la surface est isothermo-asymptotique, 'on peut prendre g = v, (4.1)
devient alors :
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— L= +3)ogh),; — 1L =1+3)ogp),. {4.2)
Tenant compte de (3.14) on a alors
L= @.3)
cest-a-dire
1
A= — —, 4.4
2 @4

et la droite {x, x,,
Dol :

Proposition IV. Les courbes intégrales de I'équation différentielle

4+ a, x, — a,x,) (a; a, = 0) est I'aréte de Green,

Vo= — % + 2a,v" + 2a, (v + —1— P, a a, =0
peuvent &tre planes seulement sur les surfaces dont I'aréte de Green ne passe
pas par un point fixe.

Notons que dans le cas A nous pouvons aussi supposer que la droite (3.10)
est une droite canonique et S une surface isothermo-asymptotique. Nous pou-
vons prendre p = v, et de (3.9) et (4.2) on aura

ay = — Iy = (1 +3)(logP),,a, =1, = — (1 +31) (log B}, {4.5)
p = const,

D’oi ;

Proposition V. Les courbes (3.8) avec a; == — B, a3 = — [} sont planes

sur une surface dont une droife canonique passe par un point fixe.
Il semble que cette propriété n’a pas été jusqu'ici remarquée.

5. Un cas particulier. Dans toute I'étude précédente, nous avons supposé
a, a, = 0. Nous considérons maintenant le cas particulier ol

‘ a, =a,=0, s.D
Les relations (I) donnent :
dp = _Bﬂlsz"{, soft gy = — ‘_‘:‘-73:'1;
3 3
soit aﬂ:—B;a3:~Y-+ soit @y = — — a; =1.
_ 3 3
Siagy=—P et ay =17 l'on tire de (2.10) et (2.3)
My = Mz = 0 (5.2)
et
p]l+Bv:0;p22+Yu:0’ (5'3)

et les conditions d’intégrabilité deviennent maintenant :
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By + B, -+ 2By, = 05 ¥, + By, + 298, =0,

B'Yuv + vav - 'YBuv + Yuuu *
Comme on le voit, B = const., ¥ = const. est une solution de (5.4). Mais
{5.3) donne alors py, = p,, = 0, ce qui montre que les surfaces correspondantes
sont les surfaces tétraédrales cubiques.

(5.4)

Il s’ensuit :

Proposition VL. Sur les surfaces tétraedrales cubiques les <o? courbes
intégrales de 1'équation différentielle v/ — y(v)* + B = 0 sont planes.

Pour obtenir toutes les surfaces sur lesquelles les courbes vV —y (v +B=0
sont planes il faut intégrer le systdme {5.4).

A
Si =17, on a les surfaces de Cech ['], c’est-a-dire les surfaces dont I'axe

de Cech passe par un point fixe. Les lignss de Segre de ces surfaces sont
planes {'].
Do
v
Proposition VIL  Sur les surfaces de Cech les courbes intégrales de
Iéquation v" — y(v)* + B = 0 sont planes.

Si par contre a, = — % , 4y = % on aura
B = const. ; y = const., p;; = Py = M)y = Ry = 0, (5.5)
et les courbes v* — % vy - —B— = 0 ne sont planes que sur les surfaces tét-
raédrales cubiques.
Enfinj si gqg=—P;a,= —z— ou ay = — g— , @y =0, les surfaces cprrespon-

dantes sont réglées.

6. Surfaces non réglées qui admettent un groupe G, de transformations pro-
jectives en elles-mémes et sur lesquelles il ¥y a une famille oo? de courbes planes.
F. Marcus s’est occupé récemment dans [#] des surfaces non-réglées qui ad-
mettent <o2 transformations projectives en elles-mémes.

Ces surfaces sont :

a. Les surfaces de coincidence minima projectives. Elles sont determinées,
comme on le sait, par

B=v=limy=pn=himy=pa=F, ©.)
L——2k; M= — 2,

ont & et k sont des constantes,
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Sous forme finie elles ont été complétement déterminées dans un Mémo-
ire? maintes-fois oublié de Wilczynski [%].

b. Les surfaces limites de Tzitzeica-Wilczynski ou encore les surfaces de
Terracini de 3¢-espéce, données par

| 3
p=—- Y= - i L=M=— (0 = const. = 0);
o —v) u—v 2@ —v)? ,
6.2)
en ce qui concerne leur forme finie, consulter [5:].
c. Les surfaces de rotations projectives [*] detérminées par
B:: i Y= g =M= g ;
u—v #—v | K| (0 — v)?
(6.3)

2

o1 K est une constante < 0 représentant la courbure de la premitre forme diffé-
rentielle de Fubini [}, Tome II].

Pour plus de details nous renvoyons le lecteur 4 [8].
Nous avons vu que les courbes v’ — %— <) + % =0, et v/ = — B4y’

sont planes sur les surfaces (6.1) avec A=k = 0. Dans ce cas on a
a, +a,=0;a*—a,—a,=0;a2+a, —a =0. (6.4
Si Ak = 0 les oo? courbes intégrales de I’équation
@ v'=—142av+2a,¢P+ ) aa=0
sont planes sur les surfaces (6.1) si les fonctions a, et a, satisfont au syst¢me
a, ta=0a4+a,—a,=h;a}+ 20, —a,=k. (6.5)

On peut satisfaire au systéme (6.4) en prenant ¢, — *+ 1, @, = F 1, et Péqua-
tion (a) correspondante devient

vi=—1=42v £ 2P + ), (6.6)
si au contraire Ak » 0, on peut satisfaire au (6.5) en prenant
h:k;—a2=al=ié:-\/;¢ 6.7

ou

1} Wilczynski ne pouvait pas savoir que les surfaces considérées danms som mémoire
étaient minima-projectives. . :
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M:k;czzzl—!—a‘;ai:_1:‘:\2/4}1'_3 . 0.7
Les (6.6) et celles qu’on déduit de I’équation (o) en substituant les vafeurs
de (6.7), peuvent &tre rédunites par la substitution v’ = (1) 4 des é€quations
v
d’Abel.
Considérons maintenant les surfaces (6.2). Si ¢y = — B et a4, = 7 on peut

supposer que la droite (3.10) est une droite canonique. Utilisant (3.9), (4.1) et
(6.2),
1 =‘
aI:azz—ﬂ—. ©.8)
u—v
Le cas a; = a, = 0 a été considéré dans le 5—¢m¢ paragraphe. Donc nous
supposons 1 4+ 34 = 0.

De (2.10) et (6.2) lon tire

2 —1)— z —a)—
_ M+ M@—D-1 AR —w)—a
@@ — v)? (& — v)? :

L3

a = 0, et il suit de (6.2) et (2.3) que

__2+3a

+3a 3+ 2
da(u — v)?

4(u~—v)T-

71:22 - (6'9,)

LI

Par conséquent :
a4+ 4h(a— D=2+ a; 120+ 40(1 —a) =1 + 2qa, 6.10)
équations quadratiques en A et linéaires en a.
Les équations '(6.10) son{ identiquement satisfaites pour X' = -L car
(6.2) sont, voir [*], les surfaces Vlimites de Tazitzeica - Wilczynski.

Les autres racines de (6.10) sont :

‘2+(1_ 1+ 2a

A= et b =——-To 6.11)
o 6 @1D
Elles coincident pour a2 =1. Sia= — 1 'on a & = — L ou A= —%, et
1 1
pour o == 1 les valeurs de & sont A = ——2~et ?L=—i-.

Nous obtenons donc ce qui suit:
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Propesition VII. Sur la surface (6.2) de paramétre o = — 1 la droite prin-

- 1 . .
cipale de Fubini donnée par A = — r passe par un point fixe. Si ¢ = I, C’est
la droite canonique 3 = 23 qui passe par un point fixe. La premiére directrice

. . . 1
et la droite canonique correspondante 3 A = 5 forment avec la normal pro-

jective de Fubini et la tangent canonique un faisceau harmonique. Faisons en-
core les observations suivantes: a) sur une surface (6.2) de paramétre o = -+ 1

P + v 2a,v" -+

les plans canoniques forment un faisceau; b} les courbes v'= — —
3

2a, (v + % (v'), ne peuvent pas &ire planes sur les surfaces (6.2).
Passons maintenant au surfaces (6.3). Supposons la droite (3.10) canoni-

que.

St qy = — P et 4, = on obtient, si 'on tient compte de (6.8), les rela-
tions suivantes :

(L3 —( + 30— +30)

Mip = Moy = 6.12
1 2 @ — v)? (6.12)
1! suit de méme de (2.3) et (2.3°) que
30 4 20 ‘
My, = Fgy =~ . 6.13
1 n=", F— (6.13)

En égalant les expressions (6.12) et (6.13) on obtient la relation quadratique :
362 +20=40+3MGBL—0) {6.19)

avec | + 3% 52 O (car ce cas a été déjd considéré) entre les valeurs de o et A
qui déterminent une surface (6.3) et A fixe une droite canonique.

Soit 34 — 00 ; on trouve dans ce cas (¢*) o0 = 2% ou 6 = — 2 — 6}, et

(RN :—;— ou A = - zi;l il apparalt comme conséquence de (o*) et (5)

que pour G — —12-, it y a pour chaque valeur de ¢ une surface (6.3) dont deux

droites canoniques passent chacun par un point fixe.

L ; 1 .
Réciproquement, pour chaque A £ — " on obtient deux surfaces (6.3)

telles que la droite canonique A passe par un point fixe.
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Il v a en fait deux exceptions :

. o= m-L et alors A — —i—,
2
2 2 . . .
2.0=— 3 alors A = — ry est la seule droite canonique qui passe par
un point fixe.
D’oli:
Proposition VIII. (4) Les surfaces (6.3) détérminées par c = — L ou
: 2
o= —-i;'— possédent une famille de oe? courbes intégrales planes dont les
équations sont respectivement
1
vVi=—  — (= v = Y+ ))
2(u — v)
et
e I (o oy
3(u—v)

(B) Les auires surfaces (6.3) possédent chacune deux familles de =2 cour-
bes planes déterminées par les équations :
3] 2+3c0 ., ,
yo T 2T ey -

U=V H—Y H—v

[+3

v’y
et
a

V= — [1—v' =P+ ErL

H—yv

respectivement.

Nous montrons maintenant qu’il existe des surfaces (6.3} pour lesquelles
les courbes

V”:I—_B_.
3

£ 2a, v+ 24, (VR + % vy

sont' planes.
En effet, on tire de (2.11) et (6.3)
34+ 12¢
Ry =Ry = — 6.15
1 2 16 (4 — v)2 (6.15)

et de (2.3)
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R =y — 220 (6.16)
4G — vy
D’ol
1267 + 206 4+ 3 =0, .17y
ce qui donne
3 1
G:—? stcr:—~*6—- (6‘18)

Dol :
Proposition IX. Les o2 courbes intégrales de I"équation différentielle

QR b vV +EP— A (v’ sont des courbes

3w V) 2@—v) 3 —v)

3 1 .
planes sur les surfaces (6.3) avec o = — 5 et 0 = — o respectivement.

Les droites canonigues (x, Xy — correspondan-

e e xv + R, xu)
4w — v) 4(u —v)
tes, sont les artes de 1’éminent géométre Gabriel Marcus Green et elles ne
passent pas par des points fixes.

En tenant compte de (a*) I'on trouve que sur la surface (6.3) avec o =— —3— ,
2
la droite principale de Fubini A = — 5 et la droite canonique de Lane
3 , . 1 . 11
A= — T passent par des points fixes. Pour 6 = — < la droite A = — ~—— et
. . - 1 .
la droite principale de Fubini A = — I passent par des points fixes,

Les surfaces (6.1) et (6.2) ont ét¢ déterminées sous forme finie par Wilczyn-
ski [%], [**] retrouvées par F. Marcus sous une forme plus simple dans [%].
F. Marcus a aussi montré que les surfaces

1
X :a2u3+3u2v—3uv2—5v3; xzzauz——%v2;x3:au——l-v (6.19)
a

a
obtenues par 0. Boruvka [%] sont précisement les surfaces de Tzitzeica-Wilczyn-
ski, ou les surfaces de troisiéme espéce de Terracini.

Mais 0. Boruvka [?] a obtenue sous forme finie trois autres classes de sur-
faces qui admettent o2 transformations projectives en elles-mé&mes qui sont :



154 ‘A. EVYATAR - F, MARCUS

A== =+ —v)

WM=a@@—v¥—(@a@—2DWU+vPwu—vy" (6.20)
ou
BT A= 2N g,
a a
v 2
i ! ----;xzﬁ-uJFV;x3—log(u—v)—(u+v-- , (621
(z — v)? (u — v)? U—v X

x‘:log(u—v);x2=u—i—v;x{*:(u—v)2—2(u+v)2, (6.22)

olt u,v sont des paramétres asymptotiques.

Nous vounlons monirer que ces trois classes de surfaces représentent sous
forme finie les surfaces (6.3).

En effet, on tire de (6.20)
1 : 1 0 - 3+ 2a _0_3+2a

I 0, = [0, = 6.23)
b ofu—v) Y a(—v) a(y —v) a(mw—v) (
chaz=0 x1,+2.
Si Fon pose
c——L, (6.24)
a
on obtient toutes les surfaces (6.3) saufl celles qui correspondent & 6= + —;—

et ¢ = =% 1,

On obtient de (6.21) les surfaces
1 7 0 7

e ey B, = — e O 6.25
P 2(u — V) Y 2(u—v) 2(u—v) 29
et enfin on tire de (6.22)
1 : i 1
- L p—— = — = -—0,. 6.26
42(uﬁv) Y 2{u—v) 2(u—v) o ( )

Observons que pour fes surfaces (6.3) K<< 0et K+ 20. Donc o ne peut pas
étre égal & + 1.

Dol :

Proposition X. Les équations (6.20), (6.21), (6..22')' représentent sous forme
finie les surfaces (6.3). Nous avons donc sous forme finie toutes les surfaces
qui admettent un groupe &, de transformations projectives en elles-mé&mes.
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H. Dcuxiéme Partic

7. Surfaces non-réglées en correspondance asymptotique qui conserve une
famille 2 de courbes planes, R. Rottenberg s’est occupé dans [19] des corres-
pondances entre deux surfaces qui conservent =02 de courbes planes. I a obtenu
des résultats intéressants sur les correspondances conservant une famille 4 deux
paramétres de courbes planes qui forment une congruence planaire, c’est-a-dire
une famille «? de courbes planes, qui dans une application d’un plan sur une
surface, correspondent aux droites de ce plan. Il 2 appellé une telle surface,
surface P (planaire) et il a montré que les surfaces tétraédrales cubiques, la
surface de Steiner sont des surfaces P. Il a montré aussi que les courbes

V—y @Y +B=0 (v=v@) 7.1

sont planes sur les deux surfaces tétraédrales cubique § et § qu'on détermine
avec !

Br = 3B = const. ; v = 3y = const. ,;711 :En =p=Pn =0, (1.2)

a

B, ¥, Py1> Py cotrespondant i la surface S.

F. Marcus a moritré dans [!!] que les conditions nécessaires et suffisantes
pcur qu’il existe une correspondance entre les courbes v = v {#) d'une surface
S dont les plans osculateurs passent par la droite (x, x,) et les droites d’un
plan, sont

Ty = Togpy (7.3)

Si ®yy = 7, = 0 la droite (x, x,,) passe par un point fixe. Si 'on change
les paramétres de fagon que my, = m,; = 1, ce qui est faisable, la droite (x, x_,
engendre alors une congruence W. En coordonées de Wilczynski, les courbes
dont les plans osculateurs passent par la droite (x, x,) ou par la droite
(x, x,, — Iy x, — I, x,) sont respectivement

vV —y ()P +B=0, (7.4)
et
VY — 2L R+ 20,V B =0, (1.5)

On voit toute de suite que sur une surface téiraédrale cubique, la droite
(x, x,,) passe par un point fixe et que par conséquent les courbes (7.1) sont
planes.

Dans ['2] on démontre le résultat suivant : La condition nécessaire et
suffisante pour que dans une correspondance asymptotique entre deux surfaces
non réglée qui n’est pas une applicabilité projective, les oo? courbes intégrales
de I’équation (7.4) soient planes sur les deux surfaces est que celles-ci soient
des surfaces tétraédrales cubiques.
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Dans le cinquieéme paragraphe de ce mémoire, nous avons montré que sur

les surfaces de (vjech les oo 2 courbes intégrales de I'équation v/ — y(v'yP + p =0,
sont des courbes planes. Nous allons maintenant voir s’il existent des correspon-
dances asymptotiques propres entre deux surfaces non réglées telles que les
courbes intégrales C de I'équation

V= ay + 20,V 4 20, (VY + ay (V) (7.6)

a, = a; (4, v) soient planes sur les deux surfaces.
Rapportons les deux surfaces aux paramétres asymptotiques et soient B,
Yy Py P22 les coefficients du systéme (2.1) qui détermine S. Les courbes C étant
planes sur 5 et S on aura une équation similaire 3 (2.5) pour la surface S que

nous notons (2.5) et des conditions similaires 3 (/) g’on note (I) en prenant
B> Myp» Ty au lieu de B, v, 7y , 7y, . On déduit de (7) et (7) :

. B+B. vty
ay = — T4 Ay = T
a, = (log (54— B, gy = — (log (1(4w )y
alv—l_azu:O;%':%; (H)

2(r, — 1) =@ — B og @ — 1), + B — P,
2(my — M) — ¢ ~ 7 (og G — B, + G — 1), -

Par conséquent seuls les cas suivanis peuvent se présenter :

B T
dﬂﬂ—ﬁz—?,ﬂ:‘:’}’:T
ou ' an
ao:_rg“‘:"”f’;a::%:?-
D’oly I'on tire respectivement ;
AN S A
H—:._:Sou-—-—-:—-:—w«, 7.8
B P73 9
Dans le premier cas on a:
1 1
%=ﬁ&%:7mwm%=—7®mm%:v (7.9

et dans le deuxieme cas:
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B X

1 1
dy = — 3 ;al:Z(logﬁ)u;az:uzv(logy)v;aa: {7.10)
et de a;, + a,, = 0 il résulte que dans les deux cas on a
2 .
Flog@:v o 7.1
du gv
La considération de (I) et (IT) dans le cas ¢6.¥) fournit
io
2y — = - log By, + - Qog 2 — LBV
2 2
L oo B + 2 (oo .2 — L log 7 7.12
- "2_ (IOg B)uu + '_8" (lOg B)u '__ '-6_— (10g Y)u; ( ' )
1 1 A A
2nyy = — — (log ¥)yy +—(log ), — - (log P), =
2 8 2
= L og e+ L og Py — L 0e B
5 (og Yy + 4 og 1), — 5 (log ),
et -
- 1 1 , 5
2n, = — —(logP),, + — (ogB),2 — — B (log ), — 28, =
2 8 2
— — L log B+ log B2 — - Fllog M), — — (7.12)
- 9 g I 8 g ] 6 g Y. Y 3 v -
— 1 1 Sy
27[22 = - "_2_ (lOg ’Y)v-z + -é- (lOg ’Y)vz ﬁ 77 (lOg B)u - ?'"Yu =

1 - 1 - 5— . 2 - .
:_._.10 +_ 10 vz___. 10 e — — V-
2( g7y 8( gv) 67( g B) 3 Y

Dans le cas (7.10), on obtient 27, et 2m,, en intervertissant §, y et B, y
dans (7.12°) et de méme 2m;, et 2m,, dans {7.12).
Nous avons donc:

Proposition XI,, Il n'existe que deux correspondances asymptotiques
entre deux surfaces non réglées qui conservent une méme famille o02 de courbes
planes sur les deux surfaces.

Proposition XI,. Seules les surfaces isothermo- asymptothues de Fubini
peuvent admettre de telles correspondances.

On déduit de (3.9), (4.2) et (7.9) que

A= ——. (7.13)
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Donc la droite (x, x,, + a, x, — a, x,) est laréte de Green [''*] et nous
avons :

Proposition XIE  Seule une surface § non réglée, dont 'aréte de Green
passe par un point fixe, peut &tre mise en correspondan(;e asymptotique avec
une autre surface § de fagon que le co? courbes intégrales de I'équation diffé-
rentielle

V= — B+ 20 v + 2a, V'V + v (a;a, = 0)
soient planes sur les deux surfaces et que la correspondance ne soit pas une
déformation projective,

Notons que P'aréte de Green de S ne passe pas par un point fixe. Donc le

systéme de courbes sur § ne forme pas un systéme axiale, car la correspondan-
ce n'est pas une déformation projective [*].
B H

Nous avons vu que laréte de Green de la surface (6.3) avec o = — i

2
passe par un point fixe. Il résulte que la surface S correspondante est détermi-
née par

3 — 3 27

B=— Ly = L — M= — S :
b 2(u—v) Y 2w —v) 8 (u—v)? (7.14)

et on vérifie que les conditions (7.12) et (7.12") sont compatibles.
Nous voulons montrer que la surface (6.3) avec ¢ = —% est la seule

parmi les surfaces qui admettent un group G, de translation homographique
(pour la notion de translation homographique voir [']) dont I'aréte passe par un
point fixe. Posons par exemple y =— § avec B, =v,. Donc p=¢ —v)=—1v,
ou encore B+ v =0

On tire de (2.2) L, = 399" = M, et il en résulte par intégration

Ih? 3 2
L:g_‘fz’ +U(u);M:—~—f ) (7.19)
Le groupe G, est aussi (voir ['*]) un G; de transformations projectives
de ces surfaces en elles-mémes. Par conséquent L et M doivent &tre des foncti-

ons de l'argement t, = « — v. Donc Uly) et F(v) sont des constantes.

Il résulte de la troisieme conditions d’intégrabilité (2.2) qu’elles sont égales.
Par conséquent nous écrivons
g*+12C

L=M=— (7.16)

et 'on tire de (2.3) et (2.3)
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2 - r
2my, = 37+ 122C 2% = 21y, . - (11D
Il résulte de (7.12) et (7.17) que
@' S(WZ ,
— =] =3+ 3P+ 12C=0. (7.18)
¢ 4\ ¢ )

Soit S la surface en correspondance asymptotique telle que p=3f et y=3y.
Nous avons alors

- 2 30
o= M= &;Lq_ (7.19)
et
— - =S N C
s om, 216 12T
2
On tire de (7.127) ‘
[ _ _ 1 ¢ 5 oV 9
on, = 2y = — 4+ 2L} =g
T 2 2 o 8( é ) 2 ¢
Par conséquent
» 7 \2 _
¢ 3 (‘b—) — 15¢" + 27¢> + 12C = 0, (7.20)
¢ 4\
et en tenant compte de (7.18) il Sensuit que
¢ —292=C—C. (7.21)
Si C = C==0, c’est-d-dire si les surfaces § et S admettent aussi le sous-groupe
de collinéations engendré par la ti. X = u%+ vh;— , on aura alors de
u v
(7.21) la solution ,
I 3 S
P S (7.22)
2(u —v) 8(u—v)?

qui vérifie (7.18) et (7.20).
11 suit de (7.14)

et d’aprés (6) on a:

A=— et A= ———., (7.23)
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Sur la surface S donnée par (7.14) la deuxiéme droite principale de Fubini

. . 3 . .
et la droite canonique A = — " passent donc chacune par des points fixes,

Comme nous avons déji vu dans le sixiéme paragraphe, ld surface (7.14)
jouit également de la propriété suivante :

Les courbes intégrales de P'équation différentielle

1 1

= 5—(11% Y) 5y (u ( + e+ TR (V )

(

sont planes.

Supposons que C — C # 0. On vérifie tout de suite que la solution

1 .
qS:mz(i) ne peut pas étre la solution de (7.18) et (7.20). Posons
w—V

C — C = 2¢% En intégrant (7.21) on obtient la solution ¢ = atg2ar. On
prouve que cette solution peut satisfaire 3 Pune des équations (7.18) ou (7.20)

si et seulement si a = 0. Donc C = C.

Soit maintenant C — C = — 20,2 En intégrant Péquation (7.21) on ob-
tient la solution

¢ = —ua, coth 20,1, (1, =u —v)

qui ne vérifie les équations (7.18)- et (7.20) que si o, =0, Cest-a-dire si

'€ — C=0. Cest ce que nous voulions démontrer.
q

Nous avons vo que (7.21) donne sous forme finie la surface (6.3) avec

o= —,
2

8. Remarques Complémentaires. Nos résultats montrent qu'il existe une
certaine relation entre le probléme de la détermination des surfaces sur lesquelles
les o2, courbes intégrales de [Péquation différentielle v" = a, + 24, v" +
4 2a, (¥'F 4 a, (v')? sont planes et celul de la détermination des surfaces dont
une droite canonique passe par un point fixe; entre autre la détermination des
surfaces dont seule la droite canonique de Green, passe par un point fixe, On
sait que les surfaces dont une droite canonique passe par un point fixe sont des

surfaces isothermo-asymptotique de Fubini, E, Cech (V01r le paragraphe 28, O)

~de [']) a déterminé toutes les surfaces d’ont Paxe de Cech passe par un point

fixe. Aprés la rédaction du présent travail nous avons appris par la bibliographie
[*] que J. Kaucky [!?] s’est également occupé du probléme de la détermination
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des surfaces dont une droite canonique qui n’est ni la normale projective de
v
Fubini ni I'axe de Cech, passe par un point fixe.
v

Suivant une suggestion de Cech, J. Kaucky a réduit le probléme 4 l'intég-
ration d’un systeme de deux équations aux dérivées partielles du troisiéme ordre
en B, dépendant évidemment de A. Par des calculs assez laborieux, J. Kaucky
a montré que si I'on exclut le cas connu de la directrice de Wilczynski ou de la

normale projective de Fubini, les solutions du systéme sont de deux espéces;
pour la premiére on a . = B,%, pour la seconde

B # B, @8.1)

Pour les solutions de premiére espéce on peut supposer f§, =, et le systéme
se réduit & une scule équation différenticlle qui (corrigée) est

207+ K — DEY + 20 + 1P — 3! — af> = 0, (8.2)

a == const.,, et dans le cas .2 # B,% &k = 0, le systéme se réduit A :

' Buw = BBy By = BB, »

(k> — D[BB, — B, B + [k + 1D+ ke —3]p*=0, ¢
olt ¢ est une racine de I’équation
(k+1DEK+3N+4kc—12=0, (8.4)
avec k+1+#0, k+3#0 et
k=—3014+2). (8.5)

J. Kaucky a intégré le systdme (8.3) dans les deux cas k2 — 1 = 0 ou # 0.
Dans ["] F. Marcus démontre que sous I'hypothése de Kaucky k£ + 1 # 0 et

v
k+ 3 # 0, c’est-a-dire en excluant le cas de I'axe de Cech et la normale de Fubi-
ni, on doit exclure les solutions du deuxiéme espéce (c.ed. on ne peut avoir

Bu3 ?é BVS)'

On montre' de plus dans [*] que parmi les surfaces qui satisfont 3 (8.2) et
aux systdmes (8.3) et (8.4) il y en a une seule dont P’aréte de Green passe par un
point fixe.

Cette surface est déterminée par

. ‘
a'y;L:M=ﬂ—3————. (8.6)

B:_Z(M—v): B (u— vy
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OZET

Bu ¢alismanin- birinci kisminda bir egri tzerinde alman bir v’ = F{u, v, v') diferansi-
yel denkleminin integral egrileri incelenerek bunlarin dtizlemsel olmalari sartlart elde edil-
mektedir.

ikinci kisimda ise regle olmayan iki yfizey arasinda bir deformasyondan farkli olan ve
iki parametreli bir diizlemsel egri ailesini koruyan bir asimptotik tekabiiliin varlifi aragtiril-
maktadir. ’




