
PROBLÈMES DE CINÉMATIQUE PONCTUELLE E T TANGENTIELLE 
CONCERNANT LA THÉORIE DES MÉCANISMES 

E T DES MACHINES 

D . M A N G E R O N ET H É L È N E CROITORU 

D a n s une sér ie de Notes a n t é r i e u r e s dues à 1 u n des auteurs seul ou en 

col labora t ion ['!• V\, [") b a s é e s sur la t h é o r i e des a c c é l é r a t i o n s r é d u i t e s 
d ordre quelconque , déf in ies par(l)—(3), c o n c e r n a n t les mouvements p l a n s 
des s o l i d e s r i g i d e s , on a é tudié le problème des champs d a c c é l é r a t i o n s , 
tout en appl iquant e n s u i t e leB r é s u l t a t s a c q u i s à 1 é t u d e des mouvements 
des m é c a n i s m e s p l a n s et des groupes D ' A S S O U R les plus g é n é r a u x [ n ] [SJ. 

Purroî les t h é o r è m e s qui s y r a t t a c h e n t nous c i t e r o n s Ici le t h é o r è m e 
s u i v a n t . 

T h é o r è m e 1 , Le lien géométrique des extrémités des accélérations ré
duites d'ordre quelconque, m des points d'une droite ( ï ) ) animée d'un m ou-
vement pïrallsle à nn plan fixe est une autre droite (Dm) pzrpindiculalre 
à ta première. 

Après avoi r d o n n é I c i les d é f i n i t i o n s des a c c é l é r a t i o n s r é d u i t e s d 'ordre 
quelconque et de première ou de seconde eipice c o n c e r n a n t les mouvements 
des c h a î n e s de sol ides r i g i d e s dans l ' e s p a c e [ u ] et avoi r é n o n c é 

nombre de t h é o r è m e s r e l a t i f s à ce s u j e t , on é n o n c e quelques r é s u l t a t s 
n o u v e a u x qui se r é f è r e n t à l a g é o m é t r i e c i n é m a t i q u e t a n g e n t i e l l e plane 
ou de 1 espace {§••!) et on é tudie comme a p p l i c a t i o n ( § . 5 ) le problème re-
la l iC a u x courbes de b i e l l e a droi tes enveloppes des m é c a n i s m e s c o n s t i t u é s 
de deux couples de t r a n s l a t i o n et deux autres de ro tat ion s i t u é e s a l t e r 
n a t i v e m e n t 1 une a p r i s 1 a u t r e (Figures 1—S). On p a r v i e n t de cette m a n i è r e 
par l ine vole d i rec te aux r é s u l t a t s étalilia du point de vue de Ja g é o m é t r i e 
c i n é m a t i q u e p o n c t u e l l e dans une sér ie de Notes t r è s i n t é r e s s a n t e s dues à 

M . I, I . AiîTonoi.evski [""J ["'']. 

1. Quelques théorèmes de cinématique ponctuelle des mouvements plans. 
A la suite d'un nombre de résultats qui se réfèrent à la généralisation des for
mules de S O M O F F [ ' ] , [-] et se rattachent entre antres à l 'une des recherches ré
centes due à M " e SUEDA G Ô N E N Ç [ 3 ] , l ' u n des auteurs a introduit la notion d'ac
célération réduite d'ordre quelconque [ 4 ] 
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(2) 
x., — x„ 

l*\ A d.Am i d& d o _ ^ j 

où & = -&(t) est l 'angle de.rotation d'un solide rigide animé d 'un mouvement pa-
ralèlle à un plan f ixe , q u i s'est montrée assez féconde dans la théorie des méca
nismes et de machines [ 5 j , [BJ. 

Parmi les théorèmes qui s'y rattachent et dont la démonstration peut-être 
achevée par le calcul directe, nous citerons ic i les théorèmes suivants: 

Théorème I . Le lieu géométriques des extrémités des accélérations réduites 

d'ordre quelconque m des points d'une droite ( D ) animée d'un mouvement parallèle 

à un plan fixe est une autre droite {Dm) perpendiculaire à la première. 

Théorème II . Les circonférence constrwtes sur les accélérations réduites d'ordre 

quelconque m des points d'un organe animé d'un mouvement parallèle à un plan fixe 

passent par le pôle instantané des accélérations du même ordre Pm (x,Pm, x2pm)-> 

que Von peut transcrire dans les notations matricielles 

( X'Pm ) ( * M ) A™ + B>» ( B m A m ) ( *„<-"+'> ) 

2. Pour des mouvements généraux de l'espace des solides rigides on obtient 
un théorème analogue au théorème I concernant les accélérations réduites d'ordre 
m et de première espsce, définies par les relations par récurrence [ 7 ] , [ 8 j 

( M _ ^ ( " 0 a M C) a M 

( 6 ) 

1 A m + l = + (u • B m ) , B m + , = ^ - u Am, 

AL = (a • « ) , — »(*) — e, 

(m = l , 2, . . . ) . 
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<7) 

,4,(11) — (« . u ) (« • u) pour 

A2<a) — 3 («(*> • u) (o • u) pour 

i4 B(u) = 4(co('') • u) (w • u) -f- pour 

-f8(«(*> * u){«la> - M)—(»•*»)(« • u){u- u) 

AL —(a - M ) , 
3 (w( 9 ) • to), 

+3 (w( î ) -u( 2 ) )—(ww){o-«) 

etc. , 

où w — u (f) est la vélocité angulaire instantanée d'une droite (D) de verseur u. 

3 . Relativement à la définition des accélérations réduites de seconde espèce 
concernant les mouvements généraux de l'espace des solides rigides, traduites 
dans les relations par recurrence 

( 8 ) 
1 4 n * 5 m ( u . ) + V [ d M - 4 M 

( 8 ) Ü 4 M • AnK> -f- £ „ , > , , ) 

( 9 ) '-m aM<"'>, ÄM 

„.(u,)]* — 4 S M * ( u 8 ) 
( 9 ) '-m aM<"'>, ÄM •l Am • Am(ua) + ßw'K) 

• 

+ ( M * B M ) , 

4 ^ » - ) = = <«• u 3 ) (u • u») pour -4i = (» • «). 

( 1 0 ) u s ) pour = 3 ( M ( * ) • « ) , 

BL (u.) -= ( B t • ua> pour B, = «<*>, 

( B 2 - uB) — (« - u 3 ) (w • «) pour B 2 — w( J) — « (w • w) 

etc. , 

où u„ est le verseur de la normale au plan déterminé par les vecteurs 
unitaires u L et u 2 d'origine Af0 et animé d'un mouvement général composé, ont 
l ieu les théorèmes suivants : 

Théorème I I I . Les lieux géométriques des extrémités des accélérations réduites 

d'ordre m définies par[H] ou bien pa.r [''\ des points d'an plan rigide {P) contenant 

les verseurs u, et u2 d'origine M0 Ç (P) et animé d'un mouvement composé dans 

l'espace sont deux antres plans (Pm') ef (Pm") perpandiculaires au plan [P). 

Théorème I V . Le trièdre déterminé par les intersections mutuelles des p'ans 

(P), (Pm'}> {Pm") définis dans le théorème 11} est trireciangle. 

Théorème V . La tangente trigonométrique de l'angle formé par une droite (D) 

de verseur u animée d'an mouvement composé dans l'espace 
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(D): TM — r 0 ' + ftu 

et par la dro:'e 

(Dm)- ' « m = ' « + ^ a ^ M > , 

correspondant aux accélérations d'ordre m de sas points M Ç ( D ) p-enî son extre-

mum pour la valeur da paramètre Xm égale à 

fait qui conduit encore une fsis à la notion des accélérations réduites. 

Théorème V I , La tangente trigonomiirique de l'angle fyrmê par un plan (P) 

défini par des verseurs Ui et u a d'origine MU^(P) et animé d'un mouvement com

posé dans l'espace 

(P) rM = rMu + / * i u i + /** "a 

et le plan ( P m ) d'équation vectorielle 

(Pm) • r M m = r M i ) + p, u, + ^ u, + Xm a('">M 

où a^*'") est l'accélération d'ordre m d'un point M^(P) et Xm est un paramètre, 

prend son extremam pour les valeurs de Xm qui satisfont à la relation 

(12) 1 - Xm\Am + Am ( U l X u,)] + Xm? [Aw • Am (u , X u,) + Bm" (u , X u,)] = 0, 

ce qui correspond aux valeurs Xm — )-,„', X„, — Xm" définies par les relations ( 8 ) , ( 9 ) 

qui donnent des accélérations réduites. 

4. Quelques théorèmes de cinématique tangentielle plane où de l'espace. 

Soient u, , u.;, ua*) les coordonnées tangentielles d'un plan (P) d'équation cartésienne 

(13) (P): ui + + 1 = 0. 

Théorème V I I . Coordonnées tangentielles des plans (P), (Pm') [où bien ( P \ 

(P"m) } définis par le théorème III, exprimées par les relations matricielles 

Si 

(15) F ' ^ [ ( r M o - X m ' r M W ) . s ' \ , 

Nous nous l i m i t e r o n s ici au cas dos c o o r d o n n é e s n o n h o m o g è n e s . 
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(16) 
v n

r v l s ' 
' g s' — 

f i / vr/ • W i / t>i3' 

(17) 

(18) 

v'tk~ («i " i* ) (1 - Am' 4 m ) + i M ' ( B m u i l f c ) + 2 < w ( * < C « / ' u<>' 

C l u = M , C m _ i , y — L = Bm—i j 

O " = 0 , l , . . . , m - l i / = 1 , 2 ; ¿ = 1 ,2 ,3) 

où i i , i 2 , i B sonr /es verseurs des axes de coordonnées d'an repère fixe, expriment, 

comme il en résulte d'ailleurs par une autre voie [ ° ] , [ I N J , que les plans ( P ) , ( P ' M ) 

(ou bien ( P ) , (P"m)) constituent les bases des croix généralisées de K O T E L N I K O F F 

["], v% P ] . 

D'une manière analogue on peut énoncer, en prenant le point de départ des 
équations vectorielles d'une droite (£)) animée d ' u n mouvement composé dans 
l'espace 

(19) (£>) : r M -= - f p (aL u t -f- a* u 2 + a a u a ) , ( u ; • Uy) — S-j, + a," + a/ = 1 , 

(/, j = 2,3) 

et tout en tenant compte des équations vectorielles de la droite (Dm) associée à 
la première 

(20) (Z)m) : 

où l 'on a 

(21) 

aM(m) = a M u < m ) + /* ( - Am + flM X ) i.aL u, - f a2 u 2 + « a u„) - f 

m-i 
Ar p f C m / - • (a, u , + Oj a, + a„ n a) 

et où « = « (f) est le vecteur vitesse angulaire instantané de la droite (Z)), et les 
symboles qui y interviennent sont donnés par ( 6 ) , ( 1 8 ) , le théorème duale au 
théorème précédent. On obtient de cette manière les crois généralisées duales de 
KOTELNIKOFF ayant pour droites fondamentales (£>) donnée par (19 ) et (Dm) 

(22) (Dm) : 
Am — Am (a, UL + o 2 u 2 + a 3 u 3 ) 

q u i correspondent à l'accélération réduite d'ordre m 
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(23) 
AM — Am (at u, - f a, u a - j - aa u„) 

On obtient les scalaires ^ „ t (a , u t + a 2 u, + i a u a ) par l ' o p i r a t i o n de polarisation 
par rapport à u ~ aL uL •+ a a u., -\- o f l u a par les formules analogues aux formules (10). 

On obtient les formules correspondantes en coordonnées tangentielles en pre
nant comme point de départ une paire d'équations tangentielles des deux points 
de (D), à savoir 

5, Les résultats acquis ont été utilisés par l ' u n des auteurs et quelques-uns 
de ses collaborateurs [ , f i ] , •••,[S0J à la résolution du problème de la dis t r ibut ion 
des accélérations d'ordre quiconque dans les chaînes cinétnatiques où bien dans 
les mécanismes plans où de l'espace, de l ' importance incessamment croissante pour 
l'extension de l 'automation, g.â^e à l'élaboration d'une méthode qui s'est mon
trée assez fructueuse, nommée méthaie des accélérations réinites. 

Ces mêmes résultats se prêtent aux ginéralisatïons concernant les croix au 
sens de KOTELNÏKOFF [ 3 I J ayant à la base dea variétés linéaires V„-k de l'espace 
euclidien En à n dimensions. 

Nous nous l imiterons ici à l 'application de la géométrie cinématique tangen-
tielle, enrichie ci-dessus par une série de formules nouvelles, à l'établissement des 
équations tangentielles des courbes enveloppées par des droites invariablement 
liées aux bielles de certains mécanismes plans à quatre organes, étudiés tout à 
fa i t récemment d'une manière systématique au point de vue eartésien par M . ï . I . 
ARTOBOLEVSKI 

Considérons le problème relatif aux courbes de bielle à droites enveloppes 
du mécanisme {Fig, 1 ) constitué de deux couples de translation et de deux autres de 

( 2 4 ) a , ; u1 - f ati a.2 + a s i « 8 - f 1 — 0 ( / = 1 , 2 ) . 

"(*r) 

Fis- 1 

rotat ion, ayant lieu alternativement l 'une après l 'autre. Soit a—a une droite arbi
trairement choisie dans le plan de la bielle. Soit P le centre instantané de rotat ion 
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de la bîelle [-] , On abaisse du point P la perpendiculaire PM sur la droite H — » . 
Le point M appartient à la courbe enveloppés linéairement par la droite r i — u . 
Menons du point A la perpendiculaire AF sur la droite « — a et désignons par pu 

a et 6 longueurs AF~ p , , AG = a, EB=b. 

De l'équation cartésienne de la droite u — u 

(25) x cos # -f- y sin # = p, 

ou bien 

A- cos (# L -f- >0 + y sin (#, + v) — p, cos v 

on obtient, tout en tenant compte des coordonnées tangentielles a, v de celle-ci * ) , 
les équations paramétriques tangentielles de la courbe cherchée, à savoir 

/ _ cos (êt -|- >') cos 
\ (a — 6 sin &Î) cos v 

(27) i 
/ Sin + v) cos »•>( 
[ Q - J~7 . . . •— . ^ 
\ (a — f> sin #!) cos v 

tandis que ses équations paramétriques cartésiennes sont données par 

x = [ p L eos (# L -f- v) — y> sin (#! + v)] cos r, 

9 = [ P l sin (#! + v) + y cos ( # t -f- v)] cos v, 

a — è s i n # t _ a sin — b 
\ P l * ~~~~c^sl^ ' V "~ "eos^"^! * 

Des simplifications assez intéressantes correspondent aux cas où Ton a v = 90°; v ~ 0. 

Pour le mécanisme de L E B E A U [2B] que l ' o n obtient du mécanisme considéré 

P 

Fig. 2 

*) Nous nous l i m i t e r o n s tel an cas de c o o r d o n n é e s n o n h o m o g è n e s . 
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dans la f i g . 1 , les équations paramétriques tangentielles de la courbe enveloppée 
linéairement par la droite iz — a {Fig. 2) sont données par 

(29) 

! I = y C O S ( l ? , + )0 tg # „ 

v = -r- sin (#[ H- v) tg &,, 

tandis que celles de la courbe enveloppée par la droite « — « liée au mécanisme 

y 

Fig. 3 

(Fig. 3) qne l ' o n obtient du mécanisme i n i t i a l (Fig. 1) en y faisant ¿ = 0, sont 

données par 

(30) 

u — —-cos (Ô[ 4" v) cos , 
a 

1 
v — •— sin (# L -•{- y) cos . 

a 

Les équations (30) où bien les équations ponctuelles correspondantes 

X = — C O S (2#i + v) COS 

(31) 

- 5 - 5 - sîn (2# ( 4- i') cos 
V a cos"' 

représentent une parabole dont l'équation se réduit à 

(32) av- — — u (au 4-1) 

pour y = 0. Dans ce cas les points A et G sont respectivement le foyer et le som
met de cette dernière. D a n s [ S l ] nous exposerons un algorithme de déduction des 
équations algébriques des courbes de bielle pour des mécanismes plans comple
xes [ 3 3 ] ~ [ S 0 ] et y donnerons d'autres applications de la théorie générale des accé
lérations réduites d'ordre quelconque. 
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R O U M A N I E 

(Manuscrit reçu le 15 Juillet 1962) 

ÖZET 

R u n d a n ö n c e y a y ı n l a n a n [ ' ] , [ " ] , [ ' ] sayı l ı a r a ş t ı r m a l a r d a , k a l ı c i s i m l e r i n 
dll/.lem h a r e k e t l e r i n d e S Ö K k o n u s u olan ve (1) —(3) sayı l ı a r a ş t ı r m a l a r d a 
t a r i f l e r i v e r i l e n h e r h a n g i bir mertebeden i n d i r g e n m i ş i v m e l e r teor i s ine 
d a y a n ı l a r a k ivme a l a n l a r ı problemi İ n c e l e n m i ş ve elde e d i l e n s o n u ç l a r 
düzlem m e k a n i z m a h a r e k e t l e r i n e ve en genel Assoure g r u p l a r ı n a [ f i]~~[S] tat
bik o l u n m u ş t u r . 

B u a r a ş t ı r m a d a i s e , uzayda k a l ı c i s i m t a k ı m l a r ı n ı n h a r e k e t l e r i y l e İlgil i 
h e r h a n g i bir m e r t e b e d e n ve b i r i n c i veya i k i n c i n e v i d e n i n d i r g e n m i ş İv
m e l e r i n [ ' ' ] t a r i f l e r i ve bu h a h i s l e a l â k a l ı bir t a k ı m teoremler v e r i l 
d i k t e n sonra düzlemin v e y a uKaym t e ğ e t s e l k i n e m a t i k geometrisi h a k k ı n 

da y e n i n e t i c e l e r ifade edilmiş ve bazı ta tbikat gözden g e ç i r i l m i ş t i r . 


