PROBLEMES DE CINEMATIQUE PONCTUELLE ET TANGENTIELLE
CONCERNANT LA THEORIE DES MECANISMES o
ET DES MACHINES i

D. MangEron T HeLENE Crorroru

Dans une sérle de Notes antérieures dues & 'un des auteurs seul ou en
collaboration [li. [‘!], {5] basées sur la théorie des anccélérations réduoites
d’ordré guelcongue, définies par (1) —~(3), concernant les monvements plans
des solides rigides, on a étundié le probléme des champs d’aceélérations,
tont en appliguant ensuite les résnltats aeguis & 1’étude des mouvements i
des mécanismes plans et des groupes o Assour les plus généranx {“]f[gj. i
Parmi les théordmes gui s’y rattachent nouns ecliterons iei le théordme
snivant.
Théoerdme 1, Le lign géoméirigue des exirémifés des acedléralions ré- :
duifes d'ordre guelcongue m des points d'une droite (I} animée d'uan maon-

vemznt pirallzle 2 na plan five esf une awire drolie (Dm) perpzandiculaire

& la premiére.

Apris avoir donné lei les définitions des accélérations réduites d’ordre

gquelcongue et de premiére on de seconde egspiee concernant les mouvements

dea e¢haines de solides rigides dans ]Jespﬂce [12]r{|4] et avoir énoncé

nembre de théorimes relatifs 2 ee sujet, on énonce gunelgues résnltats

nonvedanx qui se réfirent 2 la géoméirie cindmatique tangentfells plane

ou de l'espﬂce (§.4) et on é&tudie comme appiication (§. 6} Te problime re-

latif aux courbes de hielle 4 droites enveloppes des mécaniasmes constitnés

de deunx couples de translation et denx antres de rotation sitndes alter-

nativement 1" une apr1s Vantre (Figures 1-8), On parvient de cefte manilre

par une vole directe aux résnilats établis du point de vne de la péomébirie

cinématigque ponctuelle dans une série de Notes tris intéressantes dnes 2

M. 1. 1. Arronoravsxz 1200 |7l

1. Quelques théorémes de cinématique ponctuelle des mouvements plans.
A la suife d'on nombre de résnltats qui se référent 3 la généralisation des for
mules de Somorr['], [?] et se rattachent entre antres & 1'une des recherches ré-
centes due & Mile SUEDA GONENG[*], l'un des anteurs a introduit la notion d’ac-
célération réduite d’ordre quelconque ']
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- aM(m) . aM(!) oy
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= 3
(xe(m.kl) xgd(nr+1)s B ———Ams Xy Kuy
d4m _dB, dP
(3) - Am-i—l + Bm, Bm+1_.ﬁ__ a’t A
A —(25:" Yo BSwo e =10

ot #=1=(¢#) est I'angle de rotation d’un solide rigide animé& d’un mouvement pa-
ralélle & un plan fixe, qui s'est monfrée assez féconde dans Ia théorie des méca-
nismes et de machines [%], [°].

Parmi les théorémes qui s’y rattachent et dont la démonstration peut-dtre
achevée par Ie caleul directe, nous citerons ici lea théordmes suivanta:

Théoréme I. Le lieu géométrigues des extrémitis des accélérations réduites
&’ ordre quelconque m des points d'une droite (D) animée d’un  mouvement paralléle

& un plan fixe est une autre droite (Dn) perpendiculaire & la premiére,

Théoréme II. Les circonfirence consiraites sur les accilérations réduites d’ordre
quelconque m des points d’un organe animé d'un mouvement paralléle & un plan fire
passent par le pble instantané des accélérations du mame ordre Pn (r,Pm,xgpm)

que ’on peut transcrire dans les notations matricielles

RS g g et S
: [ E) 2 \ ! ?
Vepm ) < X2 An” + Bum ( Bn An 5 x, (MY S

2. Pour des mouvements généraux de "espace des solides rigides on obtient
un théoréme analogue au théoréme I concernant les accélérations réduites d’ordre

m et de premiére espice, définies par les relations par recurrence ['], [¥]

oy (2w
©) A R ﬁA(u> A, — 4w

Am - Am(u)

{ dAd, dB,,
Am-l—l:_df'“l'(m'Bm), Bny= T —wdny,
(6) 4, =(w-w), B —wu®M=e¢,

(n=1,2,..).
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[Al(ll) = (w - u) (- u) pour A== (&3 - w),
[ Af) =3 (M - u) (¢t - u) . pour A, == 3{w( . w),
) 4§ 4,00 = 4™ - u) (@ - u) + pour Ay =4 (e® . (w)+
“F8(0( w0t D u)—{w @) ul(w-u) 4-3(e(®) (D) — (e w3+ )
ete. ,

olt w==w (#) est la véloeité angulaire instantanée d’'une droite (D) .de verseur u,

3. Relativement & la définition des accélérations réduites de seconde espéce
concernant les mouvements généraux de l’espace des solides rigides, traduites

dans les relations par recurrence

A +-Boun)t V{An— A, 00 =28, "(u5)

1
my — ’ m) [
® M= ke Ay == A+ Aty - B ()

__l_-Ame'Am(ua) \/[Am 4 (uu)}z‘_48 (ua)
2 A | (UJ) + Bm (ua)

(9) aMr(’")” =in” ™, iy =

dA4 4B .
Amt, :7df7m+(m * Br), Bm+1:_;1f_m—'°°/1m3

A, () = (o + uy) {0+ 1) pour Alz(m‘- w),
(10) Ay () = 8 (0 -+ 1) (0 - uy) pour A, = 3{w( - a),
B, ()= (B, - u,} = (u(* - u,) pour B, = w3,

Blug) = (B, « u,) = (@ - ) — (@- u,) (@ w) pour By =ul) —a (e w)

ete. ,

ot u,=u, X u, estle verseur de la normale au plan déterminé par les vecteurs
unitaires u, et u, d’origine My et animé d’un mouvement gdnéral composé, ont

lieu les théorémes suivants:

Théordme I, Les lieux géomstriques des extrémités des accélérations réduites
d’ordre m définies par(‘] ou bien par[’] des points d'an plan rigide (F) contenant
les werseurs u, et w, d'origine M, € (P) ef animé d'un mouvement composé dans

Pespace sont deax autres plans (Pp’) ef (Py") perpendicalaires au plan (P).

Théoréme IV. Le triédre ditermind par les iatersections mutuelles des plans
(P), (Pn'), (Pr") définis dans le théoréme Ill est trirectangle.

Théorédme V. La fangente trigonométrique de I’ angle formé par une droite (D)

de wersear u animée d’an mouvement composé dans I'espace

|
@;
|
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(D): Ty =rg-Fru

et par la droi'e
(Dp): Tar, =¥ar -t Am ay, ("),

eorrespondant aux accélérations d’ordre m de s2s points M € (D) prend son extre-

- muam pour la valeur da paramétre 1, égale d

1

an In == g s

fait gui conduit encore une fsis & la netion des accélérations réduites.

Théorédme VI. Ila tangente trigenomiirigue de I'angle formé par un plan (P)
défini par des werseurs W, et u, d'erigine M,€ (P} et animé d’un mouvement com-

posé dans I’ espace
(P) rM:rMUJF!‘xut“l“!‘-z“z
et le plan (Py) d’équation vectorielle
(P Eat = oty 0wt w2 2l

oit ay ™ est accélération d’ordre m d’un point ME(P) et 1, est un paramétre,

prend san extremum pour les waleurs de 1, qui satisfont & la relation
(12) 1— 20 A4m + Am (w X w1+ 4.7 [Ay - An (ug K uy) + B, (u X w}l =0,

ce qui correspond aux wvaleurs Ap=1,", 3, =21," définies par les relations(8), (9}

qui donnent des accélérations réduites.

4. Quelques théorémes de cinématique tangentielle plane oli de 1’espace.

Soient w,, u,, u,”) les coordonnécs tangentielles d’un plan (P) d’équation cartésienne
(13) (P): u, x, Fuyx,tu,xsF1=0.

Théordme VII. Coordonnées tangentielles des plans (PY, (P, [olt bien (P,

(P".) ) définis par le théoréme Ill, exprimées par les relations matricielles

“-1’ ‘-?':’

(14) (P a, p=— ? o o F, 2= 8",
iy S gs' ‘

(15) Fr= [(rMu - J'm' rMU(m)) * g'r:

*) Nous nous limiterons ici an cas dos coordonnées non homogines.
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, vy vy LTPUE TN v vy |
(16) g = , L gy = , L o= , , I ?
Uiy Vas Uyg By LT T
) i m—1
A7) o= i) (1 2w A + A’ Brurip) + ) (@0 + 1) (C - 1),
Je=b
d
(18) ij———cm—l.j—L"i_DCm‘uj» D:ﬁ—-WX,

ClHEm! Cm*—‘lpi—lEBm7l k)

(j=0,1,...m—1; I=12; k=1,2,8)

ot Iy, By, I, sont les werseurs des ares de coordonnées d’an repire fixe, expriment,
comme il en résulte d’aillears par une autre woie [°}, ['"], que les plans (P), (P'w) .
(o bien (P), (P",)) consfituent les bases des croix généralisies de KOTELNIKOFF |

[ll]:I Ei?], {Iﬂ].

D’une maniére analogue on peut énoncer, en prenant le point de départ des
équations vectorielles d’une droite (D) animée d’un mouvement eomposé dana
I’espace ’

(19 (D): fM:rMu+P(a1ul+a2uz+as u,), (“i'“j):‘sija a’+ta’ta’=1,
(Lj=1,23)

et tout en tenant compte des éguations vectorielles de la droite (D)) associée a
la premiére

20 (D) Tpr =gt A agg®™

od I'on a
™ =gy Ot g {— A+ B X)) ey F a1t ayus) +
(21)
m—1
T# Z wth) (ij (e, +asa +ay Hu))
jo=l

4

ot ot ©w=uo(¢) est le vecteur vitesse anguiaire Instantané de la droite (D), et les
gymboles qui y interviennent sont donnés par (6), (18), le théoréme duale au
théoréme précédent. On obtient de ceite maniére les croix généralisées duales de
KorteLNmorr [Y], ['°] ayant pour droites fondamentales (1)) donnée par (19) et (D,,)

L aM(m)
| 9 ==r —=
Mo M AmﬁAm(alu1+02u2+aﬂ“B),

22)  (Dy):

qui correspondent A D'accélération réduite d’ordre m
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a M(’“)

(23) a, (M= .
My Ay — A (a0, 230, + oy 0,)
On obtient les scalaires A4, (e, u, }a,u, }+ a;u,) par 'op3ration de polarisation

par rapport & u=a,u, -+ a,u, + ay u; par les formules analogues aux formules (10).

On obtient les formules correspondantes en coordonnées tangentielles en pre-
nant comme point de départ une paire d’équations tangantiellea des deux points
de (D), 4 savoir

(34:) ﬂlfﬂl+ﬂzia2+ﬂuian+1:0 (5:1-2)-

5. Les résultats acquis ont &té utilisés par ’un des auteurs et quelques-uns
de ses collaborateurs['®], +-- [**] & la résolution du probléme de la distribution
des accélérations d’ordre quiconque dans les chaines cinématiques ol bien dans
les mécanismes plans ol de 1’espace, de I’importanee incessamment croissante pour
I’extension de 1’aufomation, g.iie a 1’élaboration d’une méthode qui s’est mon-
trée assez fructueuse, nommée méthode des accélératians réiuites,

Ces m8&mes régultats se prétent aux ginéralisations concernant les croix au
sens de KoTeinmworr [*'] ayant A la base des variéiés linéaires V., de 1’espace
euclidien £, & n dimensions.

Nous nous limiterons ici & 'application de la géométrie cindmatique tangen-
tielle, enrichie ci-dessus par une série de formules nouvelles, a 1'établissement des
équations tangentielles des courbes enveloppies par des droites invariablement
lises aux bielles de certains mécanismes plans & quatre organes, étudiés touf &
fait récemment d’une manidre systématique au point de vue cartésien par M. 1,1,
ARTOROLEVSKI 2]~ [*],

Considérons le probléme relatif aux courbes de bielle a droites enveloppes
du mécanisme (Fig, 1) constitué dedeux couples de translation et de deux autres de

%)

£

r

Fig. 1

rotation, ayantlieu alternativement 1’une aprés ’autre. Soit @ — ¢ une dreite arbi-
trairement choigie dans le plan de la bielle. Soit P le centre instantané . de rotation

t
i
|
I
i
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de la bielle [?]. On abaisse du point P la perpendiculaire PAM sur la droite uz —u.
Le point M appartient 3 la courbe enveloppés linéairement par la droite o —u.
Menons du point A la perpendiculaire AF sur la droile # — ¢ et désignons par p,,

a et b longuews AF—=p,, AG=a, EB=1.

De P’équation cartésienne de la droite u—u

(286) xcos ¥+ gsin = p,

ou bien
x 008 (0, - ») g sin (8, - ) = p, cos v

on obtient, tout en tenant compte des coordonnées tangentielles a, @ de celle-ci ¥,
les 6quations paramétriques tangentielles de Ia courbe cherchée, a savoir

_ cos(# ~+»)cosd,

# e = bsin #;) cos v
(27)

__ gin (&, 4 v) cos ¥,

Y7 (@a—beind,) cos ¥

tandis que ses équations paramétriques cartésiennes sont donnéss par

x = [p,eos (# -}-#) — psin (&, + r)] cosr,
g=[psin (4 + )+ cos (& | )] cos v,

a—bsin __agin®, —b

=3 = ;
P cos ¥, eos® #,

(28)

Des simplifications assez intéressantes correspondent aux casolil’'ona v = 90% v = 0.

Pour le mécanisme de LEBEAU [*°] que PPon obtient du mécanisme considéré

Fig. 2

*} Nous nous limlterons [¢l an oas de coordonnées non homogines.
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dans la fig. 1, les équations paramétriques tangentielles de la courbz enveloppée
linéairement par la droite u—a (Fig. 2) sont données par

u= —} cos (3, 4-»ytg &,

(29)

.
\ v = -sin (&, ) tg
tandis que celles de la courbe enveloppée par la droite u—a life au mé:anisme

i)

l“

u (i)

Fig. 3

(Fig. 3) gne l'on obtient du mécanisme initial (Fig. 1) en y faizsant 5=0, sont
données par

u:%cos (3, ++ycos?,,
(30)

1
= ?sin (# -+ »cosd,,
Les équations (30) ol bien les équations ponctuelles correspondantes

a
= Eo—s’“ﬂi coa (24, + ¢) coa »,

(31)

\ u :cos‘* "5'18"] 29, + ») cos»,

représentent une parabole dont I’équation se réduit a
(32) aol=—u(gu-t+1)

pour » =0. Dang ce cas les points A4 et G sont respectivement le foyer et le som.
met de cette dernidre. Dansg[*'] nous expogérons un algorithme de déduction des
équations algébriques des courbes de bielle pour des mécanismes plans comple-
xeg [*17[*"] et ¥ donnerons d’autres applications de la théorie générale des accé.
lérations réduites d’ordre queleonque.
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of any order. Proceedings of the Seventh Congress on Theore-
tieal and Applied. Mechanies, . Indiaa Institute of Teclmology,
Bombay, 23rd Deec. to 26th Dee. {(1861). '

BIBLIOGRAPHIE
{1 D. Manomron : Dokl. Akad. Nauk SSSR, 102, No. 4, 705706, (1855).
[21 D. MancERON :  Bal, Ingt. Politehn. Iasi, 5. n., 2 (6), fase. 1%, 2067, (1956}
: Gu. Cionanu, A, BrAIER :
[ﬂ] Stiepa GONsNG : Rev, Fae. Sei. Univ. Istanbul, A 20, fase. 1.2, 17--46, {1365}, ir
: r
T 'D. Mawerron ;' Dokl. Aad. Nauk SSSR, 102, No. 5, 807808, (1955). E
["J D. Mungeron 1 Bechanisme Design baved on lhe theory of redneel acecelerations E
!
[l D. Mawazroy ¢ Rev. Mée. App., Académie de la Répulﬂique Populaire Roumaline, !
C. Dracas 2, No. 1, 145156, {1957).
[T] D, ManceReN :  Rev. Més. App,, Académie de la République Populaire Roumaine,
C. Dracaw -7, No. 1, 41 -62, (1962),
[*1 D. Manorron : Bnol, Inst. Politehn. Iagk, s.n., B (9}, fase. 12, 303306, (1459).
D, TavxkaeLmnze
[l D. Mancrron :  Atti Aecad. Naz. Liacei, Rend., Cf. Seci. Fis., Mat. Nat., s. 8, 32,
E. C=orrory fase. B, (1962).
[m] D, MANGERON, + Trudy Rostovskogo na Donn Inst, Inz, Yeleznedoroznogo trans-
Ia, 5. ZUBERNMAN porta, XX1X, Prikiadnaia Mehanika, 510, {1981},
[''] A. P. Korerwrors : Trudy Moskovskogo Inst. Inz, tin. Banmana, 2980, 327, (1937},
[ﬂ} . MaNGRRON : Izv. Akad, Nauk S8S8R, Mehanika i Maslnoélroenie,‘No. 1, 168 169,
’ (1960},
¥ — : An. §ti. Univ. «Al L Coza» din Tagi, 8 n., 113re Sect., 6, fase.
3, 730745, (1969).
" —— ) :_. C. R. Acad. Bulgare dea Sciences, (1962), (sous presse),
[15] C. DracaN 1 Nowuvelles méthodes de I'édfude des mitinismes el des machines.

Thise pour obtenir le grade de candidat és sclences mathéma-
tigues et physigues (En roumaln}, Universitatea «Al. L. Cuzas,
lagi, (1961). Lit.

['%] 1a. S, Zicoeaman : Trudy Rostovskomo na Donu Instltuta Inz. weleznodoroznego
transporia, XXIX, Prikladnaia Mehaalka, 11-91, {1961},

[7] v, Maxary : Bul. Inst. Politehn. lagi, s, n., % {0}, fase. 1-2, 311330, {1950).

[**] A, 1. Instriows : Lietuvos Zemes Uklo Alkademljos Moksllnial Darbai, 5, 253259,
(1958).

f*’] D. Mancerow, : Mathematica, Cluj, 4 {27}, 1. 169 -200, {1962).

C, Dzracan, N, Irimicive

[2*] D. Mancerow, : Bul. Inst. Politehn. Iagi, s.n., & (6), fase. 8_4, 263981, (1966).
C.Dracan, O, MUNTEANY

[*] D. Mancerox, { Studii si cercetarl de Mecaniea aplizata, 13, Ne. 5, 11771182,
E. Crorioru (1842},



http://Mangf.ro%c2%ab
http://Don.ii

24

{**] 1. 1. ArTopocrvski,
]
[*'
(=]

£ 1. 1. Amtomorevs:
N. T, Levriskr,
S, A, Cerrubingv

[‘”] D. MancrrON,
P. A. Lrrepey

I“] 1. 1. ARTOBOLEVSKI,
{E"j P. A, Lrseniv,

{"m] N. I. Maronesco

D. MancEron — H, Crororu

Dokl. Akad. Nauk SS8SR, 144, No. i, 7678, (1962).
Dakl. Alkad. Nauk 8SSH, 139, No. 4, 833 810, (1561).
Dokl, Akad. Nuuk SSSR, 134. No. 5, 10771089, (1961).

O powaej klasie krzywyeh lacznikowych. TIT Ogoloopolska konfe-
rencju naukown katedr i zakladow teorii massyn i mechanizmow
(Rogow. 10.VI.1081). Katedra teorii massyn i mechanlzsmow Poli-
leehnlki Warszawskiej, Warszawa, p. 1, p. 11, (1961).

Sintez ploskih mehanizmov, FIZMATGIZ, M., et loc. eit. (23,
p. B:8), {(1880).

Bui. TInst. Politehn. Tasi, s.n., 8 {12), fase., 1-2, (Sous presse),
(1488).

Bul. Inst. Politehn. layi, s.n., 6 (10), fasc. 12, 285_298, (1980).
Bui. Inst. Politehn. Iasi, s.n., 6 (10), fase. 1.2, 289302, (i940).

Bui. Inst, Politehn. Bucuresli, 21 (sous presse), {1882).

ET COLLABCRATEURS

InsTiTUT POLYTECHNIQUE,
Jassy,
Roumanie

{Manuscrit recu le 15 Juillet 7962}

HZET

Rundan $nc¢e yaynlanan ['],{?], ['] sayili aragltirmalarda, kaly cisimlerin
dllzlem hareketlerinde stz konusu olan ve (1)—-(3) sayila aragtirmalarda
tarifleri verilen herhangi bir mertebeden indirgenmig ivmeler teorisine
dayanilarak ivme alanlari problemi incelenmiy ve elde edilen sonuglar
dilzlem mekanizma hareketlerine ve en genel Assocr gruplaria [ﬂ]r{g] tat-

bik olunmugtur.

Bu aragtirmada ise. uzayda kali cizim takimlarinin hareketleriyle ilgili

herhangi bir mertebeden ve birinei vey-m ikinci neyiden indirgenmis iv-

melerin ['?]7["*] tarifleri ve bu hahisle alikali bir takim teoremler veril-
dikten sonra dlzlemin veya uwsayin tegetsel kinemntik geometrisi hakkin.
da yeni neticeler ifade edilmis ve bazi tatbikat gdzden gecirilmigtir.




