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Salkowski Egrisinin Birim Darboux Vektoriiniin Sabban Catisindan Elde Edilen Smarandache
Egrileri

Melek UZUN?, Siileyman SENYURT?

OZET: Bu calismada ilk olarak Salkowski egrisine ait birim Darboux vektoriiniin birim kiire yiizeyi
tizerinde ¢izdigi kiiresel egrinin Sabban catis1 olusturuldu. Daha sonra bu ¢ati konum vektorii olarak
alinarak Smarandache egrileri tanimlandi. Son olarak da her bir Smarandache egrisinin geodezik
egrilikleri hesaplanarak esas egrinin Frenet aparatlarina bagl ifadeleri elde edildi. Maple programu ile
¢izimleri yapildi.
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Smarandache Curves According to Sabban Frame Generated by the Spherical Indicatrix Curves
of the Unit Darboux Vector of Salkowski Curve

ABSTRACT: In this paper, we investigate special Smarandache curves accordingto Sabban frame of
unit Darboux vector belonging to Salkowski curve. We also created Sabban frame belonging to this
curve. We defined Smarandache curves generated by the position vector of the Sabban curves. Finally
we calculated geodesic curvatures of these Smarandache curves.
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GIRIS

Erich Salkowski, (1881-1943) bir Alman matematik¢idir. 1909’da “Zur Transformation von
Raumkurven” isimli ¢caligmasinda egriligi sabit, torsiyonu sabit olmayan egriler ailesini tanimlamistir
(Salkowski, 1909). Literatiirde bu tiir egriler Salkowski egrileri olarak bilinmektedir. 2009°da J.
Monterde, Salkowski egrisinin asli normalinin sabit dogrultu ile sabit ag1i yaptigini gostermistir
(Monterde, 2009). 2008’de M.Turgut ve S.Yilmaz, Minkowski space- time uzayinda Smarandache
egrilerini tanimlamisglar bu tiir egrilerin 6zelliklerini vermislerdir (Turgut ve Yilmaz, 2008). Daha sonra
Oklid uzayinda Smarandache egrileri tanimlanmis ve yeni agilimlar elde edilmistir (Ali, 2010; Bektas
ve Yiice, 2013; Senyurt ve Sivas, 2013; Senyurt ve Oztiirk, 2018). 1990°da J.Koenderink, kiiresel bir
egrinin Sabban ¢atisina gore geodezik egriligi tanimlamis (Koenderink,1990). Daha sonraki yillarda S.
Giir ve S. Senyurt Salkowski egrisinin kiiresel gosterge egrilerinin Frenet vektorlerini ve geodezik
egriliklerini (Giir ve Senyurt, 2010), M. Tosun ve K. Taskoprii Kiiresel bir egrinin Sabban ¢atisindan
elde edilen Smarandache egrilerinin geodezik egriliklerini (Tosun ve Taskoprii, 2014) hesaplamislardir.

MATERYAL VE YONTEM

Diferansiyellenebilir herhangi bir o egrisinin Serre- Frenet vektorleri, egrilikleri ve Frenet
formiilleri sirastyla

T_- % N=BAT, B %2a"
le’| le” A e
||05'/\a" det(a’,a”,a,”)

2

||a'/\a”

T =x~N, N'"=—xT +7B, B'=—zN

bagintisiyla verilir. Egri birim hizli ise Frenet vektorleri
—0, B=T AN

seklinde olur (Sabuncuoglu, 2006). Frenet vektorleri parametreye bagli olarak egri boyunca bir eksen
etrafinda dondiigii varsayilir. Bu eksene egrinin Darboux (ani donme) ekseni, bu eksenin yon ve
dogrultusunu veren vektore de Darboux vektorii adi verilir ve W ile gosterilir. Bu vektor

W =7T+xB

bagintistyla verilir (Fencel, 1951). Bu vektor yoniindeki birim vektor C ile gosterilirse

C B

= ‘ T+ K
V2 +7° I +72

olur. B ile W vektorleri arasindaki ag1 ¢ ile gosterilirse

. K . T
C =sin@T +cosfdB, C0SH = ————, SIN0=—F—=—,
K2+ 12 K241
seklinde bulunur (Fencel, 1951).

1967



10(3): 1966-1974, 2020

Melek UZUN ve Siilleyman SENYURT
Salkowski Egrisinin Birim Darboux Vektoriiniin Sabban Catisindan Elde Edilen Smarandache Egrileri

» vektoriiniin birim kiire yilizeyi tizerinde ¢izdigi egrinin teget vektori t, p ile t nin vektorel
carpimi d = y At ile gosterilsin. Bu vektorlerin olusturdugu { y,t,d} ortonormal sistemine

Sabban catis1 denir (Koenderink, 1990; Taskoprii ve Tosun, 2014). Bu catiya gére Sabban formiilleri

y'=t, t’:—]/+1(gd, d':—/(gt, Kg:(t’,d>

seklinde verilir. Burada K, kiiresel egrinin geodezik egriligidir (Koenderink, 1990)

m
Tamim 2.1: Herhangi bir m¢i\/_ m=0 ve n=\/1—2, m bir reel say1, olmak iizere
+Mm

R Sl LI ((1+ 2n)t)—ﬁsin ((1—2n)t)—%sin (1),

1)L 4(L+2n)
Ym L) =
2 1— 1 1 1
V1+m 4(1+_r2]n) cos((1+ 2n)t)+Ml%gn)cos((l—Zn)tﬁEcos(t),acos(zm)

seklinde taniml egriye Salkowski egrisi denir. Bu egrisinin Frenet vektorleri ve egrilikleri
[cos(t)cos(nt)+nsm(t)sin(nt),sin(t)cos(nt)—ncos(t)sin(nt),%sin(nt)]
( in t) cos(t) ) ]

B= [—cos(t)sin (nt)+nsin(t)cos(nt),—sin(t)sin(nt)- ncos(t)cos(nt),Ecos(nt)j,

cos(nt
k=1ve r=tan(nt), [y, (t)= ()
1+m?
seklinde verilir (Salkowski, 1909; Monterde, 2008). m _% % % % degerleri igin Salkowski

egrisine ait grafikler Sekil 1’de verilmistir.

Sekil 1. Salkowski egrisi
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BULGULAR VE TARTISMA

Bu calismada ilk olarak Salkowski egrisine ait Frenet vektorlerinin, etrafinda dondigi birim
Darboux vektorii ifade edildi. Daha sonra bu vektoriin birim kiire yiizeyi lizerinde ¢izdigi kiiresel
egrisinin Sabban catis1 olusturularak Smarandache egrileri tanimlandi. Son olarak her bir Smarandache
egrisi Salkowski egrisinin Frenet aparatlar1 cinsinden ifadesi verilerek geodezik egrilikleri hesaplandi
ve grafikleri ¢izildi.

Salkowski egrisinin egriligi &« =1 ve torsiyonu 7 =tan(nt) oldugundan bu egrinin birim

Darboux vektori

T K
C= T+ B,
JK? +1° NK? +7?
C tan(nt) T4 1

B \/1+tan2(nt) \/1+tan2(nt)
C =sin(nt) T +cos(nt) B

seklinde bulunur. Burada T ve B vektorii yerlerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

C= (—sin(Znt)cos(t)+ ncos(2nt)sin(t),—sin(2nt)sin (t)—ncos(2nt)cos(t),%cos(Znt)j

olur. C vektoriin birim kiire ylizeyi tizerinde ¢izdigi kiiresel egri o (t) =C ile gosterilsin. Tiirev alinirsa

T, teget vektorii

ddO;C % =ncos(nt)T +sin(nt)T'—nsin(nt)B+cos(nt)B’,

T, =cos(nt)T —sin(nt)B.
T ve B vektorlerinin esitleri burada yerine yazilirsa T¢ teget vektorii

T, = (—cos(t)cos(Znt) —nsin(2nt)sin(t),—sin(t)cos(2nt)+nsin(2nt)cos(t), —Lsin (2nt)j

m
seklinde bulunur. C ve T, vektorleri vektorel carpilirsa C AT, = N olur. T, vektériiniin tiirev
alinir ve sonra C AT, ile i¢ ¢apilirsa Kg geodezik egriligi,

T, =-sin(nt)T +%sec(nt) N —cos(nt)B |

sec(nt)

K, =<TC',C/\TC>= .

olur. Buna gore C vektoriiniin kiire yiizeyi tizerinde ¢izdigi kiiresel egrinin Sabban formiilleri
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C'=T,, T/ =-C +—Secr(]nt) CATe, (CAT.) =- Secr(]nt)TC

seklinde elde edilir.

Tamim3.1: Salkowski egrisine ait birim Darboux vektoriiniin birim kiire yiizeyi tizerinde ¢izdigi kiiresel
egrisinin Sabban catisi {C,TC ,C AT, } olsun.

1

ﬁl(t)=$(C+Tc)

seklinde tanimli 3 (t) vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye CT. Smarandache egrisi denir. Burada C ve

T. nin yerine degerleri yazilirsa ,31('[) egrisi

. nsin (t)(cos(2nt)—sin(2nt))—cos(t)(cos(2nt)+sin(2nt)),

Alt)= V2| —sin (t)(sin (2nt)+cos(2nt)),%(005(2nt)—Sin (2nt))

seklinde bulunur (Sekil 2).

%% degerleri i¢in ,31 (t) Smarandache egrisi

Sekil2. m=1 1
35

Teorem 3.1: 4, (t) Smarandache egrisinin K * geodezik egriligi

K A — n°</2 (secs(nt) 4sec3(nt)+4sec(nt)+2n2cosz(nt)sin(nt)+sin(nt)J

+
’ \/(an +sec? (nt))’ ) ’

n n n n? cos* (nt)
bagintisiyla verilir.
Ispat: f, (t) egrisinin tiirevi alinirsa Tﬂ1 teget vektorii

—C+Tc +K,C AT,

T J2+K,?
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KT +CATe 7

g, in  tirevi
2
. /2 + Kg

olur. T, ile C vektorinin vektdrel garpimi CATy, =

T :L((KQKQ' ~Ky=2)Co+{ K, 3K, K K, 2T, e (K, 2K, + 2K, C /\T)
(2+K7)

dir. Tﬂll , CAT, ve K, ifadeleri geodezik egrilik bagintisinda yerine yazilirsa Kg'g1 hesaplanmis olur.

Tamim 3.2: Salkowski egrisine ait birim Darboux vektoriiniin birim kiire yiizeyi tizerinde ¢izdigi kiiresel

egrisinin Sabban catisi {C,TC ,C AT, } olsun.
B, (1) = —=(T. +C AT,)
2 - \/E (o] C

seklinde taniml1 £, (t)vektériinl'in ¢izdigi regiiler egriye ToC AT - Smarandache egrisi denir. Burada

T.ve C AT, nin yerine degerleri yazilirsa B, (t) egrisi

—cos(t)cos(2nt)—nsin(2nt)sin (t)+£sin (1),

pi() =1 i
V2 —sin(t)cos(2nt)+nsin (2nt)cos(t)+%cos(t),—n —%sin (2nt)

seklinde bulunur (Sekil 3).

4.05
.06
2007
008
409

a1
a1

L]

L X A7 9.2
03T 3 e 45 T5050403020.1 0

%% degerleri i¢in ,32 (t) Smarandache egrisi

Sekil3. m =~ L
3’5

Teorem3.2: B, (t) Smarandache egrisinin K * geodezik egriligi

y J2n’ (4(56‘35 (nt) , sec’ (ﬂt)}r 2sin (nt)+cos? (nt)J

> 3 cos® (nt)

n n
g 5

(n® +2sec? (nt))?

bagintistyla verilir.
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Ispat: £, (t) egrisinin tlirevi alinirsa Tﬂ2 teget vektori

1 _C-KTo+K,(CAT,)

& Ji 2K

olur. T, ile C vektorii vektorel garpilirsa CAT, =

K, T - K, (CAT:)

9

Jre2K?
T'_JEPK;+2QK;+KJC+J§@mg%3K;-K;-gn+JE&2K;—K;+KJMCAQ)

: (h+2K;f

dir. Tﬁz' , CAT, ve Kg ifadeleri geodezik egrilik bagintisinda yerine yazilirsa Kgﬂ 2 hesaplanmis olur.

bulunur. T 5 nin tiirevi

Tamm 3.3: Salkowski egrisine ait birim Darboux vektoriiniin birim kiire yiizeyi tizerinde ¢izdigi kiiresel

egrisinin Sabban catis1 {C,T.,C AT } olsun.

ﬂs(t):%(mcnc)

seklinde tanimli [, vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye CC AT, - Smarandache egrisi denir. Burada C

veC AT, nin yerine degerleri yazilirsa f; egrisi

Bi(t)= %(—sin(Znt)cos(tﬁ ncos(2nt)sin (t)+%sin (t),—sin(2nt)sin(t)- ncos(2nt)cos(t)+%cos(t),%cos(Znt)—nj

seklinde bulunur (Sekil 4).

= 06
’ L 055

11 1 - S o ..
=, =,— degerleri i¢in B (1) Smarandache egrisi
5'8'16 ° sin 4(1) 8

Teorem 3.3: S, (t) Smarandache egrisinin K * geodezik egriligi

K 5 V2sec(nt)
9 n—sec(nt)

bagintistyla verilir.
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. 1
Ispat: 5 (t) = E (C +C AT, ) ifadesini tiirevi alinirsa Tﬂ3 teget vektori

T, =Tcolur. Buifade C ile vektorel carpilirsa C AT, =C AT;. T, iin tiirevi alinirsa

. ,:_JEC+J§KQ(CATC)

Iz
1-K,

Olur. Tﬂz' , CAT, ve K, ifadeleri geodezik egrilik bagintisinda yerine yazilirsa Kgﬂ s elde edilir.

Tamm 3.4: Salkowski egrisine ait birim Darboux vektoriiniin birim kiire yiizeyi iizerinde ¢izdigi kiiresel

egrisinin Sabban catis1 {C,TC ,C AT, } olsun.
1
B (t) =ﬁ(c +T. +CAT,)

seklinde tammli S, vektoriiniin ¢izdigi regiiler egriye CT.C AT, Smarandache egrisi denir. Burada

C, T, ve C AT, vektorlerinin yerine degerleri yazilirsa f3, egrisi

nsin(t)(cos(2nt)—sin(2nt))—cos(t)(cos(2nt)+sin (2nt))+%sin(t),
AUE

1
V3 —sin(t)(sin(2nt)+cos(2nt))+%cos(t),n cos(2nt)_sm(2nt)_lj

m m

seklinde bulunur (Sekil 5).

i 18

04 7
0 02

1

16

Sekil 5. m = % degerleri i¢in f, (t) Smarandache egrisi

Teorem 3.4: f,(t) Smarandache egrisinin K, geodezik egriligi

sec’(nt) _sec*(nt) _sec’(nt) _sec’(nt)  sec(nt)
\/§n54 pe -8 v +12 e -8 - +4 "

—2sec” (nt)tan(nt)+2sec(nt)tan(nt)

42 (n” —sec(nt)n+sec’ (nt))g

+2sec’ (nt)tan(nt)

B _
Ky =
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Ispat: f3, (t) egrisinin tlirevi alinirsa Tﬂ4 teget vektori

T

AT Earalial

olur. Bu ifade C ile vektorel ¢arpilirsa ¢ AT, =

~C+(1-K, )T +K, (CAT,))

—K,T. +(1-K, )C AT,
V21— K, +K,?

bulunur. Tﬂ4 iin tiirevi alinirsa

(2K, 4K, 2K, K, =K, +4K, ~2)C (2K, + 2K, 4K, ~ K K, =K, +2K, ~2]T;
3
4 3 2 ' '
iy #(-2K, K, 4K, KK, + 2K, + 2K, |C AT,
o 4(1-K, +K,?)

olur. Tﬂ' , CAT,, ve K, ifadeleri yerlerine yazilirsa K P elde edilir.
4 7 9

SONUC

Bu ¢aligmada ilk olarak Salkowski egrisine ait Frenet vektorlerinin, etrafinda dondiigii birim
Darboux vektorii ifade edildi. Daha sonra bu vektoriin birim kiire ylizeyi lizerinde ¢izdigi kiiresel
egrisinin Sabban catis1 olusturularak Smarandache egrileri tanimlandi. Son olarak da her bir
Smarandache egrisini Salkowski egrisinin Frenet aparatlari cinsinde ifadesi verilerik geodezik egrilikleri
hesapland1 ve Maple programu ile her bir egrinin grafikleri ¢izildi.
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