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Salkowski Eğrisinin Birim Darboux Vektörünün Sabban Çatısından Elde Edilen Smarandache 

Eğrileri 

Melek UZUN1, Süleyman ŞENYURT2* 

ÖZET: Bu çalışmada ilk olarak Salkowski eğrisine ait birim Darboux vektörünün birim küre yüzeyi 

üzerinde çizdiği küresel eğrinin Sabban çatısı oluşturuldu. Daha sonra bu çatı konum vektörü olarak 

alınarak Smarandache eğrileri tanımlandı. Son olarak da her bir Smarandache eğrisinin geodezik 

eğrilikleri hesaplanarak esas eğrinin Frenet aparatlarına bağlı ifadeleri elde edildi. Maple programı ile 

çizimleri yapıldı. 

Anahtar Kelimeler: Salkowski eğrisi, Darboux vektörü, Smarandache eğrileri, Sabban çatısı 

 

Smarandache Curves According to Sabban Frame Generated by the Spherical Indicatrix Curves 

of the Unit Darboux Vector of Salkowski Curve 

 

ABSTRACT: In this paper, we investigate special Smarandache curves accordingto Sabban frame of 

unit Darboux vector belonging to Salkowski curve. We also created Sabban frame belonging to this 

curve. We defined Smarandache curves generated by the position vector of the Sabban curves. Finally 

we calculated geodesic curvatures of these Smarandache curves. 
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GİRİŞ  

Erich Salkowski, (1881-1943) bir Alman matematikçidir. 1909’da “Zur Transformation von 

Raumkurven” isimli çalışmasında eğriliği sabit, torsiyonu sabit olmayan eğriler ailesini tanımlamıştır 

(Salkowski, 1909). Literatürde bu tür eğriler Salkowski eğrileri olarak bilinmektedir. 2009’da J. 

Monterde, Salkowski eğrisinin asli normalinin sabit doğrultu ile sabit açı yaptığını göstermiştir 

(Monterde, 2009). 2008’de M.Turgut ve S.Yılmaz, Minkowski space- time uzayında Smarandache 

eğrilerini tanımlamışlar bu tür eğrilerin özelliklerini vermişlerdir (Turgut ve Yılmaz, 2008). Daha sonra 

Öklid uzayında Smarandache eğrileri tanımlanmış ve yeni açılımlar elde edilmiştir (Ali, 2010; Bektaş 

ve Yüce, 2013; Şenyurt ve Sivas, 2013; Şenyurt ve Öztürk, 2018). 1990’da J.Koenderink, küresel bir 

eğrinin Sabban çatısına göre geodezik eğriliği tanımlamış (Koenderink,1990). Daha sonraki yıllarda S. 

Gür ve S. Şenyurt Salkowski eğrisinin küresel gösterge eğrilerinin Frenet vektörlerini ve geodezik 

eğriliklerini (Gür ve Şenyurt, 2010), M. Tosun ve K. Taşköprü küresel bir eğrinin Sabban çatısından 

elde edilen Smarandache eğrilerinin geodezik eğriliklerini (Tosun ve Taşköprü, 2014) hesaplamışlardır.  

MATERYAL VE YÖNTEM 

Diferansiyellenebilir herhangi bir   eğrisinin Serre- Frenet vektörleri, eğrilikleri ve Frenet 

formülleri sırasıyla 
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bağıntısıyla verilir. Eğri birim hızlı ise Frenet vektörleri 

,  ,  T N B T N



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şeklinde olur (Sabuncuoğlu, 2006). Frenet vektörleri parametreye bağlı olarak eğri boyunca bir eksen 

etrafında döndüğü varsayılır. Bu eksene eğrinin Darboux (ani dönme) ekseni, bu eksenin yön ve 

doğrultusunu veren vektöre de Darboux vektörü adı verilir ve W  ile gösterilir. Bu vektör 

W T B      

bağıntısıyla verilir (Fencel, 1951). Bu vektör yönündeki birim vektör C  ile gösterilirse 

2 2 2 2
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 

   
 

 
              

olur. B  ile W  vektörleri arasındaki açı   ile gösterilirse  

sin cosC T B   , 
2 2 2 2

cos , sin ,
 
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   
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şeklinde bulunur (Fencel, 1951).  
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  vektörünün birim küre yüzeyi üzerinde çizdiği eğrinin teğet vektörü t ,  ile t  nin vektörel 

çarpımı d t   ile gösterilsin. Bu vektörlerin oluşturduğu  , ,t d  ortonormal sistemine 

Sabban çatısı denir (Koenderink, 1990; Taşköprü ve Tosun, 2014). Bu çatıya göre Sabban formülleri, 

= , = , = ,   = ,g g gt t d d t t d             

şeklinde verilir. Burada gK  küresel eğrinin geodezik eğriliğidir (Koenderink, 1990). 

Tanım 2.1: Herhangi bir  
1

,  0 
3

m m    ve   
2

n
1

m

m



,  m bir reel sayı, olmak üzere 

 
 

  
 

    

 
  

 
    

2

1 1 1
sin 1 2 sin 1 2 sin ,

4 1 2 4 1 2 21

1 1 1 11 cos 1 2 cos 1 2 cos , cos(2 )
4 1 2 4 1 2 2 4

m

n n
n t n t t

n n
t

n nm n t n t t nt
n n m



  
      
 
       

  

           

şeklinde tanımlı eğriye Salkowski eğrisi denir. Bu eğrisinin Frenet vektörleri ve eğrilikleri 
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şeklinde verilir (Salkowski, 1909; Monterde, 2008). 
1 1 1 1

, , ,
3 5 8 16

m   değerleri için Salkowski 

eğrisine ait grafikler Şekil 1’de verilmiştir. 

 
Şekil 1. Salkowski eğrisi 
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BULGULAR VE TARTIŞMA 

Bu çalışmada ilk olarak Salkowski eğrisine ait Frenet vektörlerinin, etrafında döndüğü birim 

Darboux vektörü ifade edildi.  Daha sonra bu vektörün birim küre yüzeyi üzerinde çizdiği küresel 

eğrisinin Sabban çatısı oluşturularak Smarandache eğrileri tanımlandı. Son olarak her bir Smarandache 

eğrisi Salkowski eğrisinin Frenet aparatları cinsinden ifadesi verilerek geodezik eğrilikleri hesaplandı 

ve grafikleri çizildi. 

Salkowski eğrisinin eğriliği 1   ve torsiyonu tan( )nt   olduğundan bu eğrinin birim 

Darboux vektörü 

2 2 2 2
C T B

 

   
 

 
, 

2 2

tan( ) 1
,
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nt
C T B

nt nt
 

 
 

 sin( ) cos( )C nt T nt B                          

şeklinde bulunur. Burada T ve B  vektörü yerlerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa  
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olur. C  vektörün birim küre yüzeyi üzerinde çizdiği  küresel eğri  C t C   ile gösterilsin. Türev alınırsa 

CT  teğet vektörü 
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n nt T nt T n nt B nt B
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
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T ve B  vektörlerinin eşitleri burada yerine yazılırsa CT  teğet vektörü 
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şeklinde bulunur. C  ve CT  vektörleri vektörel çarpılırsa CC T N  olur. CT  vektörünün türev 

alınır ve sonra CC T   ile iç çapılırsa gK  geodezik eğriliği, 
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olur. Buna göre C  vektörünün küre yüzeyi üzerinde çizdiği küresel eğrinin Sabban formülleri  
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 
 

 sec sec
,   ,    C C C C C

nt nt
C T T C C T C T T

n n
          

şeklinde elde edilir. 

Tanım3.1: Salkowski eğrisine ait birim Darboux vektörünün birim küre yüzeyi üzerinde çizdiği küresel 

eğrisinin Sabban çatısı  , ,  C CC T C T olsun. 

    1

1

2
Ct C T               

şeklinde tanımlı  1 t vektörünün çizdiği regüler eğriye CCT  Smarandache eğrisi denir. Burada C ve

CT  nin yerine değerleri yazılırsa  1 t  eğrisi  
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şeklinde bulunur (Şekil 2). 

 

Şekil 2. 
1 1 1 1

, , ,
3 5 8 16

m   değerleri için  1 t  Smarandache eğrisi 

Teorem 3.1:  1 t   Smarandache eğrisinin 1
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
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bağıntısıyla verilir. 

İspat:  1 t  eğrisinin türevi alınırsa  
1
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olur. 
1

T  ile C vektörünün vektörel çarpımı 
1 22
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dır. 
1

T
  , 

1
C T  ve  gK  ifadeleri geodezik eğrilik bağıntısında yerine yazılırsa 1

gK


 hesaplanmış olur. 

Tanım 3.2: Salkowski eğrisine ait birim Darboux vektörünün birim küre yüzeyi üzerinde çizdiği küresel 

eğrisinin Sabban çatısı  , ,  C CC T C T olsun. 

    2

1

2
C Ct T C T             

şeklinde tanımlı  2 t vektörünün çizdiği regüler eğriye  C CT C T - Smarandache eğrisi denir. Burada 

CT ve CC T  nin yerine değerleri yazılırsa  2 t eğrisi  
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şeklinde bulunur (Şekil 3). 

 

Şekil 3. 
1 1 1 1

, , ,
3 5 8 16

m   değerleri için  2 t   Smarandache eğrisi 

Teorem3.2:  2 t  Smarandache eğrisinin 2
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bağıntısıyla verilir. 
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İspat:  2 t  eğrisinin türevi alınırsa  
2

T teğet vektörü 

 
2 21 2

g C g C

g

C K T K C T
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K

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2
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 
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2
T nin türevi  
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 dır. 
2

T
  , 

2
C T  ve gK  ifadeleri geodezik eğrilik bağıntısında yerine yazılırsa 2

gK


 hesaplanmış olur. 

Tanım 3.3: Salkowski eğrisine ait birim Darboux vektörünün birim küre yüzeyi üzerinde çizdiği küresel 

eğrisinin Sabban çatısı  , ,  C CC T C T olsun. 

    3

1

2
Ct C C T                    

şeklinde tanımlı 3 vektörünün çizdiği regüler eğriye CCC T - Smarandache eğrisi denir. Burada C
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CC T  nin yerine değerleri yazılırsa 3  eğrisi  
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şeklinde bulunur (Şekil 4). 

 

Şekil 4. 
1 1 1 1

, , ,
3 5 8 16

m   değerleri için  3 t  Smarandache eğrisi 

Teorem 3.3:  3 t  Smarandache eğrisinin 3
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 geodezik eğriliği 
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bağıntısıyla verilir. 
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İspat:    3

1

2
Ct C C T     ifadesini türevi alınırsa  

3
T teğet vektörü 

3 CT T  olur. Bu ifade C  ile vektörel çarpılırsa 
3 CC T C T   . 

3
T

ün türevi alınırsa 

 
3

2 2

1

g C

g

C K C T
T

K


 
  


 

Olur. 
3

T
  , 

3
C T  ve  gK  ifadeleri geodezik eğrilik bağıntısında yerine yazılırsa 3

gK


 elde edilir. 

Tanım 3.4: Salkowski eğrisine ait birim Darboux vektörünün birim küre yüzeyi üzerinde çizdiği küresel 

eğrisinin Sabban çatısı  , ,  C CC T C T olsun. 

    4

1

3
C Ct C T C T                              

şeklinde tanımlı 4 vektörünün çizdiği regüler eğriye C CCT C T Smarandache eğrisi denir. Burada 

, CC T  ve CC T vektörlerinin yerine değerleri yazılırsa 4 eğrisi  

 

               

        
   4

sin cos 2 sin 2 cos cos 2 sin 2 sin ,
1

cos 2 sin 23
sin sin 2 cos 2 cos , 1

n
n t nt nt t nt nt t

m
t

nt ntn
t nt nt t n

m m m



 
    

 
  

      
  

                            

şeklinde bulunur (Şekil 5). 

 

Şekil 5.  
1 1 1 1

, , ,
3 5 8 16

m   değerleri için  4 t  Smarandache eğrisi 

Teorem 3.4:  4 t  Smarandache eğrisinin 4

gK
  geodezik eğriliği 

         
   

       

    

4

5 4 3 2

3

5 5 4 3 2

2

5
2 2 2

sec sec sec sec sec
4 8 12 8 4 2sec tan

3

2sec tan 2sec tan

4 2 sec sec

g

nt nt nt nt nt
nt nt

n n n n n n

nt nt nt nt
K

n nt n nt



 
     

 
   



 

. 
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1974 

İspat:  4 t   eğrisinin türevi alınırsa 
4

T teğet vektörü 

    
4 2

1
1

2 1
g C g C

g g

T C K T K C T
K K

      
 

 

olur. Bu ifade C  ile vektörel çarpılırsa 
 

4 2

1

2 1

g C g C

g g

K T K C T
C T

K K


   
 

 

 

bulunur.
4

T ün türevi alınırsa 

   

 
 4

3 2 4 3 2

4 3 2

2

2 4 2 4 2 2 2 4 2 2

3

2 4 4 2 2

4 1

g g g g g g g g g g g g g C

g g g g g g g C

g g

K K K K K K C K K K K K K K T

K K K K K K K C T

T
K K



                
 
 

         
  

 
 

olur. 
4

T
  , 

4
C T  ve  gK  ifadeleri yerlerine yazılırsa 4

gK


 elde edilir. 

SONUÇ 

Bu çalışmada ilk olarak Salkowski eğrisine ait Frenet vektörlerinin, etrafında döndüğü birim 

Darboux vektörü ifade edildi. Daha sonra bu vektörün birim küre yüzeyi üzerinde çizdiği küresel 

eğrisinin Sabban çatısı oluşturularak Smarandache eğrileri tanımlandı. Son olarak da her bir 

Smarandache eğrisini Salkowski eğrisinin Frenet aparatları cinsinde ifadesi verilerik geodezik eğrilikleri 

hesaplandı ve Maple programı ile her bir eğrinin grafikleri çizildi. 
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