ABBILDUNG DURCH ZWEI NETZE MIT EINER
GEMEINSAMEN LEITGERADEN

Farur Avkan

Wird ein Objekt des projektiven Raumes Ry mittels der Strahlen eines
linearen Netzes auf die Bildebene i projizlert, so entsteht ein Nefzriss des
Objektes, . Durch die Verwendung " zweier Netze lisst sieh zwisechen den
Objekten ‘des Rz und ihren Bildpaaren eine emkehrbar eindeutige Beziehung
herstellen, Die Abbildung durech zwei Netze mit voneinander verschiedenen
Leitgeradenpaaren ist bekannt 9. Dagogen scheint der Fall, dass die Netze
eine gemeinsame Leifgerade d besitzen, noch nicht behandelt worden za
gein ; die Untersuchung dieses Falles igt das Ziel der vorliegenden Avheit.
Die charakteristischen REigenschaften einer in  dieser Weise defi-
nierten Netzabbildung folgen im Wesentlichen aus der Tatsache, dass die
gemeinsamen Strahlen beider Neize (die Doppelsehstrahlen) die Erzeugenden
einer Quadrik ¢ sind, In den nachstehenden Zeilen wird u.a. bewiesen :
Die Pankie des Ry werden durch die geordneten Punkiepaare von gy darge.
gtellt, deren Trigergerade den Spurpunkt D von d enthalten, Die Geraden
des Raumea werden i, a. auf die Paare der Kegelschnitfe zmeier Gebiische
abgebildet, die dureh den Spurkegelschniit k& von @ perspektiv aufeinander
bezogen werden. Die Untersuchung der Frage, welche Kurven des Ry durch
die Geradenpaare von g dargestellt werden, fihrt auf bestimmte Rawmkurven
dritter Ordnung. Jedo Ehene ¢ desé Ry wird i, a. durch eine perspektive
Cremona-VerwanJi‘schaﬂ ) dritfen Grades V mit dem Zentrum D dargestellt,
‘deren Inzidenzlinien die Bildspui' a yon g und der Xegelschnitt % sind;
“das  Strahlfeld 4 wird auf zwel einander in V entsprecheonde Kegelschnitts-
biindel abgebildet.

1. Dije Abbjldung von Punkten. Kin Strahlnelz N, des projektiven drei-
dimensionalen Raumes R, sei durch seine-im Folgenden stets reell voraus-
gesetzten - Leitgeraden d, d, gegeben ; ein Netz N, durch die Leitgerade d und
eine zutd und d, windschiefe Leitgerade 4, . Wir betrachten die Strahlen heider

Netze als Sehstrahlen und denken die Punkte des Raumes R, mittels dieser
Strahlen aul die Bildebene = projiziert; jede Figur des Raumes wird dabei

auf ein Paar einander zugeordnefer Netzrisse abgebildet. Die gemeinsamen

). ¥gl, F. Honewseme: Mb. Math, Phys, 42, 425437 (1935).
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Strahlen der Netze N,, N, stellen die Doppelsehstrahlen dar; sie bilden die
Erzeugendenschar der durch die Leitgeraden d, d,, d;, hestimmten Quadrik ¢ .
Die Bildebene = sei stets so gewihlt, dass sie @ nach einem nichtzerfallenden
Kegelschnitt % schneidet?. Die in = liegenden Spurpunkte D, D,, D, der
Geraden d, d,, d, gehdren k an; die Geraden h, == DD,, h,= DD, sind die in
= liegenden Strahlen der heiden Netze (Ahb, 1).

Fig. 1

Jeder Punkt P des Raumes, der weder ¢ noch = angehért, legt in Ver-
bindung mit den Geraden d, d,. d, drei Ebenen ¢, ¢, v, fest, die » in den?
Geraden. ¢, t,, ¢, der Biischel D (=), D, (=), D,(7) schneiden. Die durch P-
laufenden Strahlen der Netze N, l‘\l,‘. sind die Geraden p, = [77,] haw. p, = {rz,];
ihre Spurpuukte P, =Tt,}, bew. P, = [#t,} sind die Netzrisse von P, Die ersten
Netzrisse aller Punkte von ¢, liegen auf ¢,, die zweiten Netzrisse aller Punkte
von v, gehiven ¢, an ; die Ehenen des Biischels d, sind daher im ersten Netzriss
projizierend (strahlprojizierend), die Ehenen des Biischels d, im zweiten Netzriss.
Die Netzrisse P,, P, jedes Punktes P der Ehene = liegen anf #; alle. Ebenen
des Bilschels d sind daher in beiden Netzriséen strahlprojizierend (doppelprojiziea
rend). Hieraus folgt, dass irgendzwei Punkie P, P, von =, deren Verbinduugs-
gerade ¢ darch D liuft, den ersten und zweiten Netfzriss eines bestimmien Punk-
tes P darstellen, nimlich des Schnittpunktes der mit P, hzw. P, inzidenten

2} Dje Annahme, dass x eiﬁe Tangentialebene von - ist, 2o}l 11 einer folgenden Note

erdrtert werden.
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Strahlen p;, p, der Netze N,, N,. Fiir jeden Punkt P der Ebene == [d,h,],
der weder auf ¢, noch auf h, liegt, wird ¢, =h, und daher P,=D; analog
folgt fiir jeden nicht auf o oder h, liegenden Punkt P der Ebene v* =][dh,],
dass 't =h, und P,;=p, wird. Diese beiden Ebenen werden im ersten Netzriss
daher auf die Punkte D, bzw. D, abgebildet; wir bezeichnen sie als punkipro-
fizierend fiir N, und in gleicher Weise die Ebenen <,” = [d,h,], " =|[dh,] als
- punktprojizierend fiir N,.
Saiz T: Wird der Raum Ry durch zwei Netze N, , N, mit der gemeinsamen Leit-
geraden d auf die Bildebene n projiziert, so werden die Punkte des
Raumes, die weder der den MNetzen gemeinsamen Quadrik & noch der
Ebene = angehdren, umbkehrbar eindeutig euf die Punkiepaare won =
abgebildet, deren Trdgergerade den Spurpunkt D won d enthalten. Die
ersten (zweiten), Netzrisse aller Punkte, die einer durch d oder die Leit-
gerade d, (d,) des Netzes N, (N,) loufenden Ebene angehdren, liegen auf
der Spur der Ebene bzw. im Sparpunkt der anderen Leitgeraden, wenn
die Ebene den in n liegenden Netzstrahl enthilt.

Jeder Pankt £ von ¢, der keiner Leitgeraden der Netze angehort, besitzt
den auf & liegenden Spurpunkt E,, der mit E inzidenten Erzeugenden e von &
ZUm ersten und zweiten Netzriss. Jeder Ponkt € von =, der weder auf A, noch
auf h, lHegl, fallt mit seinen Netzrissen zusammen (C,= C,=C). Die Quadrik
¢ und die Ebene = stellen daher die Inzidenzflicher der Netzabbildung dar; &
ist die Inzidenzkurve der Bildfigar.

Liegt E auf d,, so stellt jeder Strahl p, des in der Ebene r— [Ed| liegen-
den Biischels E(z) einen Strahl des Netzes N, dar, sein auf der Bildspur 'e1=“t
von = liegender Sparpunkt P, ist daher ein erster Netzriss won P; das erste
Netzbild von FE ist die Gerade e,. Alle Punkte von d, sind daher Hauptpunkte
der Verwandischaft, die das Netz N, zwischen den Punkten des Raumes and
denen von r herveorraft; dic Strahlen des in = liegenden Biischels D sind
Hauptstrahlen dieser Verwandischaft. Der zweite Netzriss von E ist der (ein-
deutig hestimmte) Spurpunkt E,, der durch E laufenden Erzeugenden e von
®; da e im Biischel E(%) enthalten ist, so ist E,, der von D verschiedene
Schnittpunkt von e, und k. Die Punktreihe 4, (£...) wird durch diec Erzeugen-
denschar von ¢ projekitiv auf dic Punktreihe % (E,,...) bezogen und diese
Reihe wird aus D durch das mit ihr perspekiiv lHegende Strahlbiischel D {e,...)
projiziert. Die Reihe der auf d, liegenden Huuptpunkte ist demnach zum Biischel
der enfsprechenden Hauptstrahlen projektiv; dem Punkt E—=D, entspricht die
Gerade e, =h, . Aus denselben Griinden ist jeder Punkt von d, ein Hauptpunkt
dey Verwaudtschaft, diec das Netz N, zwischen den Punkten des Raumes und
denen von = hervorruft; die diesen Punkten entsprechenden Hauptstrabhlen
bilden gleichfalls das Biischel D (). Jeder Punkt der gemecinsamen Leitgera-
den d von N,, N;ist ein Hauptpunkl fiir beide Netzrisse; die ihim entspre-
chenden Hauptstrahlen e,, e, gehtren den Bischeln D, (%), D, (=) an und
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sehneiden: einander auf k. Die Punktreihe d (£...} wird in diesem Sinn auf
die Projektivitdt zwischen depn Biischeln D, (J?i),r D, (%) hezogen, deren Erzenlgn:is.
k ist. ——-Jeder Punkt C von -h, besitzt alle: Punkte von h, zum ersten Netazriss,
sein gweiter WNetzriss ist € und Analogés gilt fiir die Punkte von h,; Die
Punkte der Geraden h,, h, sind demnach auch Hauptpunkte der Netzrisse . die
ihnen entsprechenden Hguptstrahlen fallen mit h, hzw. h, zusammen.

Satz 2: Bei der Abbildung des Raumes Ry durch zwei Netze mit einer Femeinsa~
" men L.eitgeraden werden die Punkte der den Netzen gemeinsamen Quad-

rik @ i.a. in beiden Rissen auf die Punkte des Sparkegelschnittes k von

& und die Punkte der Bildebene = i.a. auf sich Bselbst abgebildet. Die

Punkte der Leitgeraden und des in @ liegenden Strahls jedes Netzes sind
Hauptpﬁhkte der Netzrisse. Jedem Hauptpunkt, der einer Leitgeraden.

eines Netzes angehért, entspricht ein Hauptstrahl, der den Spurpunkt

der zweiten Leitgeraden enthilt; jedem in n liegenden Haupipunkt ist

der mit ihm inzidente Netzstrahl zugeordnet.

2. Die Abbildung von Geraden. Jede Gerade ¢ des Raumes, die nicht auf ¢
liegt und weder die Leitgeraden d, d,, d, der Netze N,, N, noch die in = I[ie-
genden Wetzstrahlen #h,, h, schneidet, besitzt zwei Kegelschnitte ¢,, ¢; zum
ersten bhzw. zweiten Netzriss, ndmlich diein = liegenden Spurkurven der durch
die Geraden ¢, d, d, hzw. ¢, d, d; bestimmten Quadriken I',, r,. Die Inzideus-
quadrik ¢ schneidet dic Gerade ¢ in den fnzidenzpunkten E, F der fGeraden
die durch E und F laufenden Erzeugenden e, f von ¢ gehiren den fQuadriken
r, r,an; ihre Spurpunkte E,,, F, liegen auf ¢, ¢, und ke Die Quadriken
r,, r, haben mit ¢ die Geraden d; des ey f bzw. d, dy, e, f und miteinander
die Geraden ¢, d, ¢ f gemeinsam. Die Kegelschuitte ¢, ¢ treffen -k in den
Punkten D, D,, E.» Fi, baw. D, D,, E,;, F, und schneiden einander in C, D,
E,, und F,. Die Punktc D, D, von ¢, sind die crsten Netzrisse der Punkte
D,” B, in denen*die Gerade ¢ die heiden punktprojizierenden Ehenen =’ = [d k,],
v’ —[dh,] des ersten Netzrisses schneidet; die Punkte D, D, von ¢, stammen
von den Schnittpunkten der Geraden ¢ mit deu Ehenen z,* = [d,h,], ¥ = [dh,] her.

Umgekehrt lassen sich je zwei durch D, D, hzw. D, D, laufende Kegel-
schnitte ¢,, ¢4 dieeinander in zwei weiteren Punkten E,,, F|, von k schneiden,
als Netzrisse einer bestimmiten (Geraden ¢ ansehen ; der vierte Schnittpunkt der
Kegelschnitte ist der Spurpunkt C von ¢, die mit € inzidente gemeinsame
Treffgerade der durch die Punkte E,,, F,, laufenden FErzeugenden e, f von ¢
ist ¢. Die so definierten Kegelschnittspaare bilden ebenso wie die reellen Ge-
raden des Raumes R, eine vierparametrige Mannigfaltighkeit. Die Kegelschnitte
von =, die durch D und D, laufen, bilden eine dreiparametrige Mannigfaltig-
keit ; die Strahlen des Netzes N,, die einen solchen Kegelschnitt [ex treffen,
gind die Erzeugenden einer Quadrik I;. Alle Geraden von I', die der gleichen
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Schar angehiiren wie d, besitzen ¢, zum ersten Netzriss; die zweiten Netzrisse
dieéer Geraden bilden das- Biischel, dessen Grundpunkte D, D, und die ‘von
D, D, verschiedenen Schhittpunkte Eip Fi, von ¢; und k sind, Alle Kegel-
schnitte ¢, die darch D, D, lanfen und k in zwei festen Punkten E,,, Fy, schnei-
den, bilden ein Biischel ; die durch D, Dy, Ey, Fy, laufenden Kegelsehnitte e,
bilden ein zweites Diischel. Die Geraden ¢, die je einen Kegelschnitt der hei-
“den Bfischel zum crsten bzw., zweiten Netzriss haben, sind die gemeinsamen
Treffgeraden der mit E,, brw. F,, inzidenten Erzzagenden e, f won @. Somit gilt

Satz 3: Wird der Raum R, durch zwei Netze N, N,, die eine gemeinsame Leit=

gerade d besitzen, auf die Bildebene = projiziert, so werden die Geraden

des Raumes, die gegeniiber den Leitgeraden der Nefze und der von die-

sen gebildeten Quadrik @ allgemeine Lage besitzen, umkehrbar eindeutig
auf die Kegelschnittspaare won = abgebildet, die einander im Spurpunkt
D wvon d sowie zwei weiteren Punkten des Sparkegelschnitts k von ¢
treffen und won denen jeder noch den Spurpunkt der zweiten Leitgera-
den des betreffenden Netzes enthdlt. Die Strahlen jedes Netzes, das
irgendzwei Erzeugende won & zu Leitlinien hat, werden durch die Kegel-
schnitte zweier Biischel dargestellt.

Die Inzidenz eines Punktes P mit einer Geraden ¢ bewirkt Inzidenz der
gleichnamigen Risse P,, ¢, bzw. P,, ¢, von P und ¢. Die Punkte P, P, gehi-
ren cinem Sirahl des Biisechels D au; die Kegelschnitte ¢, ¢, haben die in
Satz 8 beschriebene Lage. Jede gerade Panktreihe ¢ (P...) wird daher durch die
Projektivitat dargestellt, die das Biischel D (=) zwischen deun auf den Kegel-
schnitten ¢,, ¢, liegenden Punktreihen ¢, {P,...), ¢,(P;...) hervorruft. Das
Strahlbiindel mit dem Scheitel P wird auf die beiden Kegelschnittsbiindel abgebil-
det, die durch die Grundpunkte D, D,, P, bzw. D, D,, P,bestimmt sind und die
durch den Kegelschnitt k derart perspektiv aufeinander bezogen werden, dass
je zwel Kegelschnitte ¢,, ¢, der Biindel, dic Nelzrisse eines Blindelstrahls ¢
sind, einander |ausser in D noch in zwel weiteren Punkten £, F;, von k
schneiden.

Jede Gerade ¢, die die Quadrik ¢ in einem Punkt allgemeiner Lage £E=F
beriihrt oder den Kegelschnitt ¥ in einem von D, D, und D, verschiedencn
Punkt C =E schneidet, wird in beiden Netzrissen duorch zwei Kegelschnitte
¢, ¢, dargestellt, die cinander und zugleich % in einem Puukt (E,,=F,, bzw.
E,, = C) berithren. Wenn ¢ die Quadrik ¢ in einem Punkt C won k berilhrt, so
oskulieren sich die Kegelschnitle ¢, ¢, im Punkt € =F,, = F,, und schneiden
einander ausserdem in D ; mit k¥ haben sie Bertthrung erster Ordnung, weil
sie k noch in deu Punkten D, D, bzw. D, D, schneiden. Jede auf ¢ liegende

Gerade, die derselben Schar angehdrt wie d, besitzt k zum ersten und zweiten
Netzriss.
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Jede Gerade ¢, die einen Hauplpunkt des durch N, oder N, hestimmten
Netzrisses enthilt und keiner punktprojizierenden Ehene angehért, hesitzt als
eigertliches erstes hzw. zweites Netzbild i.a. eine Gerade ¢, haw. ¢,; das Bild
des Hauptpunktes ist einer der in Nr. 1 definierten Hauptstrahlen,

a) Wenn ¢ die Gerade d, schneidet, so ist ¢, ein Strahl des Biischels Dy (=)
der zweite Netzriss von ¢ ist i.a. ein Kegelschnitt ¢, .

b} Sehneidet ¢ die Gerade d, and d,, S0 ist ¢, ein Strahl des Bischels
Dy (=} und ¢, ein Strahl des Biischels D, (a); heide Gerade treffen einander
im Spurpunkt C von ¢. Die Strahlen des durch die Leitgeraden d,, d, be-
stimmten Netzes werden somit auf die Strahlpaare der Biischel Dy (n), D, (=)
ahgebildet.

¢) Wenn ¢ die gemeinsame Leitgerade d der Netze N,, N, schneidet, so
fallen die Geraden ¢, , ¢, in der Spur ¢ der Ehene r = [¢d] susammen (vgl. NI‘: 1},
Die Punktreihe ¢ (P...) wird durch eine auf ¢ liegende Projektivitit darge-
stellt, die den Spurpunkt C von ¢ und den von D verschiedenen Schnittpunlkt
F,;, von & und ¢ zu Doppelpunkten hat, Die Treffgeraden von J werden in
diesem Sinn durch die Projektivititen dargestellt, deren Trigergerade das
Biischel D (x) hilden und die einen von I verschiedenen Punkt von k zu einem’
Doppelpunkt hahken. Diese Begziehung gilt inshesondere fiir die Strahlen des
Biindels D.

d)} Wenn ¢ den in = liegenden Netzstr&hl h, schneidet, so ist ¢, ein za ¢
windschiefe Gerade. Die Gerade ¢ besitzt in diesem Fall zwel lnzidenzpunkte
E, F allgemeiner Lage; ¢, verhindet die Netsrisse E,,, F, dieser Punkte mit-
einander. Durch diesen Zusammenhang werden die Strahlen jedes Biindels,
dessen Scheitel auf h, liegt, den Strahlen des Feldes = umkehrbar eindeutig
zugeordnet,

Jede Gerade ¢, die zwei werschiedene Hauptpunkte eines und desselben
Netzrisses enthiilt oder in einer punktprojizierenden Ehene liegt, wird in diesem
Netzriss auf einen Ppnkt ahgebildet; die Bilder der heiden (u.U. vereinigt
liegenden) Hauptpunkte sind die ihnen entsprechenden Hauptstrahlen. Jenach-
dem ¢ zugleich zwei, einen oder keinen Hauptpunkt des anderen Netzrisses
trigt, ist der zweite Netzriss von ¢ ein Punkt, eine Gerade oder ein Kegelschnitt.

e) Jede Gerade, die die Lieitgeraden d, d, des Netzes N, trifft, ist ein
Netzstrahl; ihr erster Netzriss ist ihr Sparpunkt C, ihr zweiter Netzriss ist
die Gerade CD. Entsﬁrechendes gill flir die Abbildung der Strahlen des
Netzes N, . : '

f) Jede Gerade, die die Leitgeraden d, d,, d, beider Netze schneidet, ist
ein Doppelsehstrahl (eine Erzeugende von &); beide Netzrisse einer solchen
Geraden gind in ihrem auf & liegenden Spurpunkt vereinigt.

g) Jede Gerade, die der puuktprojizierenden Ebene " = [dh,] angehért,
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wird nach Nr, 1im ersten Netzriss auf den Punkt D,, im zweiten Netzriss
auf die Gerade h, abgebildet. A S

h) Jede Gerade, dic der Kbene z==[d k] angehdrt, wird aus dernselben
Griinden im ersten Netzriss auf den Punkt D, im zweiten Netzriss aber auf
einen Kegelschnitt ahgebildet, der & in D beriihrt.

Sagtz 4: Bei der Abbildung des Raumes R; durch zwei Netze mit einer gemein-
samen Leitgeraden werden die Geraden, die einen Hauptpunkt nur eines
Netzrisses enthalten, i.a. in diesem Netzriss auf.Gerade und im zuge-
ordneten . Netzriss auf Kegelschnitte abgebildet; Gerade, die fe einen
Hauptpunkt beider Netzrisse tragen, werden durch zwei Gerade darge-
stellt. Jede Gerade, die zwei Hauptpunkte'eines Netzrisses ;en'thc'ili, wird
in diesem Riss durch einen Punkt und im zugeordneten Riss durch einen
Punkt, eine Gerade oder einen Kegelschnitt dargestellt, je nachdem sie

zwei, einen oder keinen Hauptpunkt des zweiten Netzrisses triigt.

3. Die Abbildung von Kurven Jede algehraische Kurve . ter Ordnung
¢ des Raumes, die nicht auf & liegt und weder die Leitgeraden d, d,, d, der
Netze N,, N, noch deren in = liegende Strahlen h,, h, schneidel, wird durch
die Netze auf zwei algebraische Kurven 2n. ter Ordnung ¢, , ¢, von = ahgebildet ;
nimlich die Spurkurven der Regelflichen 2n. ten Grades I',, I',, die durch ¢
und die Georaden d, d, baw. d, d, hestimmt sind. ¢ ist eine einfache Leitlinie
beider Flichen ; die Geraden d, d, sind n-fache Leitger&de von Iy, die Geraden
d, d, 8ind n~fache Leitlinien von I'y. Die Quadrik & schneidct ¢ in den 2» Inzi-
denzpunkten der Kurve; die 2n Erzeugenden von &, die durch diese Punkte
lailfen, sind aueh EBrzeugende von I, und I'y. Der Gesﬁmtschuitt dn, ter Ord-
nung [¢ I',] besteht daher aus den je u-fach ziihlenden Geraden d, 4, und den
genannten 2p Geraden ; der Gesamtschnitt [¢ I,] besteht aus den je n-fach
zihlenden Geraden d, d, und deuselbeu 2» Erzeugenden von . Am Gesamt-
schnitt [, I'], der die Ordnung 4r® hesitzt, nimmt die Gerade 4 mit der Viel-
fachheit »? teil; ferner gehéren ihm die Kurve ¢ mit der Ordnung » und die 2n
Erzeugenden von @ an, die durch die Inzidenzpunkte von ¢ laufen. Der Rest-
schuitt der beiden Flichen hesilzt demnach die Ordnung 3n (n-1).

Die Netzrisse c¢,, ¢, von ¢ hahen den Spul‘punkt D von d zum gemein-
samen n-fachen Punkt und schneiden’ einander in den » Spurpunkten von ¢
sowie in den 2n auf [ licgenden Spurpunkten der Erzeugendén' von &, die ¢
treffen. ¢, besitzt tiherdies cinen n-facheén Punkt im Spurpunkt D, von d,,
analog ¢, einen n-fachen Punkt] in D, (diese Punkte sind, wie im Falle der
Geraden heschrieben, die Netzrisse der Punkte, in denen ¢ die puuktpl;bjizie-
rendeu Ebenen? schneidet). Von den 4n Schnittpunkten [c, k] liegen demnach
Jje # in den Punkten D, D, und je einer in den. 2n Spu1punkteu der genannten
Er zeugenden von & ; analoge Bezwhungeu gelteu fir dle Sehmttpuukte [eg &].
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Von den .4n% Schnittpunkten [e,e¢,] sind »? in D vereinigtt; r liegen in den

Spurpunkten von ¢, ferner 2, in den vor D, D, nud D, verschiedenen Punkten

voun, k ;. schliesslich 8n (n-1) in den Spurpunkten des Restschnittes von I, und
. In Verallgemeinernng von Satz 3 gilt demnach

Satz 5: Die Netzrisse einer dlgebmischen Kurve n. ter Ordnung c, die gegeniiber
‘g'eln Leitgeraden d, dy, d, der Netze N,, N, und der von diesen’ gebil-
deten Quadrik ¢ allgemeine Lage besitzt, sind zwei algebraische Kurven
2n. ier Ordnung ¢, ¢y diein den Spurpunkien D, D, bzw. D, D, von
dy d bzw. d, d, je einen n-fachen Punkt haben. Beide Kurven enthalten
die Spurpunkie von ¢ und die 2n Punkte des Kegelschnities k, die den ¢
schneidenden Doppelsehstrahlen angehéren.

Jede Kurve ¢, die h werschiedene Haupipunkte des dureh N, oder N, be-
stimmten Netzrisses enthilt, besitzt als eigentliches erstes bzw. zweites Netzbild
eine algebraische Kurve (2n-h} ter Ordnung; dic Bilder der Hauptpunkte sind A
Haoptstrahlen, Da jeder Hauptstrahl einem der Biischel D {x), D, (x), D,(x)
angehdirt, so vermindern die Haoptpunkte von ¢ auch die Vielfechheit der

Punkte D, D,, D, auf ¢, bew. ¢, sowie die Anzahl der iibrigen auf k liegenden
Pankte von ¢, bzw. ¢,.

a4) Wenn ¢ die Gerade d, in r, Punkien schneidet, so ist ¢, von der Ord-
nung 2p-r, . Jeder der », Hauptstrahlen verbindet D mit einem weiteren Pnnkt
von k, vermindert also sowochl die Vielfachheit von D auf ¢, als anch die
Anzahl der von D, D, verschiedenen Schnittpunkte [c, ] um eine Binheit. ¢,
besitzt daher D zum (n-r,} fachen Punkt und schneidet k& in 2n-r, von D und
D, wverschiedenen Punkten,- Wenn ¢ die Gerade d, in r, Pankten trifft, so gel-
ten analoge Beziehungen fiir den Netzriss ¢, von c.

b) Wenn ¢ die gemeinsame Leitgerade d beider Netze in r Punkten schnei-
det, so folgt ans ihnlichen Uberlegungen, dass die eigentlichen Netzrisse von
¢ Zwel algebraisehe EKurven (2p-r) ter Ordnung sind, die D, bzw. D, zom
(n-r} fachen Punkt haben und einander in 2n-r won D, D,, D, verschiedenen
Puankten des Kegelschnittes & treffen.

c) Wenn ¢ dern in =« liegenden Netzstrahl h; in s, Punkten schneidet, so
ergibt sich fiir ¢, eine algebraische Kurve {2n-,) ter Ordnung, die in D ond
D, je einen (n-s,) fachen Punkt hal.-Enlsprechendes gilt, wenn ¢ den in =
liegenden Strahl h, des Netmes N, in s, Punkten schneidet (s, | s, muss =n
sein).

In Verallgemeinerung vou Satz 4 gilt daher

Satz 6: Die eigentlichen Neizrisse einer algebraischen Kurve n. ter Ordnung c,
die die gemeinsame Leitgerade d der Netze N,, N, in'r Punkten, die

von d wverschiedenen Leitgeraden d, bzw. d, der Netze in r; bzw. ry
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Punkten and die in = liegenden Netzstrahlen hy, hy in s, bzw. s, Punk-
ten schneidet, sind zwei algebraische Kurwen ¢, ¢y. Die Karve ¢, be-
sitzt die Ordnuong 2n—(r + v, -+ s,)y hat im Spurpunkt D won d einen
{n—r, —s,) fachen Punkt und im Spurpunkt [}, won d, einen (n—r—s,)
fachen Punkt, wihrend c, die QOrdnung In— (v + vy + s,) besitzt, in D
einen (n —r, —s,) fachen und im Spurpunkt D, won d, einen {n—r—s,)
fachen Punkt hat. Beide Kurven enthalten die n—(s, +s,) nicht auf
hys hy liegenden Spurpunkte won ¢ und die 2n—(7 4 v+ ry) Punkte
von k, die den ¢ schneidenden Doppelsehstrahlen angehéren.

Durch die vorstehenden Beziehungen gewinnt man auch Einblick in das
Umkehrproblem der Netzprojektion, nimlich die Frage nach den Kurven des
Raumes R,, dic worgegebene Kurven won n zu Netzrissen haben. Wir beschrin-
ken uns auf die Ermittlung der Kurve ¢, deren Netzrisse zwei Gerade allge-
meiner Lage ¢,, ¢, von = sind. Jede Kurve, die einc solehe Gerade ¢, von
@ zum ersten Netzriss hat, gehdrt der durch die Geraden ¢, d, 4, be-
stimmten Quadrik I', an; jede Kurve, deren zweiter Netzriss eine Gerade ¢, ist,
liegt auf der durch die Geraden ¢,, d, d, bestimmten Quadrik I',. Die gesuchie
Kurve stellt daher die cigentliche Durehdringungskurve ¢ der Quadriken Iy,
I', dar; da beide Flichen die Gerade 4 enthalten, so ist ¢ eine algebraische
Ranmkurve dritter Ordnung, die die Gerade 4 zu einer Bisekante hal. Hieraus
folgt, dass auch die Geraden ¢;, ¢, und d,, 4, Bisckanten von ¢ sind, wihrend
dic in = licgenden Erzeugenden der Quadriken (die Netzstrahlen A, , h,) Unise-
kanten der Kurve sind. Von den drei in = licgenden Punkten von ¢ gehirt
demnach einer h, an, der zweite liegt auf A, , der dritte ist der Schnittpunkt C
der Geraden ¢,, ¢,. Damit ist die Lage, dic die Kurve ¢ gegentiber den Ncizen
N,, N, besitzt, hinreichend gekennzeichnet; fiir die oben definierten Charalk-
tere von ¢ crgeben gich die Werte n=38; r =5, =r,=2; s, =s,=1. Aus Falz
8 folgt, dass die eigentlichen Netzrisse jeder Raumkurve dritter Grdnung, die
sich in dieser Lage befindet, in der Tat zwei Gerade won » sind. Somit gilt

Saiz 7: Die Raumkurven dritter Ordnung c, die die Leitgeraden d, d,, d, der
Netze N,, N, zu Bisekanten und die in der Bildebene = liegpenden Netz-
strahlen h,, h, zu Unisekanten haben, werden durch die beiden Netze

umkehrbar eindeutig den Geradenpaaren won n zugeordnet.

4. Die Abbildung von Ebenen. Werden die Punkte ciner Ebenc x, die
gegentiber den Leitgeraden d, d,, d, der Netze N,, N, allgemeine Lagc hesitzt,
mittels der Strahlen beider Netze auf die Bildebene = projiziert, so ergeben
sich als erster und zweiter Netzriss des Feldes « (P...) die beiden Punkifelder
a{P, o) w5 (P )
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Das Netz N, ruft durch seine Strahlen zwischen den Feldern «(P...),
(P, ...} bekanntlieh cine wumkehrbar eindeatige, quadratische Verwandischaft
hervor, die wir durch Q, bezeichnen wollen #; jeder Netzstrahl p, schneidet
o in einem Punkte P und = im ersten Netzriss P, von P. In jedem der beiden
Felder gibt es drei ausgezeichnete Punkte, denen im anderen Feld je eine
Gerade entspricht, die Houptpunkte der Felder. Die Hauptpunkte des Feldes
x(P...) sind die Schnittpunkte D¥*, B*, H, der Geraden d, d,, h, mit «; die
Hauptpunkte des Feldes = (P, ...) sind die Spurpunkte D, D,, U, der Geraden
d, d, und des in o liegenden Netzstrahls u« = D*D,*. Die Pankte H,, U, ge-
héren der Bildspur a von « an; der Punkt U, ist der erste Netzriss von u,
die Gerade u,— DIJ, stellt den zweiten Netzriss von az dar (vgl. Nr. 2), Den
Punkten D*, D,*, H, entsprechen in Q, der Reibe nach die Seiten D U,, DU,
hy== DD, des Dreiecks DD, U, ; den Punkten D, D,, U, sind in der gleichen
Reihenfolge die Seiten D, *H, , D*H, , a=D*D* des Dreiecks D¥D,*H, zugewiesen.

Das Netz N, bewirkt in analoger Weise eine umkehrbar eindeutige, quad-
ratische Verwandischaft Q, zwischen den Feldern =z (P...), @(P,...); jeder
Netzstrahl p, trifft « in einem Punkie P und = im zweiten Netzriss P, von P.
Die Hauptpunkte des Feldes « (P...) sind D¥ und die Punkte D,*, H,, in denen
die Geraden d,, h, die Ebene z scbneiden ; die Hauptpunkte des Feldes = (P,...) =
sind D, D, und der Spurpunkt V, des in « liegenden Netzstrahls o« = D%D,*. :
Die Punkte H,, V, liegen anf a; der Pankt V, ist der zweite Netzriss von ¢,
die Gerade ¢, = DV, stellt den ersten WNetzriss von v dar. Den Punkten D¥,
D,*, H, entsprechen in Q, der Reihe nach die Seiten D,V,, DV,, h,=DD,
des Dreiecks DD,V,; den Punkten D, D,, V, sind in der gleichen Reihenfolge
die Seiten D,*H,, D*H,, v = D*D,* des Dreiecks D*D,*H, zugewiesen.

Jeder Geraden ¢ der FEhene a«, die keinen Hauptpunkt von Q, und Q,
enthilt, entspricht in Q, ein Kegelschnitt ¢, , der durch die Punkte D, D, , U,
linft und in Q, ein Kegelschnitt ¢, , der die Punkte D, D,, V, enthiilt. Beide
Kegelschnitte treffen einander ausser in [ gemiss Nr. 2 noch in dem anf a
liegenden Spurpunkt C von ¢ und in den Punkten E,,, F,, des Kegelschnittes &
k, die die Netzrisse der Inzidenzpunkte E, F von ¢ sind. Die Inzidenzquadrik 5
& schneidet die Ebene =z nach einem Kegelschnitt %%, der durch die Punkte
D*, D*, D, lauft; die Schnittpunkte E, F von ¢ und ¢ gehfren k* an. Da
die erstgenannten Kegelschnitte das Biindel mit den Grundpunkten D, D,, U,;
die zweitgenannten Kegelschnitte aber das Biindel mit den Grundpunkten D,
D,, V, bilden und jeder Kegelschnitt des einen Biindels durch seine Schnitt-
punkte E,,, F,, mit % einen bestimmten Kegelschnitt des zweiten Biindels
festlegt, so erkennt man: Das Strahifeld x(c...) wird durch die beiden Neiz-
risse umkehrbar eindeutig auf die beiden durch k perspektiv aufeinander bezogenen
Kegelschnittsbiindel abgebildet, deren Grundpunkte D, D,, U, bzw. D, D, , V, sind.

®) Uber die Eigenschaften wvon Nelzverwandtschaften wvgl., E, Mocrer-E, Krvrea, Die
linearen Abbilldungen. 1923




ABBILDUNG DURQH ZWEI NETZE b3

Alle Geraden von «, die durch einen hestimmten Punkt P laufen, hilden
das Biischel P(a). Wegen der in Nr. 2 hewiesenen Inzidenzheziehungen enthal-
ten die Netzrisse ¢, aller Geraden ¢ des Biischels den Netzriss P, von P, wih-
rend die Netzrisse ¢, dieser Geraden mit dem Netzriss P, von P inzident sind.
Die Kegelschnifte ¢, ¢y, die die Geraden des Biischels P(x) darstellen, bilden
daher die beiden durch k perspektiv aufeinander bezogenen Biischel mit den Grund-
punkten D, D,, P,, U, bzw. D, D,, P, ,tV,. Jeder Kegelschnitt ¢, des ersten
Biischels hat mit dem Inzidenzkegelschnitt & die Punkte D, D, und zwel
weitere Punkte E,,, F,, gemelnsam. Die Punktepaare £, , F, bilden nach dem
Satz von Desarques eine Jnoolution, deren Fentrum aaf der Geraden P,U, liegt.
Da je zwel Kegelschnitte ¢,, ¢, der Bilschel, die eine and dieselbe Gerade ¢
von « darstellen, %k in denselben Punkten f,,, F,, schneiden, so ruft das durch
die Pankte D, D,, P,, V, hestimmte Bilschel auf %k dieselbe Involution hervor;
ihr Zentrum liegt auf P, V, und ist daher der Schnittpunkt der Geraden P.U, ,
PV, . ‘

Wenn man das Feld = (P, ...) mittels der Verwandtschaft Q, in das Feld
« (P...) itherfiihrt und dieses mittels Q, in das Feld = (P,...) transformiert, so
entsteht eine Verwandtschaft V zwischen den kollokalen Feldern =a(P....),
a(P,...); je zwei einander in V entsprechende Punkte P, P, sind die Netz-
risse eines Punktes P von «. Die charakteristischen Rigenschaften von V
lagsen sieh demnach aus den beschriebenen Eigenschaften der Verwandt-
schaften Q,, Q, in folgender Weise ahleiten :

(1) Die Verwandtschaft V ist wmkehrber cindentig, weil jedem Punkt P,
des Feldes a(P,...) darch Q, ein hestimmter Punkt P von « zugewiesen wird
und diesem in Q, ein hestimmter Punkt P, des Feldes = (P,...) entspricht; V
ist also eine Cremona-Verwandtschaft.

(2) Die Verwandtschaft V ist perspektiv, weil je zwel einander entspre-
chende Pankte P,, P, auf einer durch den Punkt D laufenden Geraden ¢
liegen ; D ist das Perspektivititszentram. Alle Punktepaare P;, P,, die dersel-
ben Geraden ¢ angehéren, bilden eine Projektivitidt; diese ist das Bild der
Schnittgeraden der Ebenen «, [df] (vgl. Nr. 2).

(3) Die selbstentsprechenden Punkie von V liegen einerseits aaf der Bildspur
a von «, andererseits auf dem Kegelschnitt k; die Gerade a und der Kegel-
gechnitt % bilden daher die [nzidenzlinien von V. Jeder Punkt von aist erster und
zweiter Netzriss des Puanktes selbst, jeder Pankt von k ist erster und zweiter
Netzriss eines Punktes von k*. Die von D verschiedenen Schnittpunkte von a
und % mit jeder durch 5 laufenden Geraden i sind die Doppelpunkie der Pro-
jektivitdt, die die Verwandtschaft V auf ¢ erzeugt.

(4) Die Heuptpunkte der Verwandtschaft V- sind die Punkte jedes der
beiden Felder =(P,...). =(P,...), denen im anderen Feld alle Punkte einer
Geraden oder einer Kurve, der Hauptlinie, zugeordnet sind.
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Die Hauptpunkte des Feldes =(P,...) sind einerseits die drei Houptpunkte
D, D,, U, der Verwandtschaft Q,, andererseits die Punkte von =, denen durch
Q. in x legende Hauptpunkte von Q, zugewiesen werden, die nicht zugleich Haupt-
punkte won Q, eind. Da die in « liegenden Haupipunkie von Q, die Punkte
D*, D¥,, H, sind, der Punkt D¥ aber zugleich ein Hauptpunkt von Q, ist, so
ergehen sich als die von D, D,, U, verschiedenen Hauptpunkte von V die
beiden Punkte D, *, H, von =, denen in Q, die Punkte D,*, H, entsprechen. Der
Punkt D,* gehdrt dem Kegelsehnitt &* au, sein erster Netzriss D, * ist daher
der auf & liegende Spurpunkt der durch D,* lanfenden Erzeugenden von .
Der Punkt H, fillt als Punkt von a mit seiuem ersten Wetzriss zusammen,
Die Verwandischaft V besitzt somit im Feld = (P,...) die finf Hauptpunkte
D, D,, U,, D%, H, und diesen sind folgende Hauptlinien zugeordnet :

a) Dem Punkte D entspricht in Q, die Gerade D* H, und dieser Geraden
wird, da sie gegeniiber dem Netz N, allgemeine Lage besitzt, durch Q, der
Kegelschnitt c¢,° zugeordnet, der durch die Haupipunkte D, D,, V, des Feldes
7(P,...) und die zweitenw Netzrisse der Punkte D¥, H, liuft. Der zweite
Netzriss von D,* ist der auf k liegende Spurpunkt D.,* der mit D * inziden-
ten Brzeugenden von ¢ ; der zweite Netzriss von H, fillt mit H, zusammen.
Dem Punkte D ist in V demnach der Kegelsehnitt ¢, zugewiesen, d.h. D ist
ein Hauptpunkt zweiter Ordnung dieser Verwandtischaft.

by Dem Punkte D, ist in Q, die Gerade D*H, rugeordnet und diese Ge-
rade wird durch Q, in die Gerade k, transformiert, dem Punkte [, entspricht
in V also die Gerade A, .

¢) Dem Punkte U, ist in Q, die Gerade z—= D*D,* zugeordnet, die Ver-
wandtschaft Q. fihrt g in die Gerade u, — DU, iber; also entspricht dem
Punkte U, in V die Gerade u, .

d) Dem Punkte D, * wird durch Q, der Punkt D,* zugewiesen und diesem
Punkt entspricht in Q, die Gerade », = DV,; somit ist [}, * in V die Gerade
v, zZugeordnet,

e) Der Punkt H, entspricht sich in Q, selbst, in Q, ist ihm die Gerade
h, zugeordnet ; daher entspricht ihm auch in V die Gerade h, .

Die Punkie D,, U,, Da¥*, H, sind also Hauptpunkte erster Ordnung (ge-

wihnliche Hauptpuukte) der Verwandtschaft 'V, die ihnen zugeordneten
Hauptstrahlen sind die mit ihnen inzidenten Strahlen des Biischels D (w),

Die Hauptpunkte des Feldes =(P,...) sind, wie man in analoger Weise
nachweist, die Punkte D, D,. V,, D5 H, -also, wie ein Vergleich mit
Abs. a) zeigt, genau die finf Punkte, die den Kegelschnitt ¢,” bestimmen, der
dem Punkt D des Feldes = (P,...) in V zugeordnet ist. Den Punkten entspre-
chen in V der Reihe nach der durch die funf Hanptpunkte des Feldes (P, ...}

lanfende Kegelschnitt ¢,° bzw. die Geraden h,, o,5 up, by .
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Von den so definierten neun Hauptpunkten der Verwandtschaft V liegen
fiinf (die Punkte D, D,, D,, D,*, D,*) auf dem Kegelschnilt k, die Ubrigen
vier (die Punkte H,, H,, U,, V,) liegen auf der Spur a von «. Jede der vier
Geraden, die D mit einem auf a liegenden Hauptpunkt verbindet, trigt auch
einen auf k liegenden Hauptpunkt ; diese Geraden sind h,=DD H,; h;=—DD,H, ;
o, —=DD,*V,; u,=DD,* U, .

N\ /

Abb. 2

(B) Jeder Geraden allgemeiner Lage ¢, des Feldes = (P, ...) entspricht in Q,
ein Kegelschnitt ¢, der durch die Hauptpunkte D* D.*, H, des Feldes «{P...)
Iiuft, Hinem Kegelschnitt allgemeiner Lage von « ist in Q, bekanntlich eine
algebraische Kurve wierter Ordnung zugewiesen, die in den Hauptpunkten D,
D,, V, des Feldes x{P,...) je einen Doppelpunkt besitzt. Da der Kegelschnitt
¢ aber durch den Hauptpunkt D* des Feldes «(P...) liuft, dem durch Q, die
Gerade D, V, zugeordnet ist,so entspricht ¢ in Q, und daher der Geraden ¢, in
V eine algebraische Kurve dritter Ordnung ¢, , die D zum Doppelpunkt hat (ADD. 2),
Die Verwandtschaft V ist demnach vom dritten Grad. Die Kurve ¢, lauft dureh
die Punkte D,, V, sowie die zweiten Neturisse D,,%, H, der Punkte D ¥, H,,
also durch alle dem Feld a (P, ...} angehdrigen Hauptpunkte der Verwandischaft
V. Bie enthilt ferner die drei Inzidenzpunkte der Geraden ¢,, némlich den
Sehnittpunkt € vou ¢, mit a und die Schnittpunkte £, F von ¢, mit k. Die drei
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Schnittpunkte [e,e] sind C, H,, V,; von den sechs Schnittpunkten [e,k] sind
zwei in D vereinigt, die vier iibrigen sind D,, D.,* E, F. Die Punktreihen
e;(Py ..}, e3(Py...) werden durch das Strahlbilschel D (s} perspektiv aufeinan-
der hezogen; jede durch 0D laufende Gerade schneidet die Gerade ¢, und die
Kubik ¢, in einem Paar cinander in V entsprechender Punkte P,, P,. Zusam-
menfassend gilt somit

Satz 8: Wird der Raum R, durch zwei Netze N,, N,, die eine gemeinsame Leit-
gerade d besitzen, auf die Bildebene = projiziert, so wird jede FEbene o
des Raumes, die gegeniiber den Leitgeraden der Netze und der von diesen
gebildeten Quadrik @ allgemeine Lage hat, durch eine perspektive Cre-
mona-Verwandtschaft dritten Grades dargestellf, die die Bildspur a won
« und den Sparkegelschnitt k won ® zu Inzidenzlinien besitzt. Der Spur-
punkt D wor d ist dus Perspekiiviidiszentrum und zugleich ein Haupt-

- punkt zweiter Ordnung der beiden Bildfelder; jedes Feld besitzt iiberdies
je zwei Punkte won a und k zu Hauptpunkten erster Ordnung, wobei
stets zwei Hanpipunkie werschiedener Felder mit D ouf eirer Geraden

liegen.

(6) Jedem Strahlbiischel P,(n) des Feldes = (P, ...}, dessen Scheitel allge-
meine Liage besitzt, entspricht in V ein Kubikenbiischel, dessen Grundpunkte
die Hauptpunkte des Feldes =(P,...) und der P, zugeordncte Punkt P, sind.
Da jede Kubhik ¢,, dic ciner Geradenh ¢, des Feldes = (P,...) entsprichi, im
Hauptpunkt 1 einen Doppelpunkt hat, so liegen wier der neun Schnittpunkte
je zweier Kubiken des Bilschelsin D ; wier weitere sind die von D verschicedenen
Hauptpunkte BD,, V,, D,,*, H, des Feldes =(P,...}; einer ist P,. Dies steht
in Binklang mit der Tatsache, dass eine Gremona-Verwandtschaft dritten
Grades zwischen obencn Feldern in jedem Feld acht Hauptpunkte besitzt, die
z.'T. - wie im vorliegenden Fall - zngammenfallen kénnen.

Jedem Strahlbiische]l des einen Feldes, dessen Scheitel einer der wier ge-
wéhnlichen Huauptpunkie des Feldes ist, cntspricht in V ein Kegelschnittsbiischel,
dessen Grundpunkte D und drei gewéhnliche Hauptpunkte des anderen Feldes sind,
da dem Bilschelscheitel eine Gerade zugeordnet ist, die D mit einem weiteren
Hauptpunkt dieses Feldes wverbindet. So entspricht z.B. dem  Strehlbiischel
D, (=} das Kegelschnittsbiischel mit den Grundpunkten D, D,, V,, D,*; dem
Punkt D, entspricht nach Abs. 4,5 die Gerade h, —DH,. Der Kegelschnitt
¢, des Biischels, der einer willkiirlichen Geraden ¢, des Buschels D, (=) ent-

spricht, ist durch vier Grundpunkte des Biischels und den cuf o liegenden Punkt
C won ¢, hestimmt ; er trifft den Inzidenzkegelschuitt % in dem von D, ver-
schiedenen Schnittpunkt £ von ¢, und k. Ahnliches gilt fir das Biischel D, * (=) ;
ihm entspricht das Kegelschnittsbiischel mit den Grundpunkten D, D,, D%,
H,. Dem Biischel U, (s) dagegen entspricht das durch D, D,, V,, H, be-
stimmte Kegelschnittsblischel ; da {/, auf der Inzidenzspur a liegt, so trifft
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jede mit {7, inzidente Gerade ¢, den ihn entsprechenden Kegelschnitt ¢, irn
dessen Schnittpunkten FE, F mit k. Hieraus folgt, dass die Involution, die das
genannte Kogelschnittshiischel auf & hervorruft, mit der Involution identisch
ist, die das Strahlhfischel {J, (x) auf k erzeugt, also den Punkt U, zum Zentrum
hat (vgl. 8. 53) ; Entsprechendes gilt fiir das Biischel H, (=), - Das Bischel D (x)
endlich entspricht sich in V selbst, da D das Perspektivititszentrum ist.

(7) Jeder algebreischen Kurve n. ter Ordnung ¢, des Feldes = (P,...), die
keinen Hauptpunkt dieses Feldes enthilt, entspricht in V eine algebraische
Kuarve 3n. ter Ordnung c,, die D zum 2n-fachen Punkt und die Hauptpunkte
D,, Vy, D,% H, des Feldes = (P,...) zu je einem n-fachen Punkt hat. Liuft
¢, durch einen Hauptpunkt des ersten Feldes, so spaltet sich von der eigent-
lichen Kurve ¢, die dem Punkt entsprechende Hauptlinie ah; hiedurch verrin-
gert sich sowohl die Ordnung als auch die Vielfachheit der mehrfachen Punkte
von c,. Aus den in Abs, 4, g-2 heschriebenen Beziehungen folgt:

a) Einem pr-fuchen Punkt D von ¢, entspricht der durch die Punkte D,
Dy, V,, D*, H, laufende EKegelschnitt ¢,° r-fech; er vermindert daher die
Ordnung von ¢, um 2 und die Vielfachheit der Punkte D, D,, V,, D% H,
um je r.

b) EBinem r,-fachen Punkt D, von ¢, entspricht die Gerade A,==DH,
¥, - fach; er vermindert daher die Ordnung von ¢, um », und die Vielfachheit
der Punkte D, H, um je r,.

¢y Einem s, - fochen Punkt U, von ¢, entspricht die Gerade u,—=DD,,*
sy~ fach; er vermindert daher die Ordnung von ¢, um s, und die Vielfachheit
der Punkte D, D,,* um je s, .

d) Einem r,*- fachen Punkt D, * von ¢, entspricht die Gerade v, = DV,
ri¥« fach; er vermindert daher die Ordnung von ¢, um r,* und die Vielfachheit
der Punkte D, V, um je r*.

e) Kinem s,- fachen Punkt H, von ¢, entspricht die Gerade h,=DD,
s,-fach; er vermindert daher die Orduung von ¢, um s, und die Vielfachheit
der Punkte 5, D, um jo s, .

Demnach gilt

Satz 9: In der Verwandtschaft V, die zwischen einander zugeordneten Netzrissen
eines ebenen Feldes besteht, entspricht einer algebraischen Kurve n. ter
Ordnung ¢, die in den Huauptpunkien D, D, U,, D, *, H, des Feldes
% (P,...) der Reihe nach je einen Punkt von der Vielfachheit r, r . s,
r*y s, besitst, eine algebraische Kurve c, der Ordnung Fn-f r-+r,+s,+
r ¥+ s,), die inden Huwuptpunkten D, D,, V,, D% H, des Feldes
x(Py...) der Reihe nach die Vielfachheit In— (r-tri+s,+r*+s,)
bzw. n—(r—+s);n—(r+r*);n—(r+s); n—{(r+r) hat.

Ein entsprechender Satz gilt naturgeméiss fur den Ubergang vom zweiten zum
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ersten Bildfeld ; er sei nicht ausdriicklich angegeben. Durch diese Beziehung
konnen manche der frither genannten Zusammenhiinge bestitigt, andere neu
ahgeleitel werden. Wihlt man fiir ¢, etwa cinen Kegelschnitt des durch die
Punkte D, D,, U, definierten Riindels, so entspricht diesem nach Satz 9 ein
Kegelschnitt ¢, des durch die Punkte D, D,, V, bestimmien Biindels (» =2,
r=r =s, =1, r¥=5,=0); zwel Kegelschnitte von dieser Lage bilden nach
8. b2 die Netzrisse einer Geraden von a. Jedem Kegelschnitt des durch die Punkte
D, D, U, D,® hestimmten Biischels entspricht nach Satz 9 eine Gerade des
Biischels Dy(n) (n=2, r=r,=s5,=r*=1, 5,=0); dies ist die Umkehrung
einer in Abs.6 erwiihnten Beziehung. Finer Kurve dritter Ordnung schliesslich,
die D zum Doppelpunkt hat und durch alle weiteren Hauptpunkte des Feldes
z(P,...) lduft, ist nach Satz 9 eine Gerade zugewiesen, die im Feld =(P,...}
allgemeine Lage hesitzt (n=38, r==2, r, =5, —=¢ ¥ =4, =1). Damit ist besti-
tigt, dass die Verwandtschaft V den Geraden des einen Feldes wmkehrbar ein-
deutig die Kubiken des anderen Feldes zuordnet, die D zum Doppelpunkt und
die anderen Hauptpunkte ihres Feldes zu einfachen Punkten hahen.

(8) Durch jeden Punkt P, von = laufen ausgezeichnete Gerade und ausge-
zeichnete Kegelschnitte, niimlich die Verbhindungsgeraden von P, mit den
Hauptpunklen des Feldes = (P, ...)-also Hauptsirahlen dicses Feldes - und die
mit P, inzidenten Kegelschnitte der Biischel, die vier Hauptpunkte von x (P, ...}
zin. Grundpuukten hahen. Den Geraden entsprechen nach Abs.8 Kegelschnitte,
die durch vier Grundpunkte des zweiten Feldes laufen; den Kegelschnitten
sind nach Abs.7 Gerade zugeordnet, die einen Hauptpunkt dieses Feldes
tragen. Diese Geraden und Kegelschnitte wird man als Trdgerlinien von P,
benutzen, wenn man den P, in V entsprechenden Punkt P, konstruieren, also
die Verwandtschaft V eoervollstindigen will,

Wihlt man z. B. als Trigerlinien von P, die Geraden ¢t = DP, und ¢ =D, P, ,
so stellt ¢ zuglelch einen geometrischen Ort fur P, dar; die zweite Ortslinie
ist der Kegelschnitt c,, der durch die Punkte D, D,, V,, D,* und den auf a
liegenden Punklt C von ¢, liuft. Der Kegelschnitt trifft ¢+ in D und dem -etwa
mittels der Konstruktion von Pascar zu ermittelnden - Punkt P,. Wahlt man
filr ¢, dagegen den durch die Punkte D, D, U,, D,*, P, laufenden Kegel-
schpitt, so ergibl sich ¢, als Verbindungsgerade von D, mit dem von U, ver-
schiedenen Schnittpunkt [c.a].

Die Besonderheiten, die hei der Ahbildung von REbenen entstehen, die
gegenither den Netzen N,, N, ausgezeichnete Lage haben, kinnen aus dem
Gesagten unmittelbar abgeleitet werden, Es sel nur kurz erwihnt, dass die
Tangentialebenen von & und die Ebenen, die durch einen der Punkte D, D,
oder D, laufen, so wie im allgemeinen Fall durch Verwandtschaften dritfen
Grades dargestellt werden, wihrend die Ebenen, dic &, oder h, enthalten, i.a,

durch guadratische Verwandtschaften ubgebildet werden, da in einem solchen
Fall Q, oder Q, eine Kollineation ist.
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OZET

Bu caligmada, projolktif Ry uzaymin, ortak bir dogrulitmani bulunan ilzi
sebeke yardimi ile elde edilen izdiigilnil incelenmis ve Ry uzayimun nolk-
ialarina, izdilgiin dilzleminde, 1iasiyier dogrulari bir demete ait olan nolta
giftleri s dogrularina ise sabit bir & konifine gdro perspeltit olan lkonik
giftler] telzabil eitifi ve Ry uzayimin her diizleminin genel olarak, izdilsiln
ditzleminde, iigilncit dereceden perspeoliif hir Crewonn-Transformasyonu
ile; her dogru alanimin da iki konik destesinin perspeltif c¢iftleri ilo
belirdigi gdsterilmigtir.

Ayrica, Ry uzaymin n. dereceden wuxay efrilerinin jzdilgiimleri incelenmis
ve bu izdigiim sisteminde {izdiigitmleri dogru giftleri olan  egrilerin,

muayyen uzay Kilbilkleri oldufu bulunmustue.

[sranpur Texntk UniverstTEst (Eingegangen am 5. November 1964)
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