SUR LE PROBLEME DE L’ELASTICITE

ROGER BoOUDET

La présente gtude a pour but final la résolution par des mélhodes numé-
riques des problemes de 1'élaslicité. Flle n'est eependant relative qu'a la
phase préparatoire gui cousiste 3 définir des fonetions de déplacement ou
de contrainles ef a établir les équations aux dérivées partieiles que cew

fonetions véritient.

Introduction. L’étude débute par {’établissement d’une expression, pour ie déplacement,
de la solution de I'égnation d’équilibre, cette expression étant présentée d’une maniére trés
générale de fagon & laisser la possibilité du choix des fonctions inconnues au mieux des
conditions particuli¢res des problémes & traiter.

Compte tenu de cette solution sur le déplacement, le calcul des contraintes est ensuite
abordé de la mé&me maniére trés générale, les différentes possibilités de particularisation des
fonctions fnconnues devant alors permettre d'envisager la plus large diversité de fonctions. En
particulier, les plus connues parmi celles-ci, comme les fonctions d’Airy, de Love, de SoUTHWEEL,
sont retrouvées treés naturellement, d’autres sont établies & titre d’exemple.

It résulte de la marche adoptée gue I’étude intéresse les problémes od les conditions aux
limites sont relatives, au seul déplacement, ou aux seules contraintes, ou d’une maniére mixte
en partie au déplacement, en partie aux coniraintes.

L’établissernent des équations d’équilibre est ici repris d’une maniére propre & justifier
la suite de I'exposé ¢t plus particulierement le choix de deux fonctions inconnues auxiliaires.

MNota: On appliquera fréquemment les relations suivantes ou a est un scalaire, A un
vecteur :

{1} AA = grad div A — rot rot A,

et & étant une surface fermée, limitant un volume w», de normale extérieure n {de longueur unité)

(2} ffanda://fgradadw,
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3) ffn/\Ada:fffrotAdr,
o f 'A fff,mdt

Par ailleurs, on utifisera souvent, et sans la mentionner, la relation suivante

2p0—9)

bbp=—r7,

qui lie les coefficients de Lami & et g, et le coefficient de Porsson v — 1/[2(2 ++ ) ].

Equations générales. 1°) Les forces en présence sont, au point "courant M du solide
¢élastique, supposé homogene et isofrope :

— Les efforts intérieurs représentés par des forces superficielles :

Sur tout élément de surface centré sur Af, d’aire unité, orthogonal au vecteur n, s’exerce
une force T, (M) qui admet lexpression suivante en fonction du déplacement V (M) que
subit le point A dans la déformation du solide:

(5) Tn:(zdlvV)n+zp(‘fiv “’tzv /\n).

— Les forces appliquées représentées par des forces de volume F (Af), F (M) étant
la résultante des forces qui s’exercent au point M sur un élément de vohime ceniré sur M,
de mesure unité,

MNous supposerons, dans ¢¢ qui suit, que le champ des vecteurs F (A} est connu sotis

la forme de la somme d’un champ lamellaire grad iﬁ_%}; et d’un champ solénoidal ro¢

H (M) .

2°} Les conditions d’équilibre s’obtiennent en écrivant [*égalité

o J[me []] (e

pour toute surface fermée S, de normale extérieure n, limitant le volume wo.

On a par (2) et (3)

@ fff(grad +th)dz—ff(_—21n+n/\H)aa

et {6) devient :

(8) f‘/‘(Tﬂ*%n—n/\H)do:()

5

2
—, - rot H ) de,

ou, en posant,
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2
9) C,,:TH—T:Z—;nﬁnAH,

8y ff C,de=0.

5

Le vecteur C, est la contrainte, due tant aux efforts intérieurs qu’aux forces apppliquées,
que subit I’élément de surface défini par le vecteur m. L’on voit par (8) que les conditions
d’¢équilibre peuvent s’obtenir par la seule annulation d’une intégrale de surface étendue a
toute surface fermée S.

3% On va retrouver I'équation d’équilibre en V sous sa forme habituelle ¢t pour cela

exprimer C, en fonction du vecteur

dv
dn

>

10 U, =(divV)n-+frotVAn—

qui s’interpréte géométriquement comme la variation en grandeur et direction, dans la
déformation, de 1'élément d'aire deéfini par n. U, posséde de plus la propriété remarquable
suivante, qu'on peut déduire des relations (2), (3), (4) et (1) :

Quelle que soit la surface fermée S on a

an ff U, do = fff (grad div V — rot rot ¥ AV)yde =0.
L] ar
Un calcul simple montre alors que
. Q
(12) C,— [(AJrz,t) div V — 1_—2:] n—a A (prot Vi H)—2p U,

ou encore, en remplagant pour simplifier le crochet et la parenthése du second membre par
met — 1, ’

12y Co=mn-4+nAl—2p0U,

et l’on voit qu’on peut passer immédiatement de ’expression (12) (ou (12)") de C, & I’équation
(13 en V (cu (13)" en m et 1):

(13) grad | (14240 div vwl—i%]———'urotrotV—rotH:Q
ou encore
u»n’ grad m -}-rot 1 =0,

grice & I'élimination de U,, donnée par (11), dans la sommation (8). En résumé la solution
du probléme sera obtenue par la résolution en V du systéme, aux inconnues auxiliaires m ef 1:
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(D grad m + rot 1 =10
1
(14) (2) rotV:—T;(i—i—H(M)),
(3) div V = 5;&(11—_”) [(}—2#)m+ 2(M)]

Solution du systéme (14)

Posons :

(15) m = div R,

R étant un vecteur vérifiant

(16) AR =0.

On va démontrer que 1 est alors nécessairement de la forme
t)) 1= —rot R + grad p,
En effet, soit :

h —=1-+ rot R,

rot B = rot L 4 rot rot R
et par (1), {(15), (16) ct (14-1)
rot h =rot 1 — A R -} grad div R — rot 1 4 grad m — 0,

¢t h est bien de la forme grad p.

Supposons maintenant H mis sous la forme
H = rot K + grad ¢,
On a par (14-2) et par (17),
grot ¥=—1—H, =rot R—pgrad p —rot K — grad &,
SOit
(18) grad (p + #) +rot (pV — R { K) =0,

ou, en remplagant les parenthéses du permicr membre par m, et 1, :
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grad m, -}-rof 1, = 0.
On obtient donc unc équation analogue & I*¢quation (i4-1). Posons, de la méme maniére
as p+ & =m =div P,
P étant tel que
20) AP =0.
On peut alors dire, comme precédemment que le vecteur
L=pV—RLK
est de la forme
g V—RAK=1 =—rot P+ grad @,

d’ot
21) p¥Y =R —rot P+ grad @ - K,
@ ne peut pas éfre pris arbitraire, mais doit &tre te! que ’équation (14-3) soit vérifiée. On a
22) pdivvV —=divR -+ 40— div K,
d’oll en remplagant g div ¥V et m par leurs valeurs (22) et (15) dans (14-3):

1

Finalement, on a la solution

(0) V:—%(R—rotP—kgradQ—K),

ot R, P, @ vérifient le systéme
(), 4R=0,
(24) @ AP=0;

1
B A Q=57 [ dv R+ Q ()] +div K (a0),

K étant une solution quelconque® de I'équation

4) rot rot K = rot H (M),

*  Par exemple soléncidale de maniére & simplifier ’&quation (24—3), Sous réserve de facilité d'intégration

du systéme {24), le choix & un gradient prés est indifférent, K n'intervenant dans ['expression des Cn que par

son rotationnel
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Fonctions de déplacement

Grice 4 la part d’arbitraire qui entre dans la définition de R et P (on peut par
exemple choisir les supports de ces vecteurs) il est possible de présenter le systéme (24) de
ditférentes fagons.

Plagons nous, par exemple, en coordonnées cartésiennes rectangulaires, i, j, k étant
les vecteurs de base,

M=xityj+zk,
e point courant,
VMy=wl,y2i+elxyz) i+wixyk,

le vecteur déplacement, et limitons nous pour simplifier au cas (de I’élasticité thermique en
particulier) o H = 0.

19) Sil’on prend R et P fous deux colinéraires & i :

R=Ri,
P=Pi ,
compte tenu de ce que
rot (P i) =— 1 A grad P,
on obtient :
1
(25) v :T (Ri-+i A grad P+ grad @)*,
ou encore
1 L 80
H — #“ (RTFx)
ik ap 30
L (2
. i ap 0
YT \Sy T e

R, P, Q vérifient le systéme

Moyennanl gquelques modifieations, uno solution de ceite forme est utilisée pour la
résolution du probldme de Boussineco - voir  Physique mathématique classigus’” de Ta.
Vogel., p. 155, A. Conn, Paris, 1936.

—
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AR =10,

AP =0,

(27

aR
te=gity (—ay Fewnn).

X

[ ——

2% On peut prendre encore

R:R‘l,
P="ri,
on obtient
(28) V=- :; (Ri-§A gad? - grad 0),
ou encore
1 ap | @
"__,# (R+ e “ax>’
(29) o= L 99
s a3y
1 apP a0
“’“7(“7” +az)

Les scalaites R, P, @ verifient le méme systéme que le systeme (27).

Fonetions de contraintes

Le calcul des contraintes ne présente pas de difficultés si les conditions aux frontiéres ne
portent que sur le déplacement.

En effet, les fonctions R, P, @ ayant été définies, au mieux des conditions particuliéres
du probléme & traiter, et calculées en résolvant (24}, on pourra en déduire aisément tous
les C, par I'application des relations (5) et (9), cu (10) et (12)" par exemple,

Si les conditions aux frontiéres sont mixtes, ou ne portent que sur les contraintes, on peut
avoir intérét A choisir les fonctions inconnues de telle maniére qu’elles donnent des expressions
aussl simples que possible des C,, .

Nous allons chercher quelques expressions de la contrainte €, s'exercant sur un élé-
—
ment de surface perpendiculaire 4 un vecteur unitaire fixe £ . La connaissance d’une C, est
—
intéressante dans le cas de symétrie plane (¢ devant se trouver dans le plan des x, ) ou

.
de révolution (d’axe paralléle 4 e} car clle suffit & elle seule, si la composante de V

>
suivant la direction perpendiculaire 4 ¢ est connue, 4 la détermination de toutes les autres
contraintes. Dans le cas général ’égalité
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-
g

-
(1)) Core=Cg-n+2n As.H

montre quelle permet au meins de déterminer les projections de tous les €, sur I'axe fixe
—
support de &.

De I’égalité bien connue

d A

(31) T — ¢ (div A) —rot (£ A A)

on déduit

— —
Us=r10t VA ¢ -Frot (g AVY),

et par (12)

—
&

(32) Co—=m Al—rot (¢ A2p V).

Remargue !

Cetie relation montre que Cp peut se metire sous la forme, Lg étant un vecteur a
déterminer,

(33) C, = rof L,.

En effet, C, est bien un rotationnel car

— v
. :

-+  —
div fm ¢+ — & A 1) — {grad m ~rvot . & — 0.

La relation {33} montre en particulier que le calcul de Dintégrale

fsz-nda

b

étendue & toute surface S limitée par le contour fermé C, de normale n, peut se ramener 3
I'intégrale de ligne

f- L; +dM.

¢

On se placera dans ce qui suif, pour simplifier, au cas ou H = Q. On a alors

{34) m—=div R, = —rot R grad div P.

On déduit de (32):

— —_ — — —
Ce=(divR)et+esArotR—eAgraddivP—2rot |t AR—zs A ot P

42 A grad 0].

FEn utilisant 1’égalité
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(5) T (div A} ¢ Arot A — grad (¢ - A) frot (¢ A A),

on obtient aprés simplifications

(36) | Co —grad (7 R)4-rot [— 2 A (R4 grad20) 4 = (div P) 42+ A rot P]

Grice a la part d’arbitraire, déja signalée, qui entre dans la définition de R et P (on
peut en particulier choisir les supports de ces vecteurs) il est possible d’apporter 4 Pexpression
(36) de C, des simplifications notables.

1°) Choisissons P tel que

o
P =P,
On a
T —+ — 4P — — .
rot[:—:(dlvP)«i-Ze/\rotP]:rot[z : —ZSA(S,’\gradP)]
(e

— rot (2 grad P —-.'; %Ii)

&
= rot (—? ar )
de

&
=¢ A grad .ﬂ)

de

—_— —r
29 En prenant R colinéaire ou orthogonal &4 ¢ on élimine rot (— ¢ A R) ou
— .
grad (= . R) dans (36).

>
3°) On a vu que C, est un rotationnel, il en est donc de méme de grad {&s. R),
ce qui se veérifie d'ailleurs immédiatement puisque

-
A(e.R) = 0.
—
Prenons & pour support de R
&
R =Rz
— —h :
Si vy est tel que 4 w =0, on peut poser
.
R = div v,

d'ott

— —+
grad (¢ . R) = grad R = rot rot v

On obtient alors :
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grad (5. R)+ rot [— 5 A (R 4 grad 20)} = rot (rot ¥ — = A grad 2 0).

— — —
Si on prend # tel que @ =y £, le second membre de I’égalité ci-dessus devient, en posant

¢ = — (| 20):

—
rot {s A grad o).

Exemple :
Combinons, & titre d'exemple, le 1°) et le 37).

‘ -+ N
En faisant ¢ — i on obtient :

. . dF
{(37) C,-:rot(l/\gradqv——l ax)'

Les contraintes Cj et Cp se calculent sans difficulté par (36)

L[ Oy apr .
Cj——['Ot I:l(mﬁ——aT)—l-j/\gradq«—f—k/\gradP:]n

7] 0P
Cp == rot I:i (—~l~— ‘az)—j/\ grad P4+ k A gradcp]-

Le déplacement V est donné par

d
(38) v:i"(a‘;’i+i/\gradpmgradq’—‘2tl’).

Le systdme vérifié par v, P et ¢ se déduit facilement de (27) en remplagant A P = 0 par
. dw =0 et en combinant la premiére et la derniére éqguation :

[ f,'ly):O,

AP =0,

N AL P
"W“uﬂv(ax* Q)

(39)

S N

Cas de la symétrie plane)ou de révolution

Un caleul simple montre que P peut étre pris nul.
Dans le cas de symétrie plane (en x, »), ou de révolution (en x, r), on a alors :
1

(40} V = v (R + grad @),

R et @ vérifiant
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(1) 4R =0,
@) .

E?i?::;j [—— diV R,—F g)(ﬁl)],

@f 40=

et, par I'application de la refation {(36),
{42) C;=—rot[i A (R4 2grad Q)]+ grad {i.R).

On envisagera le cas de la symétrie de révolution, le cas de la symétrie plane pouvant se déduire
du précédent en faisant tendre 1/r vers zéro et en remplagant » par y.

—
# étant I'angle du plan méridien courant P avec un plan méridien fixe, 2 {¢) sera un
vecteur Unitaire radial du plan P, le point courant M de P ayant pour exptression :

. —
M=xitra.

On posera

R est pris colinéaire & 1.
1°y Soit R=R i.

Posons pour introduire quelques simplifications dans I’écriture des équations

R
'rp:,l—_»_; s p=20.
On a la solution
_ i r
(43) Vg?—[(] vy i+ grad — ],
avec
Ay =0,
o Jopom e 2¥ L M)
T dx P—
dg —
145) C; = — rot —BTB + grad (1 —v») .

$i C est une courbe du plan x, r, de tangente t orientée dans le sens des arcs s croissants,

—_—
de normale n telle que le triédre ¢, m, # soit direct on a

(337 ) =003 & (3) v d & () In (-3 38),

ar
o (2r) g () L s
”"-"—E(ar)‘tdn ar +i ro ar

d’oll
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. d g d 8 .1 o
Cf*+“"d_s(a—,-')*tﬁ(ar)*‘r ST ) grad y,

et en particulier

C,-.n:Cn.i:—c-%-- (g—zi)—(i.n)%— %_‘:—-i-(l_ar) ‘;::’
on obtient facilement
(46) 0y = Zl”_}fﬁ_klr_a%,
%z_g%[§§+a—ww]—%§%:

29 Si les conditions aux frontiéres ne portent pas sur la composante axiale V .i du
déplacement on peut avoir avantage i choisir pour fonction inconnue la composante radiale
de celui-ci. Les contraintes peuvent alors s'exprimer par des dérivées partielles du premier
ordre au plus, des fonctions inconnues,

En posant
R . -+ o)
Y= ‘*"Z“V'“_Zar’
on a la solution
—
= qi ¥ S
7 Y. = in
avec
Awp =20,
(48) @ ay 1 a
19— =G T, o D .
.
Ci=—rot(g ff) + (1—») grad », ]
(49) i
_ .4y de . @ ;
=n— —tﬁ—l p + (1—») grad
y
et
a
ax:(l—y) 0"}’___‘}’___1'
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_ay £2 4

(50) 0 = ¥ Ho — 1 ]
_ aw (4] aq
I =7 ax  1—v» ar

3% Fonciiony de Love®.

En faisant

ay

1

R=5% B

on obtient la réduction 4 deux dimensions x, + de la solution (38):

1 dy g+ v
vV = " (ax i grad 5

1 dy dyp —
(51) =7 ( Freall ey Sl grad c,rr)) :
avee
dyp =10, ‘
Ao =7, |57 90 :
On a !
(53) C; = rot (i A grad ),
dgp 3 1‘
— rot (71_ f ) f .
- d o d 3 i dg
=T Tar +t dn  9r + r or
et
_ o' I og
T T e
(54) o = v dg—0— - 5 @t
* A.B.H. Love | Theory of Elasticity” ., 4 eme &d., 1926, ch. XI.
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atg 1 @
—. L
e R e )
r_l‘?q;
i P P
. B
R est pris colimébaive a « . :
—
4) Soit R =R a.
Posons
R
7,;:17‘"; p =20
On a
(55) V:% [(1_,,) ¥ = 4 grad 2]
avec
lqj——:’%—:(},
(56}
g . w p 2(x, 1)
Av=—%, T,
On a
dg 7 =+
(57) C,-:—rot[(l—uw)wJ,-—r] i
et
=g [t 2]~ L =m0,
* i r r ar
o ay py , 1 d¢ £2
A PER P
(58)
P yo o £
o =27 F] + ! + chf T’

ad a £
=gy (0wt 5] :

5% Fonctions de SOUTHWELL *.

Posans, pour simplifier Pexpression de C; donnée par (57).

* R.SOUTHWELL "Some Practically Important Stress-System in Solides of Revolutiva’ Proce-
cdings of the Royal Sociely-A, 180, 367-396, 1942,
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g
¥ :(1_")’{'+—gr’

on obtient

-+ 1
(59) V. O’.:-—i—};—[(p—f-(]wp)w],

avec, aprés dérivations par rapport 4 r de la deuxiéme équation (56),

A wg%:ﬂ,

(60)
¢ 3y 1 30 .
dg— F2 T dx? + 1—w» &p (e, 1)
On a
—
(61) Ci=—rot (@ f),
de dg . ¢
= i 1 - —
" dn ! r
et
[ _ 9y @
e T
J i &
LA I A L e
(62) 5
L A A
6 = 5ottty s —
i
Kl
6°y  Fonction &’ Ary *
Dans le cas de syméirie plane on a, si R—=R i,
1 =1i A grad R,
8
=1k, avec I:i-
oy

Soit L la fonction harmonique conjuguée de R, et 4 une fonction telle que

L:__a.zj R — ?1;:
o x

* Voir par ex. Tivosuonko  Theéorie de I'Elasticité” n® 15, 56 et 57,

R s
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On a

dAyp = 0.

La fonction L + / R cst fonction analytiguc de la variable complexe @ = x —+ iy, et pri-
mitive dc la fonction f{w)} =14 i m,

Par aillcurs, pour toute courbe du plan x, ¥ de normale n, Pinterprétation géomét-
rique de U, montre que

dV iV
Us = kA s +62At
A%
:l(/\—wds .

D’od par (12 :
qdaVv
C"imnn}—it—illu.k/\??—,

ct
fC,,a'szf(mn~|—lt)ds—2p&k/\V.

On peut remarquer que Pextrémité du vecteur (m m 417 t) ds coincide dans le plan x, »
avec I'image de la quantité complexe f{w) dw.

On en déduit :
fC" ds—Li+Ri—2pk ANV

—Li—Rj—kA grad (2 Q)
=—%k Agrad (v +20Q),

ou en posant comme pour la solution (38):
g=—w+20,
d’or
f Cods =k A grad ¢,
et

d
C.=kA— grad ¢,
n A ds & ¢
Toutes les contraintes ne s’expriment plus que par une scule fonction ¢, la fonction

n'intcrvenant quc dans le déplacement.

On a comme au 3°):
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1 dyp Ty .,
(63) V = 25 (7; — ay j — grad -;f)
avec E
4 o= ()’
(64) 1 oty ]
dop =1 [ 52— 0] 7
et 3
a*
e T :
o = v g —0, t
(65) ! Cary :
Uy = ax? 4 :‘
8%
Txy = —a_\_‘ ¥y ’ :

(Manuscrit regn le 14 Janvier 1966}

OZET

Bu arastirmanin pihai gévesi, elastisite probiemlerini nimerik metottaria g¢ozmekten
ibarettir. Bununla beraber bu arashrmada sadece yerdegisimi ve zorlama tonksiyon-
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