SUR L’ARGUMENT DES FONCTIONS UNIVALENTES

‘ .
Suzan KAHRAMANER

Dans le présent travail on emploje une suite de fonctions unités powr déterminer
upe borne supérieure et une borne inférieure de

o {arg z} are z bz|=r

ofl f(z) appartient & la familie (5) des fonctions univalentes el normées dans le

vercle unité. On caleule de méme pour la sous-ciasse de {§) représentant lc cercle

| z| = r -sur un domaine étoilé, vne borne supérieure identique A la précédente et
une borne inféricure différente. '

1. Introduction

Considérons la famille (S) des fonctions analytiques régulitres, univalentes et normées
dans le cercle unité:

a.n fidy=z4az* + oo Fa e (Hz]< 1)
O =a, =0, fO)=a =1
Pour les fonctions de cette famille, les bornes supérieures des modules suivants :

)
£f(2)
ont été calculées dans | z | << r < 1 en fonction de r seul. Les bornes citées sont atteintes .

effectivement pour une fonction appartenant 4 la famille (S), c’est-i-dire elles sont rigoureuses.
@)
4

>

VDL @) T @Y

ar > A, Marx {*] a trouvé pour

Quant 4 | arg f(z) | ou plus exactement

la famille considérée la borne supéricure suivante :

arg %|<2 arc sin'\/% logii z

z
qui nest valable que pour |z |=<r, = 0,8335. L’auteur a calculé de méme des bornes

supérieures valables pour tout | z|<C 1 pour des fonctions- de- la famille (5) représentant
le cercle unité sur un domaine étoilé ou convexe. :
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La borne supérieure rigoureuse valable pour tout |z |<< 1:

f(2 14 |z]
arg —— ‘ < log 1"_|Z|

‘

a été atteinte par G. M. Gorvziv [?].
Cependant nous avions trouvé dans un travail anteneur[ ], une borne supérieure

f(z) Clz|

a2 =y

arg

valable aussi pour tout | z|<I 1, mais non rigoureuse comme la précédente. La méthode
employée pour démontrer Pinégalité (1.2), qui s’appuie sur une suite de fonctions unités,
peut &tre appliquée & d’autres problémes sur les fonctions univalentes.

Dans le paragraphe 2 du présent travail seront donnés les théordmes auxiliaires et Ies
explications nécessaires afin de ne pas interrompre la suite dans les paragraphes suivants,

Dans le paragraphe 3, nous démontrerons briévement U"inégalité (1.2) comme application
du procédé.

Dans les paragraphes 4 et 5, nous calculerons par la méme méthode une borne supé-
ricure et unc borne inférieure pour

(1.3 ( o (a?’gz)‘ [arg f(.:) :l)]zl =r

2, a) c étant un nombre complexe quelconque de module plus pefit que I’unité
(Jef << }), considérons la fonction linéaire

(2.1) w = (z,¢c) = lc—_Ez

qui transforme le cercle | z| =# < | ¢| en un cercle D possédant les propriétés suivantes :
1) D est situé entidrement a Fintérieur du cercle’ | w] <1
2) Au point intérieur z—=0 de | z| = r cotrespond le point intéricur w —c¢ de D.
Au point extéricur z =¢ corréspond le point extérieur w =0.

3 Aux points conjugués par rapport au cercle | z| = r correspondent des points
conjugués par rappert au cercle image D. Soit arg ¢ =8, Comme les points conjugués
. , S, eip )
(z=0, z*¥= m) et les points corresponda,nts (w:c , W= m) s¢ trouvent sur une
droite passant par le centrc, le centre de D se trouve donc sur la droite arg w=—arg c.

Par une rotation d’angle f dans le sens négatif, Ie cercle D est transformé en un cercle
D’ dont le centre se trouve sur Paxe recl Clest I'image de | z}==r donnée par la fonction

2.2) wlz,c) —=eB.w(e™®.z,|c|)
Désighoﬁs par
2.2 w=w(z,|c]|)

Comme aux points réels z—r €t z=—— r comrespondent des points réels
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L del=r el
w{r) = T—Te] 7 o w(—) = -1W .
on peut dt_itcrminér le rayon du cercle D" :
_ or(i—]eld
R=3IwO—w 1= s
¢t la distance du centre M de D’ 4 Porigine O (w=0):
el (1 —r®)

OM =13 [w() -+ w(—n]—

1—fel*r

En désignant par « 'angle de la tangente menée par @ & D’ avec Paxe réel, on obtient :

J— T .
(2.3) sinm:—r—g.‘[1 lclf), tgo = r(1—|cl?) .
: (=rh el VelP = 0=—Tclr)
De (2.2) on calcule 'argument :
,(2;4) arg o (z, ) = argw (e 0.z, | ¢|) + arzg e
. On a donc '
Max argw(z,c)=oa -+ § ’ (z = rei¥)
0<g@<L2nm ) .

d’ot l'on obtient explicif_emcnt:

[2[ . (chl|C|2) +argc.-

2.5 Max arg rc_—‘Tz = arc sin ~
p=g<2n l —ez I—1zf

&) Considérons (1.1}, la famille (S) des fonctions univalentes dans | z| << 1 et formons
la famille ($*) des fonctions .

o _ y
2.6 F(2) = —=— .
De la limitation du module des fonctions univalentes

[Ed : 1z}
2.7 — g = | e
il en résulte pour F(z2):
(2.9) | Fiz)| <1 dans | zf< 1

ef on a

F{z) + 0.

En développant en série la fonction F():
F(Z):bo+blz+5222+ »es +bn—xzn_] + pee

on obtient pour les premiers cocfficients :

1
bD:._T » bl"“'—-_; LR
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Démontrons maintenant que pour toute fonction bornée de la famille (S*) dent le
module est inférieur a Punité’ dans le'cercle | z] < 1, il existe une suite de fonctions unités
E (2), E,(2),..., ol E,(z) est une fonction unité d’ordre » qui converge vers F(z) [4].

On appelle fonction unité une fonction analytique et régulidre, de medule inférieur &
Punité dans | z] <C 1, centinue et de valeur absclue égale & Punité sur |z ] = 1. Teute
fonction unité peut &tre écrite sous la forme suivante

2.9 E(z,_mH iy o el

w=1

. Lorsque d, est un peint intérieur quelconque de |z] << 1, (] d,} < 1), la fonction

Ay — En (Z)

2.10% Eq(z) =
: L dy Eyt2)

est une fonction unité de méme quz £, (z).

E, (z) qui est une fonction rationnelle dont le numérateur et le dénominateur sont
des ‘polyndmes de degré n, est appelée une fonction unité d’ordre n.

La famille des fonctions unités constitue une famille normale dans |z} << 1. II n’est
pas nécessaire que la fonction limile de la suite formée par les fonctions unités soit
elle-méme une fonction unité. Mais elle est bornée et de module inférieur & 1*unité dans
|z| < 1.

Considérons la fonction unité

b, — =z
B@ =7
. — Wy

dont le développement en série commence par by, b,,..., b,_,. On peut alors déterminer
les uns aprés les autres Iensemble des fonctions E,(z) en passant d’abord par \2.10) aux

fonctions unités E (z) que "'on peut de méme exprimer comme fonction linéaire de la
fonction unité E,4 (2) & Paide du lemme de Schwarz :

E':'(Z) — b, _'_Eh+l {z) i
201 — by Eypy (2)) .
Ainsi on oblient avec
@.11) Ey, (=t zEata)
1— by z E,(2)

une formule de récurrence qui permet d’écrire une suite de fonctions unités

i
Coln) — Z
2.12 = —
( ) E, (2) H 1“?"‘6'\,'(“)2
y=]
dont le développement en série commence avec les » premiers coefficients b, , b,,.. ., by, de
F(z).

La suite E,(z) tend uniformément dans |z{ < 1 vérs la fonction F(z):
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(2.13) ’ lim E,(z) = F(z2).
ron
F(z) est un produit infini convergent d’aprés (2.8). On a par suite

(2.14) Clim ey | =1 (r=12..)

n—»>co
Pour les deux premiers coefficients by, b, indiqués plus haut, nous pouvons déduire de {2.12) ;

n n

) q, 11— I Cvin) |?
— =1 —_ = =1 —_———
2.15) =1 eviw =31 . b=— FY T
=1 ve==i
Dans (2.6) en désignant par ¢ Pargument de z et par # () celui de f(z), on a pour
|z]=r¢:

(2.16) arg F(z) = arg - 4;(2—) = — & ().

Nous pouvons de méme obtenir argument de F(z) comme la limite de la somme des
arguments des fonctions unités. On a d’aprés (2.12) et (2.1)

r,a—- ¢ = lim arg E, (z) — lim arg H @ (z, Cy())

n—>oo Rl 1

et d’aprés (2.4)

arg (2, Cy(a)) = A8 0 (7 | ev(y) |) + arg ey
n
Or H Cy(y) = §- (2.15) est réel, son argument sera nul:

v=1
n

X
3 sk cut 0.

v=1
On obtient alors ¢
n .
2.17) gt = lim Y w2o (s featy ) = lim Z arg Loyl —2
=00 —1 1— I Cyln) l Z
— lim 2 () «

ﬂ—"DO

11 s'agit de chercher le maximum de cette limite, c’est-a-dire de trouver une’ borné
supérieure pour ¢ — &.
" ¢) Comme théoréme auxiliaire nous allons utiliser fe éritére de convergence résultant
‘de la sommation partielle &’ A4bel[5].
Soient (a,, a,,...) et (&, b,,...) deux suites de nombres quelconques. Si on
désigne par: -
i X
. Z ay = A",
v=1
on a:




y—=1
o0
Si ay > 0 et la série Z gy est convergente, c'est-i-dire
y=]
(2.19) Ay < Ay fr=1,2,..., 1)
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n—1 S
(2.18) Y avby= ) Av(by—byi) + An by
v=1 v=1

oo :
Le critére d’Abel établit la convergence de la série Z a.;, 'b.,, dans le cas ol la série
v=1 '
(#la]

Z ay est convergente et oit la suite (by) est monotone et bornée.

et si la suite (by) est monotone décroissante avec by = 0, c’est-i-dire

(2.20) bvm_l > b-y (i’ — 1, 2, ey ﬂ),

on déduit de (2.18), Pinégalité suivante :

n—1 n—1
(2.21) Z ay by < An—lz Oy —bypdt A, bp=A, by,

=1 . ye=1
ce qui vérifie le critére. '
3. Citons briévement le théoréme relatif & 'argument de F(z):

Théoréme :  Paur la famille (S} des fonctions univalentes vaut Iinégalité swivante :

Clz]

arg Wl—[zlz

I@

o la condtante C désigne :

¢ = lim Z il L 76 T E @ — | eva |,

Roo T |‘-’V(n) | nroo 1
(Ja,| < C<2,77)

La démonstration est basée sur le fait que la fonction réguliére F(z), de module -
inférieur & PPunité dans |z| <C 1 peut étre considérée comme la limite d’une suite de fone-
tions unités (2.b).

On a de (2.5):

lel—=

arg 57—

Jargw (2, | )] =

J— 2
= arc sin (1l2| . 1 [cl)

= [2F " el

Ifflz

et de (2.17) avant le passage & la limite:

n
arg £ — ar; devmy | — 2 .
@ @)= ), w0 [evin | 2

v=1

De ces deux relations on déduit :
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n

‘ A P R e Py
3.1) |arg En(z)| =< Z arc sim (l—l,z T Tew ! ) '

v=1

Pour borner supérieurement | arg En(2) |, il faut démontrer' la convergence de ia

série (3.1) pour m—> oo, De (2.14), on a lim | ey() | = 1. Alors 3 la limite pour n—+ o
o0
I’expression
‘ . E lf?wn)'lﬁ)
o — arc sin | - S -
v (1— 12177 Tevw )

tend vers zéro, On peut donc admetire ay(my << — - Comme pour les petites valeurs de «;

on a sina < « < {ga, on peut éerite pour de tels ay(y) :
sin Uy (n) << o} < ig Aw(n) -

§, désignant la somme (3,1) de n termes, il en résulte -

n n
z T —lewt |? 1 — | ewin) |
6.2) |'i“Z lfv()I<Sn<|z|Z " [v(‘:] S
—izlh A Tevw | SVl =12 0 —eyim [T 12[9
Nous allons démontrer que la premiére et la seconde série de (3.2) convergent et qu’elles
ont lg méme valeur limite. Pour la démonstration, nous allons nous servir de ’inégalité
(2.21) qui résulte de la sommation d’Abel. Désignons par :

Ay(n) — I — '| Cvip) P L] bV(n) = i vl |_

D’aprés (2,15 puisque le produit infini converge et la limite
lim =
roa H Cyln) =
extste, il en est de n;l'éme de la série
L
(3.3) ‘ lim I — " =,
oo E ( ]CV()|)
=1
On a donc de (2.14) et de (3.3) :
. n
lim b (y=1 et hm Ap )= hm Z (1 —lev |P)=C".
n—+00 . 1= V,—I

Ainsi en appliquant (2.2I) on démontre la convergence de la premiére série de (3.2):

(3.4) ' Lzl o o= lim Z L—icm P

1 - i z |2 T 0 I CV(n) |

Les deux expressions
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it

lim Z (1 — | cyvin | y=0C" et lim 2 a _]"V(n)__l__). C

n-»00 = n—-oo lc‘V(n)I
possédent la- méme limite, ce que l’on peut vérifier en appliquant la sommation partielle
d*Abel.
Démontrons maintenant que la seconde série de (3.2) est de méme convergente et
posstde la méme valeur limite. La série en question de (3.2) a comme série majorante la
série dont le terme général est :

E—fewfw |* [ vt |

P e K01 )
| evlal | [ ey [P— |z |

| ety P —f 2 [*

=]z~

Abstraction faite de | z |, désignons le premier facteur par ay(y) et le second par by¢a) et soit

k
At = 2, @t k=L2..m
w—=]
Puisque
. i
im b,y = lim Lerm | = :
oo o o | Cm) [F— [Z [ 1— IZP

il s’ensuit d’aprés (2.21) la convergence de la série majorante qui a la somme

n
C|z| N : 1 —|evim [’
L L ol C = lim _—
I— | z0° n—=+co 21 ] Cylin) I
—

Le théordme est ainsi démontré. On remarque que la constante C qui est une valeur
caractéristique dépendant de la fonction f(z) se trouve entre les bornes suivantes

la, | < € =C" < loge 16 < 2,77,

4. Calculons dans ce paragraphe le maximum et le minimum de ——a,rq' . De (2.27) nous
] dy
avons en désignant |c| par 4.

A—=z

_— P =
T O=r<|cj=l<1),

@n w(z, |c])=o(z ) =
d’on

arg w (z, 1) = «.
De

[A(l + ) (1A rcosg]l—i(1—2%)r smqa
[t —A4z]*

o (z, &) =
nous obtenons e¢xplicitement la valeur de 'argument :

(i — i) sin g
Al ry—r(A+4) cos ¢

4.2) tgo — —

Dérivons (4.2) :

i

1
I

I8
[
k
3
I
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1 2
da (1243 1+ [_——-;((lj—i‘ﬂ; —cos:;u]
“.3) — = - -
dg it niL)) a+r a7
4rd | cosg- ] [coso— 2r 2 *] \

Pour abréger, posons :

0<(1_:_lmﬂ=

4rd 45
0t U+4
Al 4y ’
127
0< 7 =bt>1.
’.2+12
0 —1 — = .
< 2rk ¢>1

Onaenoutre ¢< &, doli @< 1 < ¢ b (4.3) peut s’écrire alors:

da A (a-— cosg) _ A{a—-cos ¢)

(4.3 dg ~ (cosg—b) (cosp — ) D

ot le dénominateur est toujours positif (cosg <=1 < ¢ < b) et le numérateur peut étre
I
o
sant du négatif an positif et ¢ =2x-——~p, =22 —arc cos a en passant du positif au
négatif. La valeur p, est la valeur de ¢ qui rend Pargument « minimum

r(l —a% )
. VAT —r) (1 —27 9
et 27— @, rend Pargument &« maximum

positif ou négatif (2 << 1).(4.3) s’annule donc pour 0 << ¢ == ¢, — arc cos a << en pas-

(m'm tga —=

(ma.x tg & = rid -9 ) .

VGr—r (117
Les valeurs de minimum et de maximum sont symétrigues, comme nous avions déja calculé

géométriquement dans (2.3).

= . . . da .
Etudions maintenant Ia variation de la fonction 75> cequi est notre but dans ce para-
¥

graphe. ? étant fonction de cos ¢, il suffit de considérer Pintervalle 0 < ¢ < = au lieu
I's

de 0 < g < 2=, Calculons la dérivée :

. . ‘
4.4 E“% (3—3;) = g;c: = -—A—%I:—Qj [—cos” @+ 2acos¢ + be—ab —ac] .
Posons ;

4.5 g (cos q;;) =—cos’y + 2acos p | bec—ab—ac.

On a alors :
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r da N A .
4.5%) : (Ep) = o sing o (cos @),
¢ Pour trouver les cxirema de -j,—oc— » calculons les valeurs de g qui annulent la dérivée :
¥
dx\" pour sin ¢ = 0, dot ¢ =0, =,
(4.6) (ﬁ) =0
d

pour gcos ¢) =0, d’ol1, cos qal.,Q =g+ v (p—a)(c—a).

Drésignons cos ¢ par x : cos g, = X,, COS @, =X, .

L’équation g{x) — 0, du sccond degré par rapport & la variable cos ¢ = x, possédc deux
racines réclles x, et x,, car 0 <<g << 1 < ¢ < b. Pour que ccs racines puissent constituer une
solution, il faut qu’clles soient comprises entre —1 et -1 ; —1 < x;, < x, < 4- 1.

Or . x1=a—\/ b—a(c—a) <a<1.
Pour situer x,, comparons le nombre 1 avec les racines de I’équation g(x) = 0. Si
gy>0 , on a x, <1 <x,,
g(y<0 , on a X, < x, << 1.
Formons g(1) :
g1} = —1 4 2a + (bc — ab — ac)

A=) (U2

BTG 4 AR e DR (Y]

Posons :
Dy =r{ + M2+ —6" + D1+ {1+ ).

Lc signe de g(l) est lc méme que celui de A(4} qui est un trindme du second degré en i. Son
discriminant

/Jh o (f--l_ 6"2 + 1)2 74f.'3 (l + I.E)'}
— (LA ) A1)

s*annule pour les racines

Fa =21 \/_3_ de I’équation r2—d4p--1=0,
r=—2+ V3 S P dr 41 =0,
Fae =+ 1 » oo 1 —r? =0,

1) St 2 V3 =r<1l,onad,=0, k) >0, g(l) >0 et par suite
x1'<1<x,.

x, h'cst pas une solution,
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D8 0gr <2 \/3, ona Ay >0 et k(i) = 0 posséde deux racines de méme Signe
A et 1, dont le produit est égal 4 1. Si |4, | <1, alors |, |> 1. Pour déterminer leur
signe, calculons leur somme :

42— D (—r+ 2+ 1)

A Ay =
L + T r (1 + f.-z)
qui s’annule pour les racines
e =14 V2 ‘ de I’équation P 2r—1=0,
oy =11 V2 »o — 21 = 0.

Alors le signe de la somme dans I’inter_va]le considéré, 0 = r < 2 — \/_§ , Sera négatif,

L*éguation #(3} — 0 possdde donc deux racines négatives :

2, < —1 <z,:li<o.
2

Pour les valeurs positives de A(r <<1), Ad) = r (T 4 #H@A —1)) (A —12,) est toujours positive.
Par suite g(1) > 0. On a alors comme dans le cas précédent :

x, <l << x,.
X, Ne constitue pas une solution.

En définitive, la grande racine

2 =) VAT )
Y G R 2 1 )

de *éguation g(x) = 0 est plus grande qﬁe 1, tandis que la petite racine

_rl+ ) =) VB A=
R T 22r( + )

est plus petite.

Examinons le signe de x, . Dans g(x) = 0, la somme des racines est :
x, +x,=2a >0,
Ie produit des racines est ;

Xy » Xy = —(be—ab —ac)

— Tr‘}l"’ [rid2— (1 — A+ el (A2 4+ 0 —¢DA4+r]. .

Le produit est formé de deux trindmes du second degré en 4 qui ont le méme discriminant

A =1 —6r* + ¢,




12 Suzan KAHRAMANER

Le signe du discriminant est le signe opposé de la somme 1, + 1, précédente. Alors nous
avons deux cas a distinguer :

Lsi VZ—1=r<1, 420, alors x, x, >0.
Dans I'équation g(x) = 0, la somme et le produit des racines étant positifs, il existe
deux racines positives :
0< x <1< x,.
La racine x, est une solution,

IL 8 0=r < \/5— 1, 4 > 0. Alors Péquation x, x, (1) = 0 posséde 4 racines,
Dans "équation ri2 + (1 — D1+ r=0, la somme des racines étant

Aot by = —

-
A=)
r

et leur produit 4,2, = 1 > 0, on a deux racines négatives :

1
i

Le trindéme ri? + (1 —+*) A 4+ ¢ est positif pour r >0,
Dans Péquation rA%—(1 —¢*) 1 + r =0, la somme des racines é&tant

b — 1< Ay = <0,

11— r
;

A+ A = >0

et leur produit 2,4, =1>0, on a deux racines positives :

1
,2-3

Le trindme A% + (1 —r*) 1 + r est positif pour 0 <i<<l; et négatif pour 1, <1 <1,

0 <A, <<l < iy =

Le signe de ces deux trindmes donne le signe du produit x, x, et nous aurons encore
2 cas & distinguer suivant ce signe :

N

A.Sio<z<zaml2r - Ozreyi 1 »020,221)

ou en tenant compte de la condition r <<, si r<<i < i, le produit x, x, est positif.
L’équation g(x) = 0 posséde donc deux racines positives comme dans le cas T;

0 <x, <1<x,.
La racine x, est la solution du probléme.
B, 8i A3 << <1, le produit x x, est négatif, La somme étant positive, on a
. X, <0< <x, Clx | <xy).
Pour que x, puisse étre une solution il faut que
—1=x,.

-Résoudre cette inégalité revient au méme de comparer — 1 avec les racines de Péquation
£(x) = 0. Formons g(—1):
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g(—1)=—1—2a + (bc — ab — ao)

AR+ N2t e g ) .
“‘7??%????"“*“1+’)1'+&k7& +DI—r(t4+rD1.

Posons :
EQ =—r(+A2+(—6+D1—r 1+ ).
Le signe de g(—1) est le méme que cefui de & (1) quiest un trindme du second degré ‘en
4 possédant le méme discriminant que A(1) ;
A = Apg =1 —r) (P2 —4r + 1) (r® + 4 + 1.
Nous aurons de nouveau deux cas & distinguer suivant le signe de A :
1. Si 2—\/35 r<1,on a Ay =< 0. Comme nous sommes dans le cas (IL B) :
0 = r < \/‘E—l, il faut prendre
2—yV3=zr<yz—1.
Le discriminant étant négatif, k(1) et par suite g(—1) est toujours négatif et
—g(—1) > 0. —1 est alors en dehors des racines : '
—l<x, <0<l <x,.
x, constitue une solution.

2, 8 0=r <2 \/_5, on a 4y > 0. L'équation k() posséde deux racines 1,, 2,
dont le produit 1, 1, =1 > 0. On a donc 2 racines de méme signe,
2] <1, [h] = e > i,
[ 2]

Calculons Ia somme des racines :

- G- 2r— D (—r+ 2r + 9

ll+l-z= r(1+r'z)—

Le signe de cette somme est opposé 4 celui de la somme relative & £(1), c’est-3-dire
positif .dans Pintervalle considéré, k(1) posséde donc deux racines positives, d’oft nous
déduisons le signe de k(1) et par suite de g(—1):

k() <0 pour . 0<t<i,,

k(A) > 0 pour Ay <A <<l <y,

Nous aurons de nouveau deux cas i considérer :

et 1 (= VT4 + D+ 4 £ )

) r<t<h =S50 2+ Y

Comme nous sommes dans Ie cas B : 2, <1 <1, nous devons donc prendre 1, << 1 <<1,.
(On vérifie aisément que 1; < 4, pour tout 0 < r < 1)

Nous avons dans ce cas, k() < 0, par suite g(—1) <0 e —g(—1) > 0. Clest
un cas analogue au premier : .
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—lwx,<0<1<zx,.

x, constitue une solution.

by Si X, <A<1, on a k{) >0, par suite g(—1) >0, —g{(—1) < 0. Alors
—1 est compris entre les racines :

X, < —1< 41<x,.

x, n'est pas une solution.

Résumons les différents cas concernant les racines de I’éguation g(x) =01 < x,
n’est pas une solution, x, <1 peut &tre une solution, ;

a) Dans lecas [ : \/E—lér<l
etll : 02r<W2—1,4 0<1<2,,

il existe une racine positive 0 << x, << 1,

£y Dans le cas II. B. Ay << A << 1

D 2—V3izr<yZi—i
et ) 0=r<2—V3 , a) A <i<d,

il existe une racine négative — 1 < x, < 0, '

y) Dans le cas IILB. 2) b) 4, <2 <1,

il n’existe aucune solution du probléme.

Aprés avoir calculé la seule racine valable de g {x) = 0 que nous désignons par

4.7) X, = COSp, = a4 — \/m.)_.&.:?) ,
chaminlons le signe de (4.5") (%—)I cf déterminons les extrema de ;1; correspondant aux
trois cas cités plus haut.
@) Cas d’une racine positive : 0 < x, < 1.
Ecrivons (4.5") ainsi ;
4.5 (%), =— ——gj- sin ¢ {cos ¢ — cos ¢,) (cos g — cos ), ;

Comme x, > 1, le facteur (cos ¢ —cos ;) est toujours négatif. Dans ce cas, puisque
! a . da\ ., .
0<x,—=cosg, <1, ona 0<g,< 5 Le signe de (W) dépend de sing et de
(cos ¢ — cos @,),
Dans Pintervalle 0 < ¢ <%, sin @ = 0, {cos ¢ —cos @) s'annule pour une valeur
@ = ¢, en passant des valeurs positives aux valeurs négatives.

T

7 ot p=a.

Alors (-jjc—) =0 pour g =0,0<g=qp, <
ar

., da .
@ = g, correspond 4 un maximum et ¢ =0 et 7 & un minimum de —— - Nous avions

de
vu que (4.3°) s’annulait pour ¢, = arc cos @ < g, . (€05 @, = @ > COS @,) .
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Calculons les valeurs minima correspondant & ¢ =0 et ¢ = =:

@8 (13) _ A=D1 0B (1) + )
‘ dg Jp=o (1 —B) (I—0) Mqﬁ_w+m D_U+F@]
2rk J 2ri
_ =3y
T A—nl—in
@9) (ia_) B Aa + 1) _ U= [rdF2HHA( 4]
‘ dg Jog=n (—1—b(-1-—0¢ GRS (L2
4‘7‘[1+ 2r 4 ] [1+ 2r2
_ =1y
B EN TR
et Ia valeur maxima correspondant 4 ¢ = ¢, 4.7):
da AV —a) c —a)
4.10 £ = — ~ e
@10 ( dy )‘P:'fu (a—b—Vb—a) (c—a)) (a—c—\(b—a) (c—a))
_ A
(Vb—a +vVe—a)
_ (I — 4% {1 + ? _
20— Y (\/I —ElE \/fz_,.z ).
#)y Cas d’une racine négative: — 1 << x; << Q.

Nous pouvons écrire (4.5%) o le facteur (cos ¢ — cos qiz) est toujours négatif comme
dans le cas précédent {(x, = cosg, >>1). Pusique dans ce cas —1 <<x, = cos ¢, < 0,

onai< R 1 Lesinede(daC
) P~ . 2 dg

Dans Iintervalle 0=< ¢ = &, siny =0, {(cos ¢ — cosg,) sannule pour une valeur
¢ = p, en passant des valeurs positives aux valeurs négatives.

) dépend de sin g et de (cos ¢ — cos ¢,).

Ta \' :
Alors (————;, ) =0 pour ¢ =0, ZL < =g, <actg=x. ¢=q¢, Ccorespond

g

N R . .. do da -

d wh maximum et ¢ =0 ef = 4 wn minimum de —— . —— =0 pour ¢ = @, = arc

de dy
b3
cos a-<7<qn<:r.

Les valeurs du maximum et des minima sont les mémes que dans le cas précédent.
Alors on peut considérer ces deux cas comme identiques. Pans le premier, la valeur ¢,

donnant le maximum est dans Pintervalle (0, %), dans le second dans [lintervalle

(% s 5T ) « Clest le cas général.
Cherchons de plus une borne supérieure pour la valeur maxima :
d= a4+ a—2r a+r2a—13y
4.11) - = S
Nde Jo—p, 20— (VI— 22 LVIE2) 20— QYA P

{1+ Py (1 —43)
8(1—r) @ —7r)

<
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y) Cest un cas particulier : il n'existe aucune racine de (4.5) entre —1 et - 1.
Dans (45"), x, <--1 , donc (cos g — x,) est toujours positif,
X, >-+1 , donc (cosg — x,) est toujours négatif,

. do \ . Y
Le signe de (%) dépend seulement de sin ¢ - (—gi) sannule pour @ =0 en pas-
. g

sant du négatif au positif et pour ¢ — = en passant du positif au négatif. @ =0 corres-
pond & un minimum et @ — 7 4 un maximum,

Calculons les valeurs du minimum et du maximum :

' da _ r(1—iy)

“8) (‘Jq?)w T U—nd—1in
da B (1 —12)

@2 (dw )w:n T @Faa+in’

5. Généralisons ce que nous avons fait dans le paragraphe précédent pour les valeurs
. - da . .
maxima et minima de e de Pargument « de la fonction w(z |c|). Prenons maintenant

les fonctions unités

n

E@ =[] o (4 evtad)

v=1
définies dans 2. b) dont Pargument est d’aprés (2.17) ;

n

n
. | Cy{n) | —Z _ )
arg B, (z) = E arg T ez Z Oy (n)

w=1 w=1
. n c
. . d y(m) -
et calculons les valeurs maxima et minima de Z 7(%— en nous servant des résultats du
v=1
paragraphe 4.
En dérivant (2.17) et en démontrant & I'aide d’une série majorante la convergence
uniforme de la série dérivée

. F .
G0 1 —# = lim Aoy
n=co dg

wv=]

on justifie le passage a4 la limite.

Considérons 2 cas :

a) Cas général correspondant & « et §.

H
. dayin) : L.
Comme borne supérieure de — prenons la somme des bornes supérieures
. ¢ lp

v=1

des valeurs maximé de d—;? de (4.11). Remplagons 4 par | cyiy) |
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n n ’ .
day(m) . (1 +r)? T— Jeyim 2
3.2 o< n . i
©2) E dg 8(1—r?) E [ evia) [P — #*
v=I" v= :
Nous allons nous servir de Pinégalité (2,21) résultant de la sommation d’ABer. En
posant:
K
Ap(ny = E Av(n) hk=152.--, 11
y=1 ’
ayiwy =1 — ey [* bv()*—"_l s
" e LI Py
les conditions suivantes sont remplics :.
Ap(), < Ap+10a) by(wy > byt i(n)

puisque d’une pért on a d’aprés (3.3) :
L
lim A, ¢ = hm 2 (l_fcv(n){ )=¢C
n—oo , ’
y—

et d’autre part les (by(,)) forment une suite monotone décroissante (r << | ey, | < 1). Dans
le passage & la limite, d*aprés (2.14) Iim |ecy(y) | = 1, on obtient :
RO

lim b,y = lim L !

n-»ca n—=+o3 gcl(n)lz s = 1 ‘—F‘2

En appliquant donc Pinégalité (2.21), on a :

n—1 7
lim dy() by(z) = lim Z _] — | eviw) [° < C
y=

eyl |* — #° 1— ¢

k)
n—00
v=1

et par suite de (5.1) et (5.2), on obtient :

5 da day( y 1+ 9
1—8 = T ¥in) .
63 o de ~C“sa—rp
v=1

R

n e da
Trouvens de la méme fagon une borne inférieure pour E —d?'-(l) + Prenons comme
¥

v=1

cette borne Ia somme des valeurs minima des —--a"(") de 4.8) :

- n n i
Z .div_(.) -3 2 min (ddv( )) = -—F 2 (1 IC‘V(n)} )(Icv(n)lir) (lw-—- |CV(.n?l r) .

v=1 v=1
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Posons :
1
(Tew | =) 0 —[evi) | )

ey = 1— ey I+ byt =

et appliguons Pinégalité (2.21) de la sommation d’ApeL. Les conditions requises sont remp-
lies, D*une part, on a:

Al < A i)
n ) n

im N ey = m Y (1~ ey |*) = C.
R—FCO H—OO
v=1I y=1

Dautre part, les (by(,)) forment une suite monotone décroissante

by(n) = byi(n) (r=1,2,¢++,n—1)

car lorsqgue les | cy(y) | ‘augmentent, le dénominateur croit et by(,) décroit. On obtient a
la limite :

. @

lim by(;) = lim 1 — 1 5
oo oo (e | —r)Y U— | eim| ) 1—r

Ti résulte de Pinégalité (2.21) :

n
’ ; day(y) 1
s, 1—0” = lim 27l e .,
G4 n—ro0 de = = (1—r)

=1

Ainsi nous avons déterminé la borne supérieure et la borne inféricure de

n

lim dayi)
n—»00 d(}?
y=1
1 L ca 4+ 1
(5.5) _C'(T:W‘(l_e < 8(l+r)"" (lf}‘)z .
En désignant par
o C +r3?
Cr = Cl (J‘) et ‘gtm{ = C‘2 (r?,
alors on peut écrire :
O s )
i—m? - (1—r)*
d’ott 'on déduit :
GO L G
G0 = (R
n
P d i) .
Remuargue. En calculant la borne supérieure de E R s nous avons pris la somme
i

t v=1
des bornes supériecures des valeurs maxima, Pour la borne inférieure, nous avons ajouté les
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valeurs minima. On voit. donc. que la -bome supéricure est augmentée davantage par
rapport 2 la borne inférieure. Il s’ensuit par contre que la bome supérisure de ©° est plus
exacte par rapport 4 la borne inférieure,

b) Cas particulier correspondant 3 ».

L N

Comme borne supérieure de Z g;—"(—") » prenons la somme des valeurs maxima (4.9)
p ‘

v=1
et comme borne inférieure la somme des valeurs minima {4.8) :

5 14— | evn )
6N ’ g Teve | =750 — [eamTr)

d tw(n) A—|evim |9
< .
Z“, = Z(lcvml + D W+ Tev [ 1)

Pour la borne supérieure, posons :.

. . B 1
av(g) = 1 —]evin) | s b?(n)’ (Tevimy | + 77 (1+|cv(n}|r) .
On a
k
Ak(ﬂ) = E Ay{n) (k =.1.| 21 e, H— 1)
y=1 .
n
Ap(p) < Ap+((y et lim avig) = C.
H—00
=1

La série des gy(,) st convergente.
La suite formée par les { by(,)) est monotone décroissante :

b‘\f(n) > b1r+l(n) »

car les fcy(y) | augmentant, le dénominateur croit et by(,) décroit. Les conditions étant
remplies, appliquons Pinégalité (2.21) de la sommation d’ABEL :

n—1

Y, vt Butad < An—itad Butas

v=1

lim b, () = 11 ! ! 5
R oo { | +r) 0+ [Cl(n)l ") 1+

On obtient :

. (1— |Cv()1) C
1 L] .
8 il E Tov ] TN A+ fevmln = AF77
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Pour Ia bome inférieure, posons :

' 1
— 2 — .
ayip) = 1— lc‘v(n)l ’ bty (I Cyin) ] —hna= I CV(n)I )
On a ;
P .
Ak(n) - Z D(n) k=12, n—1)
v=1

At < Aparl > lim 2 ay(zy = C.
n—=cQ

v=1

Les (by(,)) forment une suite monotone décroissante :

bl\‘(n) = bv+1(n)

car les | cy(y) | augmentant, le dénominateur croft et by(y) décroit.

Les conditions étant remplies, appliquons I'inégalité (2.21) de la sommation d’ARer. ;

‘n-1
E Ay Oupy < An—1a) biw)
y=t{
Iim &,y = Iim i _ __l__E .
n+co n-rcO (|Cl(n)| —r)(1— ] 24 | ) I—nt
On obtient :
" .
. 1 C
5.9 im Y. 41 . _C
( ) =00 21 (|cv(") | _7,-) (1 . 'Cv(") i ’.) (1 — I‘}’
== .

Avec e signe I'inégalité change de sens et I'on déduit :

Y .
‘ Cr ; R . de,0) Cr
5.10 —— << 1 —0"= Ilim b —
( ) (] _ ,,)2 o 1 d(p (1 + J.)z

v—
Par suite, on a pour 9 ;
cr , e
¢ B (=
La borne inférieure de 07 est toujours positive :
Cr
11— .
a4+ =0

Or la condition nécessaire et suffisante pour que [a fonction f(2) représente le cercle
{z]| << r sur un domaine étoilé est que Pon ait :
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E

dlarg 1 ., {2 :
s =n ()=

lorsque e modute de z est r.

Cette condition est remplie pour ce cas particulier. Les fonctions correspondantes sont
donc des fonctions univalentes appartenant 4 la sous-classe des fonctions étoilées.

Théoréme, Dans la famille (S) des fonctions wunivalentes, il existe pour

( H(a?‘gz) [arg f(zz)])m:r

la borne supérieure et la borne infériewre suivante (5.5):.

C(l +4r)? d Fiz Cr
“8(1_rﬂ)2<( 3 (arg z) [arg z :|)|z|:r< a—nt "

Pour la sous-classe des fonctions univalentes représentant le cercle |z| =< r sur un
domaine étoilé, la borne supérieure est identique, la borne inférieure différente (5.10) :

cr & f@) Cr
(1+I‘)2<( 0 (arg z) [arg z :I);zl=,.<(1?r)?'
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OZET

Bua yazida birim dairede tariffenmiy yalinkat ve normfanmig (S} fonksiyon ailesine

ait f(z} fonksiyonlar igin
‘e (2)]
d(argz) [ lz]=r

ifadesinin list ve alt siurlarm  belirfemekte  birim fonksiyonlart dizisindén faydalam-
Liyor. Ayni sekilde |z | = r dairesini bir yiddez bilge Gizerine tasvir eden (S} nin alt

siift jgin evvelkinin aynr .bir {st sinir ve farkli bir alt suuir hesaplaniyor.




