@ hkm Jeodezi, Jeoinformasyon ve Arazi Yonetimi Dergisi 2007/2 Say1 97

www.hkmo.org.tr

Koordinat Doniisiimiinde En Kiiciik Kareler ve

Toplam En Kiiciik Kareler Yontemleri

Orhan AKYILMAZ', Mustafa ACAR?, M. Tevfik OZLUDEMIR?

Ozet

Koordinat Doniisiimiinde iki koordinat sistemi arasindaki
transformasyon parametreleri her iki sistemde de koordinatlari
bilinen ortak noktalardan hesaplanr. Gereginden fazla ortak nokta
bulunmasi durumunda bu islem “En Kiiciik Kareler (EKK)” yontemi
ile gerceklestirilir. Koordinat doniisiimiinde, hem gozlem vektorii
hem de katsayilar matrisinin bazi elemanlari stokastik ozellikler
tasir. Klasik EKK yaklasiminda bu genellikle goz ard edilir ve bu
durum ¢oziim sonuglart i¢inde bir belirsizlik olarak kalir. Olduk¢a
veni bir yontem olan “Toplam En Kiigiik Kareler (TEKK) ” yontemi
ile hem gozlemler hem de katsayilar matrisinin tamami ya da bir
pargasi stokastik bilegen olarak alimabilir ve béylece bilinmeyen
parametreler i¢in daha gergekgi degerler kestirilebilir. Bu ¢alismada
klasik EKK ile TEKK yontemleriyle ayni veri kiimesinde koordinat
doniigtimii gerceklestirilmistir.
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Abstract

Least Squares and Total Least Squares Methods in
Coordinate Transformation

In coordinate transformation, point coordinates in one coordinate
system can be obtained in another using common points whose
coordinates are known in both systems. In the case of having more
common points than required, this process is done by the least squares
(LS) method. In coordinate transformation, both observation vector
and some elements of the design matrix have some stochastic
properties. In classical LS approach this is often neglected and
remains as an uncertainty in the results. Using “total least squares
(TLS) ", a considerably new method, both observations and the whole
or part of design matrix can be taken as stochastic components.
Thus, more realistic values could be estimated for unknown
parameters. In this study, coordinate transformation is conducted
through both LS and TLS approaches using the same data set.
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1. Giris

Jeodezik ag noktalarinin farkli koordinat sistemlerindeki
koordinatlarinn birbirleri ile olan iligkilerinin ortaya konulmasi
haritacilikta yaygin bir uygulamadir. Bu nedenle, her iki
sistemde koordinatlar1 bilinen noktalar, sistemler arasindaki

baglangi¢ noktalar1 ve eksenler arasindaki matematiksel iliskiyi
elde etmek i¢in kullanilir. Bu problem, 2 Boyutlu (2B) koordinat
dontisiimii i¢in F.R. Helmert tarafindan formiile edilmistir ve
bundan dolayi Helmert doniistimii olarak bilinmektedir. Sekil
benzerliginin korunmakta oldugu ve bu nedenle de benzerlik
doniisimi olarak da anilan iki ve ii¢ boyutlu koordinat
dontisiimleri jeodezik ve fotogrametrik uygulamalarda yaygin
olarak uygulanmaktadir (AKYILMAZ 2007).

Iki farkli koordinat sistemi arasindaki matematiksel iliski,
doniistim parametreleri olarak isimlendirilen parametrelerle
kurulur. 2B diizlemsel koordinat dontisiimiinde, eksenler
boyunca iki 6teleme, 6l¢ek ve sistemlerin koordinat eksenleri
arasindaki dontikliik agis1 olmak tizere toplam dort parametre
s6z konusudur. 3B doniisiimde ise eksenler boyunca ti¢ 6teleme,
eksenler etrafinda ti¢ doniikliik agis1 ve bir 6lgek parametresi
olmak tizere toplam yedi parametre vardir. Bu parametreler,
iki koordinat sistemindeki ortak noktalara dayali olarak
belirlendiginde, bir koordinat sistemindeki noktanin koor-
dinatlar1 diger koordinat sisteminde kolaylikla hesaplanabilir.
Coztim i¢in bir sistemdeki noktalarin koordinatlar: gézlem
vektorl olarak ve doniisiim parametreleri de bilinmeyenler
vektorii olarak alinir.

Doniistimde genellikle yeterinden fazla sayida ortak nokta
kullanilir ve bu durum doniisiim parametrelerinin dengeleme
ile kestirilmesini gerektirir. Klasik EKK yonteminde, her iki
sistemdeki ortak noktalar ve 6l¢ii kabul edilen tiim nokta
koordinatlart esit agirlikli olarak almir ve diizeltme denklemleri
ile olusturulan normal denklemlerin ¢6ziimii ile doniisiim
parametreleri kestirilir.

Diger taraftan, dontisiime altlik olan her iki sistemdeki
ortak noktalar, kaba hata olmadig1 varsayildiginda, belirli
rastlantisal hatalara sahiptir. Ornegin, iki ayr1 GPS kampan-
yasinda yapilan dl¢iilerin ayr1 ayr1 dengelenmesi sonucu elde
edilen nokta koordinatlar1 varyans-kovaryans bilgileri ile
birlikte mevcuttur. Dolayisiyla doniisiimde kullanilacak ortak
noktalar da bu sekilde varyans-kovaryans degerleri ile
mevcuttur. Bu durumda, sonraki boliimlerde de gosterilecegi
gibi donilisiimde kullanilacak katsayilar matrisinin bazi
sttunlarindaki elemanlari stokastik biiyiikliikler olarak ortaya
¢tkmaktadir. S6z konusu bu durumun ele alinmasinda, bu
¢alismanin konusu olan TEKK yodntemi kullanilabilir. TEKK
yontemi, 6l¢iilerin yaninda katsayilar matrisi elemanlarinin
timiniin ya da bir béliimiintin hata icerdigi problemlerin
¢6zlimii i¢in Onerilmis yeni ve giiclii bir yontemdir. Bu
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yaklagimi iceren modeller, degiskenlerin hata icerdigi (Errors-
in-Variables) modeller olarak adlandirilmaktadir (ACAR vd.
2006, AKYILMAZ 2007).

2. U¢ Boyutlu Helmert (Benzerlik) Doniisiimii

3B koordinat doniigiimii, yedi parametreli benzerlik dontistimii
olarak da bilinir. 3B ile bir koordinat sistemindeki noktalar
bir digerine transfer edilir (WOLF ve GHILANI 1997).
Objelerin sekillerinin korundugu benzerlik doniistiimiinde
parametrelerin hesabi i¢in asagidaki formiil kullanilir.

X T 1 -R R, X
Y| =T, +(1+A)| R, 1 -R. ||y (1)
Z T -R R 1 z |
j z y X i
Burada
(14+2) : 0lgek

Rx, Ry, Rz: X, y, z eksenleri dogrultusundaki doniikliikler
Tx, Ty, Tz: x, y, z eksenleri dogrultusundaki 6telenmelerdir.*

dk = [fx T,T.(1+A)R, R, RzJ ile gosterilen doniigiim para-

metreleri vektortiniin hesaplanmasi i¢in EKK gozlem
esitliklerinin katsayilar matrisi 4 asagidaki sekli alir. Burada
n, dontisiim probleminde her iki sistemde de koordinatlar1
bilinen ortak nokta sayisidir.

1 0 0 «x 0 -z
01 0 y z 0 -—x
001 z -y -x 0
1 00 x, 0 -z, vy, @)
A= 01 0 vy, =z 0 -x,
1001 z, -y, -x, 0
100 x, 0 -z, vy,
1 0 y, 2z 0 -x,
10 0 z, -y, —-x, 0]
Daha sonra buradan,
=X "\ 2, X, YV, Z,..||"
e=Adk—-t 3)

lineer (dogrusal) gézlem denklemleri yazilabilir:
Xy Vs, 2z, agirlik merkezi koordinatlart ve
Xi=x, TN, yi=y, YAy, zi=z,+Azii=1,..,n

denirse,

* Benzerlik doniistimii i¢in verilen bu formiil, ancak kiigiik doniikliikler igin
gegerlidir. Diger durumlar icin yaklasik benzerlik doniisiimi olarak
diistiniilebilir.

(1 0 0 A, 0 —Az; Ay |
01 0 Ay, Az 0 —Ay
001 Az, —-Ay, —Ax, 0
100 A, 0 —Az, Ay,
010 Ay, Az, 0 —Ax,
4210 01 A, —Ay, —Av, 0 )
2 2 2
100 A, 0 —Az, Ay,
010 Ay, Az, 0 —Ax,
0 0 1 Az, —-Ay, —-Ax, 0 |

—Zz[xs—X1 y.—Y ZA,—Z]]T

vektorii, kestirim probleminin gézlem vektoriidiir. Trans-
formasyon parametreleri EKK ile hesaplandiktan sonra, x;,
vi, zi koordinatlar1 X, Y}, Z; koordinat sistemine doniistiiriiliir
(AYAN 1981, AYAN 2001).

3. En Kiiciik Kareler Yontemi

Dengeleme hesabinda uygulanan Gauss Markov modelinde
n sayida gozlem, m sayida bilinmeyen parametre ile gdzlem
hatalarinin ya da bir baska ifadeyle istatistiksel olarak olgiilere
getirilecek diizeltmelerin karelerinin agirliklandirilmis
toplaminin minimum olmasi esas alinir. 4 katsayilar matrisini
gostermek tizere, lineerlestirilmis fonksiyonel model,

l+e=Adk rank (4) = m<n (5)
seklinde ve stokastik model,
X,=0, P! (6)

olup burada

¢ : nx1 boyutlu gézlem vektorii

e : nxl boyutlu gézlem hatalar1 vektort

dk : mx1 boyutlu bilinmeyen parametreler vektort

P : nxn gozlemlerin agirlik matrisi

ile ifade edilir. Problemin EKK ¢6ziimii, asagidaki amag
fonksiyonunu goz oniine alan gézlem esitliklerine dayali bir
optimizasyon iglemidir.

Amag:

Cte=Adk (7)
olmak iizere e’ P ¢ — min. kosulunun saglanmasidir. Daha

bilinen bir formda bu minimumlastirma problemi asagidaki
gibi de ifade edilebilir.
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e"Pe=(Adk- €)' P(A dk—{)=min. (8)

dk’nin kestirim degeri dl/c\’yl elde etmek i¢in (8) esitligini min.
yapan asagidaki esitlik {iretilir:

APA dk-AP € =0 ©)
Buradan,

dk = APAY AP € (10)
é=Adk-¢ (1)

bulunur. (10) denklemine gore bilinmeyen parametrelerin
kestirimi, timit degeri sifir olan ve normal dagilimdaki hatalarin
en iyi lineer timit degere sadik kestirimdir. (10) denkleminde
verilen EKK ¢6ziimii sadece bilinmeyen parametre sayisinin
gozlem denklem sayisindan daha az ya da esit oldugu zaman
(rank (4)=m<n) gecerlidir. Baz1 durumlarda gozlemler birbirine
bagimlidir. Bu durumda, A4 katsayilar matrisi rank (mertebe)
disiiklugiine sahiptir ve normal denklemler matrisinin Cayley
tersi (inversi) yoktur. Bu tiir modeller rank diisiikligii olan
Gauss Markov modeli olarak adlandirilir. Bu durumda, genel
matris ters alma yonteminin 6zel bir sekli olan Moore-Penrose
ters alma yontemi uygulanir. Bu yontem, EKK problemlerinde
tek anlamli 6klit ¢oziimini elde etmek i¢in kullanilir. Bu
nedenle, lineer modellerdeki rank dusiikliigti durumlarinda,
parametreler asagidaki gibi hesaplanir.

dk=(A"PAY AP € rank (4) = m<n (12)
Moore-Penrose tersi ( )+, normal denklemin “Tekil Degerlerin
Ayristirmas1 (TDA)” yontemi kullanilarak hesaplanir.

4. Toplam En Kiiciik Kareler Kestirimi

EKK’de orijinal diizeltme denklemleri genellikle lineer
olmadig1 i¢gin, hem bilinmeyen parametrelerin hem de gozlem
hatalarinin diizeltme vektorleri 6nceden tanimlanmis esik
degerlerinden daha kii¢iik oluncaya kadar iteratif bir ¢oziim
yapilmak zorundadir. Bu nedenle, bu yaklasim hem gézlem
hem de katsayilar matrisi hatali oldugu diistintilen modifiye
edilmis Gauss Markov modelinin gergek ¢dziimiine
yakisamayabilir (KOCH 1999).

Buna karsilik TEKK kestirim yontemi, GOLUB ve VAN
LOAN tarafindan ilk olarak 1980 yilinda ortaya atilmis, hem
gozlemleri hem de katsayilar matrisi elemanlar: hatali olan
problemler icin EKK yaklagimina bir alternatif olarak sunulmus-
tur. Klasik TEKK’lerin fonksiyonel modeli asagidaki gibidir.
l+e, =(A-E,)dk rank (A)=m<n  (13)
E 4 : katsayilar matrisinin ilgili bilesenlerinin nxm boyutlu
hata matrisi
e, : gozlemlere ait nx1 boyutlu hata vektoriidiir.

Gozlemlerin hata vektorii €, ve katsayilar matrisinin hata
matrisi E4’nin bagimsiz, ayni varyansa sahip ve ortalama
degerlerinin sifir olduklar1 varsayilir.

TEKK yontemi, (13) denklemi i¢inde hata bilesenlerinin
toplamini1 minimize edecek sekilde asagidaki optimizasyon
probleminin ¢6ztimiinii saglar (MARKOVSKY vd. 2004,
GOLUB ve VAN LOAN 1980, VAN HUFFEL ve
VANDEWALLE 1991):

Amag fonksiyonu: min, , |

[EA;eZ ]|F
Kisit denklemleri: £+ e, =(A—-E ,)dk

(14)

||H ‘ i yukarida verilen amag fonksiyonundaki [E 4 e;] mat-
risine karsilik gelen nxm boyutlu H matrisinin Frobenius
normunu belirtmektedir ve asagidaki formiille tanimlanir:

1], = (X2 = H)

i=l j=1

(15)

iz (.) :arglimani olan matrisin izi

[E.4; €,]:Ensagdaki siitun olarak E4 hata matrisinin gozlem
hatalari, e, siitun vektorii ile genisletilmis #x(m+1) boyutlu
matrisidir (LEON 2002, FELUS 2004).

|: E K él] nin minimizasyon iglemi yapildiktan sonra, agagidaki
esitligi saglayan herhangi bir dk degeri TEKK probleminin
¢Oztiimuddr.

(A—E,) dk =t+é, (16)
Baska bir deyisle, verilen hatali degerler igeren [4;€ 1yi,
[E4; €] Frobenius normuna gore en az ¢aba ile degistirilir
(modifiye edilir). Bu degisiklik, [4; € ] genisletilmis matrisinin
stitunlar1 arasinda bir lineer iliski yaratir. Buna ilaveten, m+1
ranga sahip genisletilmis matris [4; € ], m ranga sahip

[A-Eg; t—e,]1= [21, ) ] ile degistirilir ki bu da € siitununun

A’nim siitunlart ile lineer bagimli oldugu anlamina gelmektedir.
Genisletilmis [4; € | matrisi, TDA ile li¢ matrisin ¢arpimi1
olarak ifade edilebilir.
[4; 1=UZV" (17)

—_ nxn
U—[uu,.,.,ul,”,...un’,,...,un’n]e R

_ (m+1)x(m+1)
V= |:V1,|»- Vi Vimers s Vinme1> Vet ) ""’Vm+1,m+l:| €R

— nx(m+1)
Z—[0'1,1,...,o]ml,...O'mﬂ’mﬂ,...,O'W,I,...,O'",mﬂ] €ER

matrisi kosegen elemanlart tekil degerlere, késegen olmayan
elemanlari sifira esittir. Kolaylik saglamasi bakimmdan bundan
sonra X =diag (0,,...,0,,,0,,,) olarak X matrisinin kése-
gen elemanlar1 kullanilacaktir.

Teorem 1:
(17) denkleminin [A4; € ] genisletilmis matrisinin TDA’s1,
0,>0ps1 V€ Vpimna# 0 oldugunu varsayalim. Boylece

[4; € I’nin TEKK kestirimi asagidaki formiil ile verilir:
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[1:1, é] =U2:,'VT2'=diag (01556150 ,.41) (18)
O™ Om+1 V€ Virima1# 0 kosullari, A tam ranga gahip ise,
genellikle saglanir. Bunedenle A=(4-E,) Ve € ={+e,
tanimlar kullanilarak (13) denkleminin yeniden diizenlenmis
hali asagidaki sekilde olur:

~ 7| dk
] 4]0
-1
[dk; -11" vekt('jrij[fl, ¢ ] ’nin soldan sifir uzayidir ve bu ne-
denle TEKK ¢6zumu TDA o6zellikleri kullanilarak elde
edilebilir. Vm+1 (V’nin son siitununun son bileseni) -1 oluncaya

kadar olgeklendirilmesi ile [dk; -1] vektorii elde edilir (FELUS
2004).

(19)

Teorem 2:

(14) denkleminde verilen kosullara gore elde edilen

parametrelerin vektorii asagidaki esitlikle hesaplanir:
A 1

dk = — (20)

T
I:vl,m+l ’ v2,m+1 LR vm,m+l ]

vm+1,m+1

Diger bir ifadeyle, TEKK probleminin tek ¢6ziimii; en kiigiik
tekil deger ve [A4; € ] genisletilmis matrisinin sag tekil vekts-
rityle iliskili olarak ifade edilir.

[dk; -1]" vektorii, asagidaki 6zvektor denklemini tireten
[4;€]"[A4; €] nin 6zdegeri ile iliskili 6zvektordiir:

r dk] |A"4 A't] |d , |d
i SH{E Eels]

Denklem (21)’in ilk satir1 goz ontinde tutulursa, bilinmeyen
parametrelerin kestirimi olan dk icin asagidaki denklem
(TEKK hesabimin normal denklemleri olarak diistintilebilir)
yazilabilir.

(A"A-0>, 1) dk=A"¢ (22)

Om>Om+1 V€ Vi1 m+120 yaklasimlarindan, [ATA—O',%,+1 1 J

pozitif taniml1 bir matristir ve bu nedenle dk’nin dk kesti-
rim degeri

dk=(A"A-0, )" A"t (23)
ile elde edilir. Su ana kadar verilen formiilasyonlar TEKK
problemleri i¢in gegerlidir. Burada hem gézlem vektorii hem
de katsayilar matrisi ayn1 varyansa sahiptir ve 4 matrisinin
tiim stitunlarindaki bilesenlerin hatali oldugu varsayilmistir.
Bu yiizden, bir agirliklandirma yontemi uygulanmamistir.
Pratikte ise ne gézlemlerin ve katsayilar matrisinin varyanslari
aynidir ne de katsayilar matrisindeki tim stitunlar hatalidir.
Asagida, TEKK yonteminde katsayilar matrisinin sabit
stitunlari, gozlemler i¢in farkli varyanslarm katkisi ve katsayilar
matrisinin hatali bilesenleri formiile edilmektedir.

4.1. TEKK yonteminde katsayillar matrisinin sabit
siitunlar1

Yukaridaki denklemlerde 4 matrisinin biitiin bilegenlerinin
hatal1 oldugu diisiintilmesine ragmen, cogu durumda bazi sabit
stitunlar vardir ki bunlar TEKK dengelemesi sonrasinda
degismeden korunmasi gereken sabit degerlere sahiptir.
Jeodezik uygulamalarin tipik bir 6rnegi, Helmert
transformasyonu gibi geometrik koordinat déniisiimlerinin
Oteleme parametrelerinin katsayilaridir. Bu sabitlestirme
yontemi, A matrisinin ve bilinmeyen vektorii dk’nin boliimlere
ayrilmasini temel alir. S6yle ki,

A=[A;;A4,];4,€ R"™ ve A,€ R™

dk = dk[;ak} | ;dk, € R™ ve dk,e R™ (24)
Burada 47 ve A; orijinal A matrisinin stitunlarinin béliinmiis
sekli, dk; ve dk; ise bilinmeyen parametre vektorleridir.

Aj matrisinin stitunlarmin kesinlikle bilindigi varsayimina
dayali olarak TEKK optimizasyon problemi asagidaki sekilde
ortaya konur:

Amag fonksiyonu: min[u] H[ E, e, :HL

(25)

Kisit Denklemleri: ¢ + e, = [ 1211 ; 1‘”12] [d’fz]
dk,

Bu optimizasyon problemini ¢6zmek i¢in bilinen siitunlarla
digerlerini ayirmak zorundayiz. Bu da [A,;Az;e] genisle-

tilmis matrisin OR carpanlara ayirma yontemi ile gerceklestirilir.
OR, carpanlara ayirma yontemi kullanilarak her dértgen matris,
bir ortogonal matris ¢carpimi Q (QTQ=I) ve bir iist tiggen
matris R olarak ifade edilir. Genisletilmis matrisin QR

carpanlara ayrilmasi [A A, Z] = QR seklinde ya da farkh
sekilde

R, R

11 12

RI b :|
0 R22 RZb

ile gergeklestirilir. Buradaki alt matrislerin boyutlar1 asagida
verildigi gibidir:
Ri=mi1 x m

Q' [A;;4,;€] { (26)

Ri=m1 x m2
Ri2=(n-m1) x m2
Riy=m x 1
Ra2y=(n-m1) x 1
0 matrisi, oklit formu 1’e Frobenius normu ise Jn ye
esit olan birim uzunluklu stitunlara sahiptir.
Bu karma problemin ¢oztimii iki adimlidir.
1) Once parametre vektorii ﬁkz , indirgenmis sistem i¢in
Teorem 2 kullanilarak hesaplanir:

Rzz dkz = Rgb (27)
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2) ikinci adim olarak asagidaki denklem sistemlerinde,
hesaplanan yerine konularak tik, hesaplanir:
R, dk, =R, - R, dk, (28)
Buraya kadar, karma modelin (model, katsayilar matrisi iginde
hem sabit hem de hatali stitunlar1 igermektedir) TEKK ¢6zimii
formiile edilmistir. Gézlemlerin ve katsayilar matrisinin stitun
elemanlariin varyanslari arasindaki farklar ihmal edilebilir,
Oyle ki onlarin ayn1 oldugu varsayilir, ancak genellikle g6zlem
vektorlerinin ve katsayilar matrisi bilesenlerinin varyans
degerleri farklidir. Her iki ger¢ek g6z ontinde tutuldugunda
“Genellestirilmis TEKK (GTEKK)” yontemi asagidaki
aciklandig: gibi uygulanir.

nxn boyutlu D matrisi, kosegen goézlem denklemlerinin
agirlik matrisi olsun. C, (m2+1 x m2+1) kosegen agirlik
matrisidir. Bu matris, A2 nin siitunlarindaki katsayilar matrisi
bilesenlerine gore gbzlemlerin bagil dogruluklarini yansitir.
C matrisi kullanilarak A2’nin stitunlarina gore gozlemlerin
agirliklart belirlenir. Bu tanimlara gére GTEKK yonteminin
modeli asagidaki sekilde yazilabilir:

min

D [E,;e] C|, (29)

leesE 4]

dk
l+e = [AI;AZ +EA2] AI (30)
dk

2

VAN HUFFEL (1991)’de g6zlem vektorii ve 42 matris
bilesenlerinin dolu varyans-kovaryans matrisine sahip GTEKK
problemlerinin ¢6ztimii i¢in gorece karmasik bir ¢6ziim
verilmesine karsin, jeodezik uygulamalarda kovaryans
matrisleri genelde blok-késegen matrislerdir ve bu 6zellikten
yararlanilarak bilinmeyen parametrelerin hesaplanmasi i¢in
bagimsiz verilerle problem GTEKK problemine indirgenebilir.
Hem gozlemler hem de A2 matrisinin elemanlar igin
kosegen agirliklar dikkate alindiginda, problemin GTEKK
¢Oziimii tic adimdan olusur.
1)D= [A,;Az;e] genisletilmis matrisi QR ¢arpanlarina
ayrilir.
Q' D[4 45 €] ={R” R, R”’} 31)
0 R22 R2b

2) (31) denkleminin 2’inci satir1 kullanilarak, indirgenmis
sistem i¢in klasik TEKK ¢6ziimi asagidaki gibi elde edilir:

[R”,-szlc[C" V}D”

(32) denkleminin ¢oziimii igin, tekrar [R,,; R,,]C=U V"

(32)

esitliginin tekil deger ayristirmasi hesaplanir ve dk , degeri

o
%

my+1,my+1

T
33
I:vl,m+1 Vo matoe e o Vm,m+1:| (33)

ile hesaplanir. Burada,

C,. ., =diag(c,,c,,....c,, ) C matrisindeki ilk m> sa-
tirdaki (ya da siitun) kdsegen terimler

Cmy+1 - C matrisinin en sag (alttaki) kosegen terimidir ki, A2
stitunlarma gore gozlemlerin agirligidir.

3) tik, parametresi, ikinci adimda hesaplanan tikz para-
metresinin (31) denkleminin ilk satirinda yerine konarak
asagidaki gibi hesaplanir:

R, dk,=R,, -R,, dk, (34)
ya da daha agik sekli ile
dk,=R," (R, -R,, dk,) 35)

olarak ifade edilebilir.

Burada hem gozlem vektorleri hem de katsayilar matrisi
elemanlarmin késegen varyans matrisi tizerine odaklanilmasina
karsin, daha karmasik bir algoritma ile kovaryans matrisli
problemler i¢in bir TEKK ¢6ziimii bulmak da miimkiindiir.
Burada anlatilan kovaryans matrisi, ag dengelemesinden elde
edilen koordinatlar kiimesindeki nokta koordinatlarinin
kovaryanslarindan ziyade [A42; € ] genisletilmis matrisinin
stitunlar1 arasindaki korelasyonu gz ontinde bulunduran
matristir. Buna ilaveten, her iki koordinat kiimesinin kovaryans
matrislerini de dikkate alan bir ¢6ziim matematik bilimlerinde
dahi hentiz gelistirilmemistir. [42; € ] genisletilmis matrisi
icin kovaryans matrisi, koordinat kiimelerinin orijinal kovaryans
matrislerinden tiiretilebilmektedir. Bu ¢6ziim en azindan belirli
bir aralikta orijinal kovaryans matrisleri ile arzulanan ¢6ziimii
temsil edebilir. Oyle ki, bu ¢alismada verilen sayisal 6rnek
kovaryans matrislerine baglidir, ¢iinkii dengeleme sonrasi elde
edilen bu matrisler kdsegen olarak hayli baskindir ve bu
nedenle diyagonal yaklasim dogruluk kaybina neden
olmamaktadir.

(12) denklemi ile tanimlanan degiskenlerdeki genel hata
hesabi problemini diisiinelim. Buna ilaveten, C matrisinin iki
koordinat sistemindeki nokta koordinatlarinin kovaryans
matrislerinden tiiretilen [A42; € | genisletilmis matrisinin tekil
olmayan kovaryans matrisi oldugu dusiiniiliirse, TEKK
problemi asagidaki optimizasyon probleminin ¢oziimudiir.

min[el;EAJ [EAz;ee]Rg”F

t+e =[4,;4,+E, | {Zzl}

2

(36)

Rc¢ : C kovaryans matrisinin Cholesky ¢arpanlarina
ayrilmasindan elde edilen iist {iggen matristir ve C=R¢" R¢
esitligi ile elde edilir. Bu problemin ¢6ziimii (13) denklemi
ile baglar. OR ile ¢arpanlarina ayrildiktan sonra C kovaryans
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matrisinin Cholesky carpanlarina ayrilmasi takip eder. Bu
adimda, diyagonal agirlik matrislerinin dikkate alindig1
durumdaki [Rz2; R2;]’nin TDA’s1 yerine, [Rz2, R¢] matris
ciftinin genellestirilmis TDA’s1 hesaplanir. Daha sonra,
genellestirilmis TDA uygulamasindan sonra elde edilen
indirgenmis yeni denklem seti (17) ve (18) denklemlerindeki
problemlerin bilinmeyenlerini hesaplamak i¢in kullanilir.
Ayrintilt bir tanimlama, VAN HUFFEL ve VANDEWALLE
(1991) tarafindan verilmektedir.

5. Sayisal Uygulama

EKK ve TEKK gore yapilan ¢6ziimlerin sayisal uygulamasi
amactyla Istanbul Biiyiiksehir Belediyesi smirlari i¢inde kalan
Giirpinar Beldesinde yer alan heyelanli bir bélgede
gerceklestirilen deformasyon 6lgme ve analizi ¢aligmasina ait
olan veriler kullanilmistir. Anilan ¢alisma kapsaminda bélge
icinde 13 noktadan olusan bir deformasyon izleme ag1
kurulmustur. Kontrol noktalart heyelanli bolgenin disinda
kalan ve zemin yapisi saglam olan yerlerde tesis edilmistir.
Heyelanli bolgede bulunan deformasyon noktalarinin yerleri
ise, heyelan bolgesi i¢inde yapilmis olan zemin yapisi
arastirmalarina gore belirlenmistir. Bu ¢alisma kapsaminda
anilan agda Haziran 1996 ve Mart 1998 yillar1 arasinda
gerceklestirilen 4 kampanyaya ait veriler degerlendirilmistir.

Oncelikle her periyottaki lgmeler serbest ag dengelemesi
ile ayr1 ayr1 dengelenmis ve varyans-kovaryans matrisleri
hesaplanmistir. Bundan sonra, periyotlar arasinda Helmert
koordinat déntistimleri EKK ve TEKK ile gerceklestirilmistir.
Gergeklestirilen dontisiimde her iki sistemde de ortak olarak
kullanilan noktalar Tablo 1’de verilmistir.

GTEKK, asagidaki matris ve vektorler boliimlenerek
formiile edilmistir.

A = [A1; A2] olmak izere,

10 0 x 0 -z
0 1 0 »n oz 0 -x
0 0 1 zo =y x 0 T 1+ A1)
HE S : : : : x R,
A= . 34, = Bi=T,|:B,= R (37)
: : : : r 3
0 0 X 0 -z, vy, : R,
0 1 0 Y. zZ, 0 -x,
0 0 1f, z, =y, =x, 0],

Tablo 1: Her iki sistemde koordinati bilinen noktalar

ve gozlem vektort asagidaki esitlikle ifade edilir.

X, Y Z (38)

(31) ve (35) ile verilen GTEKK ¢o6ztiimii (37) ve (38)
denklemlerinde uygulanir. (31) ve (35) esitlikleri igerisindeki
C ve D olarak verilen varyans kovaryans matrisleri asagidaki
esitliklerle ifade edilir.

diag (D)=[Zyy, Zy, 2., Zyn, Zvi, Loz (39)

M 0 0 0 0
tr(D)
() 0 0
tr(D) 40)
C= (X)) 0
tr(D)
r(x,)
tr(D)
L 1_

tr (.) : arglimani olan matrisin iz operatoriidiir. D matrisinin
bilesenleri 2. Sistem Koordinatlarindaki (X, Y, Z sisteminin
koordinatlar1) gozlemlerin kovaryansidir. Xyyz Zyz Zxz Zxy
sirastyla dontisim yapilan koordinat sistemindeki ortak
noktalarin dolu ve béliimlere ayrilmis alt varyans-kovaryans
matrislerdir. Her iki yontem ¢6ztimii sonucunda elde edilen
dontisiim parametreleri Tablo 2°de verilmistir. EKK ¢6ziimii
ile elde edilen dontistiiriilmiis koordinatlar Tablo 3a ve GTEKK
yontemi ile bulunan doniistiiriilmiis koordinatlar Tablo 3b’de
verilmektedir. Elde edilen sonuglar incelendiginde her iki
yontemden elde edilen doniisiim parametreleri oldukca farkli
olmasina ragmen elde edilen sonuglarin birbirine yakin oldugu
goriilmektedir. Bu farklilik, GTEKK y6nteminde uygulanan
agirliklandirma stratejisinden kaynaklanmaktadir. EKK ve
GTEKK yontemleri kullanilarak elde edilen doniistiirtilmiis
koordinatlar arasindaki farklar Tablo 4’te verilmektedir.
Koordinat farklari bazi noktalarda 1 cm’ye kadar degismektedir.
Bu biiytikliikteki farklar, koprii, baraj ve biiyiik mithendislik
yapilarindaki deformasyon izleme ¢aligmalarinda 6nem
tagimaktadir.

Nokta 1. Sistem Koordinatlar: 2. Sistem Koordinatlar

No X (m) ¥ (m) z (m) X (m) Y (m) Z(m)

3 4233187.8633 2308228.6927 4161469.1296 4233187.8344 2308228.6785 4161469.1229
185 4233190.6241 2308518.3296 4161336.2783 4233190.6059 2308518.3249 4161336.2582
2796 4233429.0995 2307875.2234 4161292.4023 4233429.1004 2307875.2240 4161292.4034
2996 4233259.8255 2307712.2949 4161553.4918 4233259.8205 2307712.3025 4161553.4880
5005 4233770.4576 2308340.5190 4160740.3186 4233770.4580 2308340.5240 4160740.3286
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Tablo 2: EKK ve TEKK yontemleri ile elde edilen
koordinat doniisiim parametreleri

EKK GTEKK
Tx 257.49230000 243.7681307
Ty -197.42660000 -122.3680243
Tz -106.36520000 -163.0632509
K 0.99999527 0.999998249
Alfa 0.00001473 0.00000118
Beta 0.00003780 0.00004088
Gama -0.00003474 -0.00002870

Tablo 3a: EKK yontemi ile elde edilen koordinatlar

EKK yontemi ile Doniistiiriilmiis Koordinatlar Koordinat Farklar1
Nokta No X (m) Y (m) Z (m) dx (m) dy (m) dz (m)
4 4233377.6316 2308363.2543 4161191.9469 -0.0048 -0.0066 -0.0037
9 4233224.8264 2307823.5146 4161590.8881 0.0248 -0.0026 -0.0228
1296 4233289.4694 2308332.2419 4161303.0125 -0.0002 -0.0012 0.0020
1896 4233317.6697 2308237.1954 4161294.4017 -0.0174 0.0344 0.0430
1996 4233368.3300 2308087.0599 4161292.5095 -0.2706 0.2172 0.2188
2296 4233140.8771 2307879.7376 4161660.1923 -0.0051 0.0003 0.0090
2396 4233420.0659 2307995.6235 4161257.6143 -0.5213 0.4381 0.2404
2496 4233323.2628 2307939.9228 4161415.4971 -0.3025 0.2734 0.2408

Tablo 3b: TEKK y6ntemi ile elde edilen koordinatlar

TEKK yontemi ile Doniistiiriilmiis Koordinatlar Koordinat Farklari
Nokta No X (m) Y (m) Z (m) dx (m) dy (m) dz (m)
4 4233377.6306 2308363.2526 4161191.9499 -0.0058 -0.0083 -0.0007
9 4233224.8204 2307823.5068 4161590.8845 0.0188 -0.0104 -0.0264
1296 4233289.4676 2308332.2392 4161303.0151 -0.0020 -0.0039 0.0046
1896 4233317.6674 2308237.1923 4161294.4031 -0.0197 0.0313 0.0444
1996 4233368.3269 2308087.0561 4161292.5090 -0.2737 0.2134 0.2183
2296 4233140.8710 2307879.7295 4161660.1894 -0.0112 -0.0078 0.0061
2396 4233420.0626 2307995.6196 4161257.6126 -0.5246 0.4342 0.2387
2496 4233323.2584 2307939.9172 4161415.4949 -0.3069 0.2678 0.2386

Tablo 4: GTEEK ve EKK ile doniisiim sonucu elde edilen koordinatlar arasindaki farklar

Nokta No dx (m) dy (m) dz (m)
4 0.0011 0.0017 -0.0030
9 0.0060 0.0078 0.0036
1296 0.0018 0.0028 -0.0026
1896 0.0023 0.0031 -0.0014
1996 0.0031 0.0038 0.0005
2296 0.0061 0.0081 0.0029
2396 0.0033 0.0039 0.0017
2496 0.0045 0.0057 0.0022
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6. Sonuclar

Lineer kestirim problemlerini ¢6zmek i¢in kullanilan geleneksel
teknikler klasik EKK yontemini temel alir. L1 normlu bazi
robust yontemleri var olmasina ragmen, EKK ve robust
kestirim teknikleri sadece gozlem vektorlerinin hata yiikli
olduklarini varsayar. Yine de bu yaklagim her durumda gecerli
degildir. Oyle bir probleme 6rnek, koordinat doniistimiidiir.
Ozellikle, deformasyon 6lgmelerinde, izleme ag1 noktalarinin
koordinatlar1 her 6l¢gme kampanyasi kendi gozlem kiimeleri
kullanilarak bagimsiz olarak hesaplanir. Her 6l¢me kampanyasi
bagimsiz olarak degerlendirilir ve genellikle serbest ag den-
gelemesi ile dengeleme yapilir. Bu nedenle, noktalarin den-
gelenmis koordinatlar: ve kovaryans matrisleri elde edilir.
Koordinat kiimeleri arasindaki koordinat dontisimii dikkate
alindiginda gozlemler ve kismen dontisimiin katsayilar
matrisinin hatali oldugu gériiliir. Bu problem i¢in ¢6ztim yol-
larindan biri; doniisiim parametrelerinin kestirimi i¢in TEKK
yonteminin kullanilmasidir. TEKK yontemi ile hatali katsayilar
matrisi ve ayrica hesaplamalarda varyans bilgileri géz oniine
alinir.

Benzerlik doniistimii olarak isimlendirilen geleneksel
yaklagimla karsilagtirma yapmak i¢in ayni veri kiimesi tizerinde
uygulama yapilmistir. TEKK ve EKK’leri kullanarak kestirilen
parametrelerdeki biiyiik fark, hatalar ve katsayilar matrisinin
icerdigi noktalarin koordinatlarinin kovaryansindan gelir. Bu
nedenle farkin biiyiik boliimii her iki sistem koordinatlarinin
farkli kovaryanslar1 yiizindendir ki, katsayilar matrisinin
hatali stitunlar1 ve gozlem vektorii arasinda bagil 6lgeklendirme
de yaratir. Boylece, bir Helmert déniisiim probleminin doniigiim
parametreleri eslenik noktalarin koordinatlarinin dogruluguna
oldukea duyarli oldugu sonucunu ¢ikarabilir. EKK ve TEKK
¢Oziml arasinda doniisiimle elde edilen obje noktalarinin
koordinat farklari santimetre seviyesindedir. Bu farklar, biiyiik
deplasmanlarin oldugu ¢aligma alanlarinda ¢ok 6nemli olma-
masina ragmen, bu seviyedeki farklar kii¢iik degisimlerin

kritik 6neme sahip oldugu baraj ve mithendislik yapilar1 gibi
durumlarda 6nemli bir role sahiptir.

Son olarak, EKK modelindeki belirsizlikleri azaltmak igin
jeodezik deformasyon analiz ¢calismalarinda uygulanmak tizere
TEKK kestirimi teknigi 6nerilmektedir.
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