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Oz

Bu c¢alismada, birinci mertebeden lineer Fredholm integro diferansiyel denklem igin baglangic deger
problemini ele aliyoruz. Bu problemin niimerik ¢6ziimii i¢in diizgiin sebekede bir yeni fark semasi insa
ediyoruz. Bu sema, kalan terimi integral bi¢iminde olan interpolasyon quadratiir formiilleri ve iistel baz
fonksiyonunu igeren integral 6zdesliklerinden meydana gelmektedir. Metodun ayrik maksimum normda
birinci mertebeden yakinsakligi ispatladik. Ayrica, hem sunulan metot hem de Euler metodu kullanilarak bir
ornek ¢oziildii ve hesaplanan sonuglar kasilagtirildi.

Anahtar Kelimeler: Fredholm integro-diferansiyel denklem, baslangig-deger problemi, sonlu fark metodu,
hata degerlendirmesi.

An Alternative Method for Numerical Solution of Fredholm Integro Differential Equation
Abstract

In this paper, we consider a linear first order Fredholm integro differential equation with initial condition. To
solve this problem numerically, we construct a new difference scheme on a uniform mesh. The scheme is
based on the method of integral identities with the use of exponential basis functions and interpolating
quadrature rules with the weight and remainder terms in integral form. We prove that the method is first order
convergence in the discrete maximum norm. Moreover, a numerical example is solved using both the
presented method and the Euler method and compared the computed results.

Keywords: Fredholm integro-differential equation, initial value problem, finite difference method, error
estimate

1. Giris biomekanik, elektromagnetik, akiskanlar
dinamigi, 1s1 transferi, popiilasyon dinamigi,

Integral denklemler fen ve miihendislik enfeksiyon hastaliklarinin yayilmas: gibi
bilimlerinin yam1 sira teknik alandaki fizik ve biyoloji alanlarindaki modellere
uygulamalarda  yaygin  olarak  ortaya sikca  rastlanmaktadir  (Bloom,  1980;
cikmaktadir.  Ozellikle  elastik  teori, Holmaker, 1993; Forbes vd., 1997; Jerri,
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1999; Medlock ve Kot, 2003; Rahman, 2007;
Wazwaz, 2011).

Integral ve integro diferansiyel denklemlerin
¢Ozimi i¢in yapilan ¢alismalar Volterra'dan
giiniimiize halen devam etmektedir (Volterra,
1959). Bu denklemlerle ilgili ¢alismalar
lineer denklemleri igerse de, ¢ogu zaman
bunlarin  analitik bulmak
miimkiin olmamaktadir. Bu nedenle niimerik
yaklagimlar literatiirde daha fazla yer
bulmaktadir. Ornegin, dikdértgen metodu,
yamuk metodu, Simpson metodu gibi
geleneksel metotlar siklikla kullanilmaktadir
(Hackbusch, 1995; Jerri, 1999; Kythe ve
Puri, 2002). Bununla birlikte, son yillarda
birgok yazarin; bolge ayristirma metodu,
Taylor seri metodu, dalgaciklar (wavelets)
yontemi, doguran ¢ekirdekli Hilbert metodu
ve sonlu farklar metodu gibi yeni metotlar
kullandiklart ~ goriilmektedir (Darania ve
Ebadian, 2007; Lakestani vd., 2011;
Maleknejad ve Attary, 2011; Wazwaz, 2011,
Arqub vd., 2013; Pandey, 2015; Amiraliyev
vd., 2018; Cimen, 2018; Yapman vd., 2019).

¢Oziimlerini

Bu calismada, asagidaki Fredholm integro
diferansiyel denklemi igin baslangic deger
problemini ele alacagiz:

Lu=u'(x) + a(x)u(x) = f(x)
+2f, K(x, Du(t)de, x € Q,
u(0) =y,

burada Q = (0,!] ve p verilmis reel bir
sabittir. a(x) = a >0, f(x) ve K(x,t)
sirasiyla, Q ve QX Q iizerinde istenilen
tirevlere sahip stirekli fonksiyonlardir.
Calismanin 2. Boliimii'nde problemin analitik

(1.1)
(1.2)

¢Ozliimiiniin bazi 6zelliklerini inceleyecegiz.
Sonraki boliimde sonlu fark metodunu
kullanarak uygun fark semasim1 elde
edecegiz. Daha sonra fark probleminin
yakinsaklik  ve kararlilhik gibi  temel
ozelliklerini inceleyecegiz. Son bdliimde elde

ettigimiz teorik sonuclart dogrulayan bir
ornek verecegiz.

Dahasi, ¢alismamiz boyunca C genel pozitif
sabit ve ||gll ise herhangi siirekli bir g
fonksiyonu ig¢in siirekli maksimum norm
olarak alinmaktadir.

2. Analitik Coziimiin Baz1 Ozellikleri

Bu boliimde,
analizi i¢in ihtiya¢ duyacagimiz ve sonraki
kullanacagimiz  (1.1)-(1.2)
probleminin analitik ¢6zlimiiniin baz1 6nemli

uygun niimerik ¢6zimiin
boliimlerde

ozelliklerini verecegiz.

Lemma 2.1: a(x), f(x) € C(Q), K(x,t) €
C(QxQ)ve

l
§=a 1] ma_xf |K(x,t)|dt < 1,
X€EQ 0

olsun. Bu durumda (1.1)-(1.2) probleminin

analitik ¢oztimii olan u i¢in asagidaki

degerlendirmeler dogrudur:

lullsr < Cov (2.1)
lW'llo < (IAIKL+ llalle)Co + 1If lleo, (2.2)
burada

Co = (lul+a ' lIfllo)(1 = 8)71,
K= max _|K(x,t)l,
(x,t)eQxQ
bi¢imindedir.
Ispat: (1.1) denkleminden,
u(x) = pe™Jo 4O 4 [X[£(s)
+1 fol K(s,t)u(t)dtle” [ aat g
yazabiliriz. Buradan
[u@)| < lule™ + [FIf ()| e **9ds
AL LK G Dl lde] e=2¢2)ds
< lul + a MIfllo(1 = ™) + [Alull

!
X maxf |K(s,t)|dt a™1(1 — e™*),
0sss<l 0

elde ederiz. Buradan (2.1)'in dogrulugu
kolayca goriiliir. Yine (1.1)'den
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lu' ()l < Ia(lx)llu(x)l +1f (0l
+AL [, 1K G Olu)dt,
yazabiliriz. Buradan,

[u' (O] < llallollulleo + 11flle

+HAIK lullol,
elde ederiz. Bu ise (2.2)nin dogrulugunu
gosterir. [ |

3. Fark Semasi

Bu boliimde (1.1)-(1.2) probleminin niimerik
¢oziimii i¢in uygun fark problemini elde
fark
bazi

Bunun icin  Oncelikle

kullanacagimiz

edecegiz.
probleminde
gosterimleri verelim. wy, Q iizerinde bir
diizgiin sebeke olsun:

wy ={x; =ih,i=12,..,N;h =1/N},

wy = wy U {0}.

Ayrica wpy Tlzerinde herhangi bir g(x)
sebeke fonksiyonu i¢cin g; = g(x;) Ve
u(x)'in x; noktasindaki yaklasimmi da y;
olarak Yine, bu g;

alacagiz. sebeke

fonksiyonu i¢in

o gi — Ji—1
gx,l h )

geri fark tiirevi ve
g llco,p = g@vlgil,

gosterimlerini kullanacagiz.

Fark semasinin kurulmasinda ilk olarak
asagidaki 6zdeslikten yararlanacagiz:

R Lu()ei()dx = k7 [f(0)
+2 [, K(x, Hu()dt]g;(x)dx, 1 < i < N,

(3.2)
burada ¢;(x):

%
0;(x) = e K'a®at o < x <y,

olarak belirlenmis baz fonksiyonu,

{_(Pi,(x) +a(x)pi(x) =0,x_1 <x < x,
pi(x) =1,
(3.2)

probleminin ¢oziimiidiir.
(3.1) bagitisin1 yeniden diizenlersek,
h1 f;ll_l u' (x); (x)dx
+h1 f;ll_l a(x)u(x)e;(x)dx
=h7' [} F)ei(x)dx
+h1 [T (A [, K (x, u(®)delg;(x)dx,
(3.3)

yazabiliriz. Daha sonra Amiraliyev ve
Mamedov'un (1995) calismasinda bulunan
(2.1) ve (2.2) formillerini (x;_q,x;) alt
araligr i¢in (3.3) denkleminin sol tarafinda
dikkate alirsak,

h~1 f;‘_l u' () p;(x)dx

+h1 f;‘_l a(x)u(x)p;(x)dx
= Ajug; + Biu;,
elde ederiz. Burada
Ay =ht f,zl_l @i(x)dx
+h7t 2 (= x)a()ei(0)dx,
B;=h"t f;l‘_l a(x)p;(x)dx, (3.4)
bigimindedir. Simdi de (3.3) denkleminin sag

tarafindaki integral terimine uygun quadratiir
formiillerini uygularsak,

_ i l
WL A Sy K G Ou(©)delgi () dx
=h"1) f;i‘_l @;(x)dx fol K (x;, Hu(t)dt +
R
— Xi
=h"11 fxi—l @i () dx R X K (i, t)u; +

R +RP,
elde ederiz. Burada
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R = an1 [ol @i(x)dx

x [t To( = ) (f, 5z K (€ Du(®)de) dé,
(35)

R =2h7' 7' pi(x)dx

x T [;) (s = 2im0) g [K G s)uls)]ds,
(3.6)

1t>0,
To(t) ={0 t<0

bi¢imindedir. Buradan, u(x;) igin
fui = Aiu,g,i + Biui = Fi

N

+ Cl/lhz K(xi,tj)uj + Ri'
j=1

3.7)

kesin fark semasini yazabiliriz. Burada
C;=ht f;l‘_l @;(x)dx,

Fr=h"' [ fe(dx,

R, =R® + R,

A, B; ve RY (k = 1,2) ifadeleri sirasiyla
(3.4)-(3.6) denklemlerinde belirtilmektedir.
Boylece, (3.7) bagmtisindan (1.1)-(1.2)
probleminin yaklasik ¢oziimii i¢in asagidaki
fark semasini onerebiliriz:
tyi = Aiyzi + Biyi = F;
Yo = [ (3.9)
Bununla birlikte, Euler metodu ve dikdortgen

metodunu  kullanarak asagidaki
kolayca elde edebiliriz:

semay1

Vei + @y = fi + AR Y K (%, 6)y;,
1<i<N, (3.10)

Yo = M. (3.11)

4. Yakinsakhk Analizi

Metodun yakinsakligini aragtirmak igin,

‘€Zi=Ri,1SiSN,
20:0,

4.1)
(4.2)
probleminin ¢6ziimii olan z; = y; —u;, (1 <
i <N) hata fonksiyonunu tanimlayalim.
Burada R; (3.5)-(3.6) denklemlerinde ifade
edilen kalan terimlerin toplamidir.

Eger a(x), f(x) € C(Q),

K(x,t) €C1(Qx Q) ise, R; kalan terimi

Lemma 4.1:

i¢in
IRl|c0,0y < Ch,
degerlendirmesi dogrudur.
Ispat: 0<¢;(x) <1 ve |6%K(E,t)| <C

esitsizliklerini (3.5) denkleminde dikkate

alirsak,

i l
[RO| < clalf (fyu(odt)ds,
ve Lemma 2.1'den
[R®| < clal [ (coh dg = o(h).
(3.6)'danve 0 < @;(x) < 1 esitsizliginden,
(2) xj
[RE7] < g [ Is = -]

v [ldK (xi,8)
ds

[u()| + 1K (e, )1 ()1 s,

yazabiliriz. Lemma 2.1 ve |%K(x,s)| <C

esitsizliginden,

Ri(2)| <CXja 9:{1|5 —Xj-1|ds = Ch?N,

elde ederiz. ™
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Lemma 4.2: Azalmayan G; fonksiyonu icin
|G;| < G; ve
v; == Ajvg; + Biv; =G;, 1< i <N, (43)
vo =B, (4.4)
olsun. Bu durumda (4.3)-(4.4.) fark problemi
i¢in
vl <B+a G, 1<i<N,
degerlendirmesi dogrudur (Amiraliyev ve
Yilmaz, 2014).
Lemma 4.3: z,
¢Oziimii olsun ve

(4.1)-(4.2) probleminin

N
— 41
y=a il lnsligzzll((xi, t)] <1,
j=1

sart1 saglansin. Bu durumda
1Zlloowy < (1= V)M IRl o,

esitsizligi dogrudur.

Ispat: (4.1) denkleminden,
AiZJ?,i + BiZi =

N
+ClAhz K(Xi, t])Z] + Ri'
j=1

yazabiliriz. Lemma 4.2'yi ve (4.2) sartini
dikkate alirsak,

N
-1
12l < @ Allzll, max " [K (i, 1)
j=1
+ 1Rl

elde ederiz. m

Son olarak, yukaridaki lemmalar1 bir arada
diistinerek, metodun yakinsaklik sonucunu
ifade eden teoremi verelim.

Teorem 4.1: u,
analitik ¢ozimi ve vy,

(2.1)-(1.2) probleminin
(3.8)-(3.9) fark

probleminin ¢éziimii olsun. Bu durumda

ly — ulloo, oy < Ch,

degerlendirmesi dogrudur.

5. Niimerik Sonuclar

Simdi de asagidaki problemi ele alalim:

u'(x) + 2u(x) = %(e—(1+x) _ e
+%folef—xu(t)dt, X € (0'1], (51)
u(0) = 1. 52)

Bu problemin analitik ¢dziimii u(x) = e™2*,

Bu problem i¢in (3.8)-(3.9) fark problemi y;,
(1 <i < N) bilinmeyenlerine gore bir lineer
denklem sistemi olarak diisiliniilebilir. Bu
sistem, farkli
Mathematica programi yardimiyla
¢ozlilmiistir. Gerek sunulan metot (SM),
gerekse klasik Euler metodu (EM) ile elde
edilen asagidaki  tablolarda
listelenmis ve bir grafikte verilmistir.

Tablo 1. Niimerik sonuglar (N = 64)(SM)

N'nin degerleri  i¢in

sonuglar

Xi U; Vi lyi — wl
0.125  0.7788008 0.7785212 2.796 E-4
0.250  0.6065307 0.6060662  4.645E-4
0.375  0.4723666 0.4717871 5.795E-4
0.500  0.3678794 0.3672360 6.435E-4
0.625  0.2865048 0.2858341 6.707 E-4
0.750  0.2231302 0.2224582 6.720E-4
0.875  0.1737739 0.1731185 6.554E-4
1.000  0.1353353 0.1347083 6.270E-4
Tablo 2. Niimerik sonuglar (N = 64)(EM)
Xi U; Vi ly: — wl
0.125  0.7788008 0.7785212 2.796 E-4
0.250  0.6065307 0.6060662 4.645 E-4
0.375  0.4723666 0.4717871 5.795 E-4
0.500  0.3678794 0.3672360 6.435E-4
0.625  0.2865048 0.2858341 6.707 E-4
0.750  0.2231302 0.2224582 6.720 E-4
0.875  0.1737739 0.1731185 6.554 E-4
1.000  0.1353353 0.1347083 6.270 E-4
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Tablo 3. Her iki metot i¢in maksimum hata degerlendirmesi

N el (EM) el (SM)

32 1.157E-2 1.337E-3

64 5.875E-3 6.740E-4

128 2.960E-3 3.385E-4

256 1.486E-3 1.696E-4

512 7.444E-4 8.489E-5

1024 3.725E-4 4.247E-5
N = . — .
e’ = fgglglyl U

Yi

0.8

0.6

X
0.4} \

0.2}

—+#—— Analitik ¢6zim

ceefe--- SM

EM

0.2 0.4

0.6 0.8 1.0

Sekil 1. (5.1)-(5.2) probleminin N = 64 i¢in analitik ve niimerik sonuglari.

6. Sonucg

Bu c¢alismada birinci mertebeden lineer
Fedholm integro-diferansiyel denklem igin
baslangi¢ deger problemi ele alinmistir. Bu
problemin niimerik ¢6zliimii i¢in katsayilari
integral bi¢iminde olan ve kalan terimi
integral terimi igeren quadratiir formiilleri
yardimiyla yeni bir fark semasi elde
edilmistir. (1.1)-(1.2) problemine uygun bir
ornek verilerek, yeni sema ve klasik sema

kullanilarak elde edilen sonuglar Tablo 1.-
2.'de sunulmustur. Tablo 3.'de ise her iki
semanin N = 32,64, ...,1024 i¢cin maksimum
hatalar1 Karsilastirilmistir. Ayrica Sekil 1.
incelendiginde yeni yontemin klasik Euler
yontemine kiyasla daha iyi sonuclar verdigi
gorilmiistiir. Bu c¢alismadan elde edilen
sonuglar, gecikmeli  integro-diferansiyel
denklemlerin nlimerik ¢oziimii i¢in yol
gostericidir.
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