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POZINOMIAL GEOMETRIK PROGRAMIAMA

GIRIS

Geometrik programlama, posynomial
veya signomial kisitlar altinda yine posynomial
veya signormmal ama¢ forksiyonunu optimal
yapma problemidir. Konveks olmayan
programlama problemini konveks
programiama problemine indirgeyerek global
optimum sonuglar saglar ve baz 6zel sartlarda
amag fonksiyonunun optimal degen i¢in alt ve
tist sirur belirler.

Ik olarak mithendisik alanindaki
problemleri ¢ozebilmek amaciyla algoritma
gehistirilmesi amaciyla ortaya ¢ikimasina karsin
bugiin birgok alana uygulanabilmektedir.
Envanter Teorist, Pazar Kangumi problemierine
uygulanimas: igingtic. Dogrusal olma-van
programnlarna bagh@ altinda incelenmesine
karsin, difer tim programlama teknik- lerine
gore Ustinligih onun dogrusal olmayan
programlama bashgindan ayn bir bashk altinda
incelenmesine yol agrmgtir. Saglam  bir
matematik  teorisi  vardir. Geometnk
programlamada kullamlan kavramlar
anlayabilmek ve takip edebilmek igin iyi bir
opti- mizasyon teorisi bilgisi gerekmektedir.

Bu yazida geometrik programiamaya bir
giny yapilarak bu programlama hakknda
okuyucuya bir fikir veritecektiv. Diger yazlarda
bu programlamanin uygulamala- n {izennde
durulacaktir.

1. POZINOMIAL FONKSTYONLAR
Bir pozinomial fonksiyon

T

x)=2.C,p.ix) (1.1)
=1
yeklinde yazlabilir. C, verilen pozitif reel
sayilar ve
x=(x{,x9, ., xp

iken py(x) fonksiyonu; a@,, herhangi reel say1
olmak tizere
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seklinde tarumlanur. Burada ' nin bir polinom
olmadigz derhal gorillebilir. Clinkii te-rimlerin
katsaylann C, (¢ = 1,.., T) poztifiir ve x,;' in
kuvvetlerinin dogal sayr ‘olma zo-runlulugu
yoktur.

y fonksiyonunu “ama¢ fonksiyonu”
olarak adlandirabm ve bu fonksiyonu mini-
mum yapan degerleri (varsa) aragtralim. Once
kisitsiz - problemi  gézonime glahm ve y.
fonksiyonunu minimize eden xy , x2 yeen XN
degerlerini bulmaya ¢aligalim.

Minimumda; v fonksiyonunun birinci
mertebeden  kismi  tirevler ahmp  sifira

esitlenmelidir.
Su halde,
C’ YJ* -1 A. e .
/.:-Bfk Z rl g
(k=1...,N)

elde edilir. Butin x, pozitif degerleri i¢in
yukandaki denklem sisterm

T N
SCa, [lx=0 (k=1.,N) (13
t=1 n=1

sistemine dénistr.

{1.3) N bilinmeyenli, N tane dogrusal
olmayan denklem sistemidir. Béyle bir sistemi
¢ozmek ¢ok zordur, En iyl metodlar bile
yvakmsak olmalarma karyin gergek ¢oziimil
{kokil) bulmakta zorlamrlar.

Dogrusal olmayan denklemlerin
¢cOzimil, ¢ok degiskenﬁ bir fonksiyonun
opt]mxzasvonu icin klasik metodu gerektirir.

ZCaH =0 (k=1,...,N)

n=1

denklemleri (yerel) optimum igin gerekli gartlan
ifade eder.
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Bumun  yerine
g6zbniine alalim:

asagidaki  yaklasimu

v fonksiyg‘nunun minimum degerini vy~

ile gosterelim. y |
optimal  degerleri
bulunabilir.

Xy )

baonnsxz degiskenle-rin
bilinmeksizin

Bunun i¢in 6nce @, ile gosterecegimiz
optimal agwhklan tammlamabyiz. Bu optimal
aguliklar

CP+
Wi =

v
seklinde  tamumlanabilic. Bu  agulklann
toplarmimn

T . >
2.0,=1 (1.5)
£=1
oldugu agiktr.
{Gergekten
; *
Cyoyl) Copn Crep
(Ul: W ,0)2: * veees (gJ~ = ®
y v y

olmak izere bu agirhklannin toplaminm

Wt Wyt W=l

oldugu géritiir )

{1.3) ve (1.4) denklemlerinden
-

2.a,0y =0 (n=1,...,N)
¢=1
etde edilir.
{ Gerg ekten,
N

ZC amnx " = O esitliginde p, = H

n=1 n=1
yazarsak
Z mpt (A)
t=1

By,
Xy

elde edilir.
P
@, = —5— bagintisindan
"17
_ a)!y ) P PN |
F20 _F— ((’t ; 0)

7t

elde edilir ki bu 7 ifadesini (4) formunda

yerine yazarak
»

r ayy r *
T Cag ——= Tapayy =0
t=1 <t =1

bulunur.)

" pozitif oldugundan dolay:

Zaf,w, 0 (r=1..,N) (1.6)

yazitabilir.
Simdi, w, degerlerinin bilinmesiyle y
dogrudan bulunabilir, Gerg:ekten,

v ' T ’ Cp (A* —;mr
oy (T R
o1 1 o ]
ol SN
=111 ' (17
t=1 ’\a): / g{pt(l )] )
Fakat
Z =\1% L !’, & A, \\;at
izl =TT T )
r21 \ st J
7
N T o N gammr
=TT T(=)™" = T1(x;)
n=1 t=1 n=l
esithgi gegerlidir.

Oysa (1.6) bagntismdan Za @, =0

=1

oldugundan




elde edilir. Su halde (1.7) bagintisindan

(c\‘”‘

H\a)/

elde edilir ki y*, C; katsayilan ve w, optimal
agirhkianndan hesaplanabilir.

Simdi y fonksiyonu optimal yapma
problemi w, degiskenlerinin  bulunmasi
problemine déniigmistir. (1.5) ve (1.6)
denklemleri T bilinmeyenh (N+1) denklemden
olusur.

(Gergekten,

Wy + Oyt =1
r=1

tot@n0; =0

a,®, +a, o, §
Q@ + gy Oy +..Fdpy@r = 0

I

........... 1

Ay O, + Ay @y ot Ay 7 = 0

7 bilinmeyenli (N+1) denklem elde edilir.)

Bu lineer denklem sisteminin katsayilanndan
olugan matrisin determinanti sifirdan farkh ise

sisternin tek bir ¢dziimit vardur.

—_— Za)rr-l

4 >

N

Ornek:
. - -2
Miny = Cxljx,' +Cyx)x, +Cyx) %3

Gn x:z az .92 031
= C)x; + Cox P xy? + Cyx™ x

v—ZC HA” ,

n=1

2
_ gy — 17
p, = I I x, (t=12,3)
n=1
°1| V]
b= Xy
Py = X[ xy®
— 4931 LG22
P3 =X Xy

)

Z 0 = 1 ? Zama’r O
=

t=1
1

W+ o+ w;=1 L
3w, + 3w, ~30, =0 ¢ =

-200,+ @, +3w, =0 j

w =04, @ =05, o,=0.1

€760, Cy=50, C3=20 olarak verilsin. $u halde
(C\“fC'Ybfc:
@) \o,) \o
£60° 50" 20"

A R g =1258
Y =\0a) \03) \01) -

*
2
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. Cplx")
)/ = ———— =
Q)‘.
Cplx)=yo . t=(123)

3

Cp =my = 60xx =04x1258=75032

C,p, =@,y = 50x'x, =05x1258=629

C,p, =@,y = 20x°x] =01x1258=1258

x =112, x; = 0944

2. ARITMETIK-GEOMETRIK ORTALAMA
ESITSIZLIGE

Vi ve vy gibi iki pozitif saymun (veya

fonksiyonun}) aritmetik ortalamas:
v, + v, 1 1
5 veya v+ 3V

P = ~

seklinde gosterilir. Bu iki saymun geometrik
ortalamasi ise

N 1/2 - .
(vlv2 ) veva vll‘lzvzl’2
seklindedir. Negatif olmayan sayilann veya
tonksiyonlann aritmetik ortalamalar, bun-lann
geometrik ortalamalanndan daima bilyiik veya
en fazla esittir.
Su halde v;,v; = 0 igin

1 1 N 5

Evl+§v2 > v/ v (2.1)

esitsizZligi yazlabilir,
Gergekten,
2 )
(vl - vl) >0 (Vf —2vy, vz O)

bagintismmn  gegerli  oldugu Dbiliniyor. Bu

esitsizligin her iki yanuna
4v,v,

pozitif degen eklenirse

126

2 ’ 2.
v+ 2vy, vy 2 4y,

elde edilir. Sonugta

( 2 (Vl -+ v,
b ! ~ 1
v, + v.l) =z dvyv, = \ 3 =z v,

v, + v,y

2

V212
2V ¥V,

(2.1) esitsizligi ispatlanms olur.

Bu esitsizlik kosulu ile aritmetik-geometrik
ortalama esitsizligi genellestirilebilinir. Omegin
v1, V9, v3 pozitif sayilan ve fonksiyonlan igin

1 1 i

g"x * 5"2 - g"s = (22)
bagmtis1 yazilabilir. en genel halini vermeden
Once agirhkh ortalamayi tarumiayahm.

3. AGIRLIKLI ORTALAMA

vy = v3 alimirsa (2.2) esitsizligi

1 2
egitsizlik haline donusiw. Bu baginti, agwhkh
aritmetik ortalamayr ve onun geometrik
esitligini tarurnlar.

Simdi, aritmetik ve geometrik ortalama
arasindaki simetri genellestirilebilinir.

v1, V9,...vT herhangi pozitif sayilar ve
w1, wo,....,wr toplamlan bire esit olan po- zitif
agirhiklar olmak tizere
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vy (3.1)

ay
DY, + OV, +. A@V 2V V)

esitsizlifi yazilabilir. Egitlik ancak vy= vo=.=v
1 oldugu zaman gegerlidir.

Bu esitsizligi kullanabilmek igm (1.1) de
verilen denklem asagidaki gibi yazila-bilir.

T ,cp\
. | &t
g Z"’ka

t

(3.1) esitsizligi kullanlarak
T T s A - \fl'r
X | C |
S~ o S T 2 -
t=1 t=1 \ (L)r =1\ G J
rf ¢ hK
=11+ 32
t=1 \a)f /
esitsizligi elde edilir.

T 7 \ﬂ),

[

i\ @,
bagintist  “predual fonksivon” olarak
adlandinlacaktir. w, (=1,...7) 'ler dual de8isken-
lendir.

7 ( \

G I

2@, )
bagintist ise “"dual  fonksiyon" olarak
adlandinlacaktir.

(Amag fonkstyonu
y=Cx7x + Cyxlx, + Cyxx)

(¢, 3. ¢3) )

geklinde ise, predual fonksiyon

127

(ql

N

)(C lr,]

\w2

seklindedir. Predual fonksiyonu

x_—:fq 3w, -30,

2oyt +3m
X X,

C \’GA{C \‘ﬂml/c ]ﬂbx
vy kaz) \@,

seklinde yazldiinda xy nin

kuvvetlerinin sirasiyla

ve X3

-3, + 3w, — 3@, ve

20, + o, + 3w; oldufuve

Z f)?

bagntsindan dolay x; ve xp ‘nin kuvvetlerinin

sifira esit oldugu gériilir.
. C e
y = + P (l‘ — L»T\ c§1ﬂ.lg}nden
@,
Co _Gpy Cops _ o
@ > @y
elde edilir, Su halde
60(112)°(0.944)
0.4
_50(112)°(0.944)
- 05
200112)°(0.944)’
_ o )01( ) =1258
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4. ZORLUK DERECESI (DEGREES
OF DIFFICULTY)

Tenimlenn sayisi ve bagimsiz dogrusal
denklemlerin sayisi arasindaki fark, "zorluk
derecesi” olarak adlandmbr.

T

2amo, =0

r=1

(n=1,..,AD

kosuluna "ortogonalite kosulu” ve

Yo -1
2=1

kosuluna da "normalite kogulu” ada verilir.
Kisttsiz pozinomial problem igin N

ortogonalite kosulu ve bir normalite kosulu

vardur. Su halde bu denklemler

T-(N+1)

zorluk  derecesine sahiptiler. Bu say1
biiyidiigli zaman problemi ¢6zmek zorlagir.

= 40x" w0, ;! + 20x,x, +
+10x 2, + 40x; x5 + Sx,
fonksiyonunu gézéniine alahm. Bu 6mek igin
(1.5) ve (1.6) denklemlerinden
@O+ 0y + O + W, + W =1 (Normalite
Kogulu)
+ =0 |
—~W, + @0, + 0, +a, =0 [
=) :k {Ortogonalite kosulu)

—, + @, +a,

—ah + w, + ),

Bu bes bilinmeyenli dért denklem oldugu igin
tek bir ¢éziime sahip degildir. 7=5, (N+1)=4 T-
(N+1)=1 zorluk derecesine sahiptir. Bu lineer
denklem sisteminin sonsuz ¢8zimi vardir ve
ik dort aguhg, besinci aguhk cinsinden
¢Ozersek

2 1 1 3
(£, Zg-s‘m5 0)2:'5‘—50)5

1 3 1 2
(032'5"-—560‘ 0)4:§+-§a>5
elde edilir.

ws in her segimi wj;, @y, w3 ve wy in
degerlerini verir ki bu degerler normalite ve
ortoganalite kogullanm saglarlar. Problem, bu
sonsuz degerler arasindan y fonksiyonu-nu
minimum yapan optimal agirhiklan bulmaktr,
Simdi sadece wj bilnmeyen degigkene
bagh d(ws) ile gosterilen ve “substitudet dual
fonksiyon olarak adlandinlan fonksiyonu (1.8)

bagintis1  kullamlarak  asafidaki  sekilde
yazilabilir:
- 1/5{2-ax ) 15 1-3ax)

o) 40| m‘; 0 |0
HWs | = TN ,

ClHe-w)) 33w,
r 10 '7]1/5i1~3m5)g”. 40 quuﬂmjns -
-2 | el
LHt-30,) ] [31+20)]  \e

Duffin "substitued dual fonksiyon" L olarak
adlandrdiyn d(ws) fonksiyonunun ws  opti-
mal agulif tarafindan maksimum edildigini
ispat etti.

d|@!) = mak df o, j=»

¢
! wy ) O

Genel olarak, Duffin, y fonksiyonunu
MiNIMum yapmanin

T/ o\

: C ‘
d(a)l’ 602,..., wT): 1 Lj/} (4-1) .

geklinde tamumlanan d(wy, ws,.., wy) dual
fonksiyonun ortogonalite ve normalite kosulu
altinda maksimum yapmak oldugunu gésterdi.

CY0Ovea, e¢R

olmak fizere mirnimum yapilmasi istenen
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fonksiyonunu tekrar gézoniine alalim.
Simdi

e =x (n=12..,N) @42)

dontigimi yapalim. Su halde problem

T N
Minimize (x)=2.C [ ]e%™ (4.3)
r=l

£=1

veya

y(x):ictex iUnamJ (4.4)
£=1 n=1

seklinde ifade edilebilir.
Simdi dual geometrik programlama
problemini inceleyelim.
Bu programlama problemi
7~ \%
. G
Optimal d( Cg) = HL— 4.5
t=1 a% j

Kasitlar Zama)t =0 (Ortogonalite Kogulu)
t=1

T
Za), =1  (Normalite Kosulu)

Bittiin  kisitlar dogrusal (lineer) oldugundan
dolayr dual kisit kiimesi bir konveks bélge
olusturur.

Simdi d{e) dual amag fonksiyonunun
giici tarumlanabilir.
d(w) ile ¢alymak yerine bunun dogal
loganitmas: olan

Ha) = In (d{0))

ile gahgmay tercih edelim. Biitiin wy (t51,...,T)
degigkenlern 0 < w, < 1 bagintisim ger-
geklediginden dolayr bu  mantikh bir
déniigiundiir ve d(w) dual degiskenlerine

‘bagh

In (d(@)) monotonik bir forksiyondur.
Su halde

z(m)zln(d(m)) =
) ] e

esitligi yazilabilir.
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Fonksiyonlarinin toplamimn negatif

olmasindan dolayt z( Q) fonksiyonu konkavdir.

Su halde, dual problem, konveks kisitlar
altinda konkav amag fonksiyonu igin denge
(sabit) noktasuu buimaktir. Bundan dolay:
fonksiyon tek bir mutlak maksimum noktasina
sahiptir.

Sonug¢ olarak amag,
ortogonalite kogullan altmda @y > 0 (=1,
olmak kosuluyla z( ) dual fonksiyonunu

maksimize etmektir.

nomnmnalite ve

Ny

J

7

T/
-t

N

L\,

4.7)

:x

oldugunu hepimiz biliyoruz. Orijinal (primal)
problemin minimizasyonu, dual proble-min
maksimizasyonuna esittir. Su halde primal
problemin mutlak minimumu, dual problemin
mutlak maksimumuna egittir. Bu ¢ok
Snemlidir, Ciinki dual problemi ¢ézmek daha
kolaydur.

c, C
= ln(-—1 + o lll(_”z‘}‘..."f'a)l
2] \a’1 o) \ @, T“'

T T
=20 Il{“ =20 lr{i
t=1 t=1 C

"‘Zf"h\

_._._./

5. DUAL FONKSIYONUN
MAKSIMIZASYONU

Simdi veter kosullan saptamadan, bir
onceki Ornegimizi tekrar g6zéniine alalim.
Optimal agnrhiklan bulmak igin tek bir degisken
le sl d(wg) fonksiyommu maksi-mize
edelim. Kolay oldugundan dolay1 logaritma ile
caligalin.

Ao,)=n dlag) = -

o

N

1- 3w, )
100

[1+2a,
q

(1+20,)
200

%)
- ws In 3 (5.1

z(@5) fonksiyonunun ws ¢ gére birinei tirevi
alump sifira egitlenirse

/ N
—dizl[1+ln 2 0)5 " ( (1 30)5 J+ 1+ l 3, “
do, 5 (200 5\ 50 J)
g[n “G’S (1 111/0)5 D 5.2)
Sy 200 N kS ©.
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1, (2-w,) 3 |l3a)5\ 3, (1 3w, ) 2. [1+ 20,
:—lnL : ] -—=In 2
5 o )75 00 50 ) 5200
7
) 1.3 32 _
'1“L5)+5+5+5'5'1 0

y
= 1n(2- @) ~10(200)% +1n(1-30,) ~ 10(100)% + In(1 - 3, *
—ln(SO)% +1n(1+ 2@5) % +1n(200)'/5 + lnaos‘1 +In5=0

p 4
74

)—y ] @(200)/5(100) 4(50)°

1 [(2 15(1-3
=In{{2- o - 3w o
AR I L (2000%(5)

i
1+ 20, !:0
_j

ortogonalite ve normalite kogullanndan dolayr logaritmik olmayan sabitlerin toplarm mutlaka sifir
olacaktir.
Su halde

3/ ]

[ y 6/ —2/ { (200) / (100)/ 5(50)75 |

= In L(z -a5)/5(1-305) /S {1+ 205) J In| '

L ew’se

oldugundan dolayr o, optimal agirhig:

4 6, / . __2//
(2—@5)%(1-3a)5)’5(1+2w5) Z ot = 1145 (5.3)
esitligini saglar. Burada bir degisken oldugu igin tek reel ¢éziim kolayca bulunabilir. Optimal agirhk
o, = 00709

seklinde elde edilir. Diger agirhklar ise,

o, = 04-02(0.0709) = 0.3858
w, o, = 02— 06(0.0709) = 01575
@, = 02+ 0.4{0.0709) = 0.2284

Su halde
. ( 40 \ossss( 20 \Imsvs( 10 )0.1575[ 40 )0.2284( 5 \0.0709
Y \0.3858 \0.1575/ \0.1575 0.2284) 0.0709
y =108.75
seklinde bulunur.
C
Yot
ar

131
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egitliginden hareketle
. {(108.75)(0.0709) . (10875)(01575)
%1 5 R 10(1.542) !
. (108.75)(0.2284)
x, = = 0.561
40(1.107)
optimal degerleri elde edilir.
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