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THTIMAL OLCUMUNON DE(“}iﬁiMLERi{,YE MARTiNGALE
UZAYLARININ KESTIRILEBILIR TEMSILi

Arg. Gor. Omer ONALAN

Bu ¢alismada, ihtimal Sigiimiinin bir degisimi altmda martingale uzayviarmm
kestirilebilir temsili arastiridivor. Ozel semimartingale lerin kanonik ayrigim:, lciimiin
bir degigimi altinda, martingalelerin minimal doguray alt kiimelerinin kardinalitesini

belirlemek icin basit bir yol saglyor.
1.Giriy

Martingalelerin birkisim viiksek boyuthu
~ uzaylan, kestirilebilir temsiller yolu ile martin-
gale’lerin sabit bir vektorii tarafindan gerilebilir.
Bu &zellik stokastik kontrol ve menkul kiymet
ticaretinde uygulama bulmaktadir.

Burada, farkh ihtimal 6lgiimlen altinda
martingale alt uzaylan arasindaki iligkilent
karektenize ediyoruz.

Girsinov Teoremi: yol ile bir ihtimal
Olgimii  altnda, Lokal martingalelerin bir
doguray vektdril, yveni bir thtimal Slgtunit altinda
lokal martingalelerin bir doguray vektoriine tas-
vir ediliyor.

2.Temel kavramlar:

(Q,#P) tam ihtimal uzayi, F= {#.t=R}
olagan sartlan saglayan filtrasyon olsun. iler-
leyen kisimlarda daha zivade (Q, %, F P ), “filtre
edilmis thtimal uzay1” iizennde ¢ahgacaktir.

o . b
Bir Ozel Semimartingale; X= X X
~formunda bir aynigima sahip bir siiregtir. Burada

A

X lokal martingale

b
X Kestirilebilir sonlu degisimh stireg

X . sirecinin  yukardaki formdaki
- aynsimina ozel semimartigalle’inin  kanonik
ayrigim: denir.

X=(¥,,..X,) , bilesenlen 6zel semimart-
ingaleler olan R* -degerli bir siire¢ 1ise
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(XA " X’ 2 s X o 1cin X’ yazryoruz. Ozel
semimartingalelerin bir kiimesin X ile goster-
irsek, 3% Xe X3 lokal martingalelerinin
kiimesini X ile gdsterecegiz.

Simdi & - degerli semimartingalelere
gore reel-degerli stokastik integrallerin varhg
igin gerekli olan genel sartlan verehm:

M, ® degerli bir lokal martingale olsun.
O zaman artan, sonlu degigimli, reel-degerli bir
C siireci ve nxn’lik yan-belirh (semi-definite)
matris degerli [ X, , X, ] =C ;. € olan CHC,)
stireci vardir, [ . , . ] kuadratik degigim: gosteri-
yor.

AB, A’nin B’ye gore egri-efri stiltjes
integrali igin kullamliyor.

W N
M) :“Z H;Cy;e HJ} cji ifades

ilokal integrallenebilir olan, & degerli H=(H,, ...
, H,) kestirilebilir siiregleni kiimesini gosteriyor.

HeldM) ise H.M stokastik integrali, her
reel degerli N lokal martingale’i igin,

( )
EMN =2 H,;Ki}c M
\\ i

egitligini saglayan tek lokal martingale

olarak tammianabilir. Burada K,
M, ,N}=K,.C‘yi saglayan segimlik siireci
gosteriyor.



Omer ONALAN

A=(ALA,, ..., A)nin X - degerli sol
limitlerle sag siirekli bir sonlu degigim siireci
olmast durumunda bir artan, reel degerli V
sonlu degisim siireci ve

A=V .V olan V=(v,,v,, ..., Vv,) siitect
vardr.

A kestinlebilirse, v* yi ve V’yi kestirile-
bilir olarak segebiliriz.

|

I(A): . 7 bir sonlu degisim

Z Hiv,

siireci olacak éekilde, & - degerli kestirilebilir
H=(H,,H,,...,.H,) siire¢leri kiimesini gostersin.

HeLl(A) i¢in H.A stokastik integrali,

)

} ‘U?

/

stiljes integrali olarak

/
‘ Z Hivy
.-
tarumlamr.
X, & degerli bir semimartingale olsun.

I(X): Xin ® - degerli bir M lokal
martingale ve &' - degerli bir A sonlu degisim
stireci igin, He LOM)L(A) olacak sekildeki, R*
- degerli H kestirilebilir siireglerinin kiumesini
glbstersin.

H.X stokastik integrali, X’in aynsumna
bagh olmayan, HM ve H A ‘nm toplarm olarak
tarumlamr,

Bu tamm;

Z HiXi stokastik integral bilegenler-
inmin topl'cilmma genisletilebilir,

Herhangy bir qe[l,0] i¢in, semimartin-
galeler uzay: iizerindeki pozitif genisletilmis reel

degerh bir ol fonksiyoneli, herhangi bir X
semimartingale’i igin

Sup[X, }?]?

t20

xll, = LYCQ,F,P)

olarak tarumlarnur.
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M M=0 ve ”Muq < 0 olacak sek-

il_deki M lokal martingalelerin alt uzaym goster-
sin.

Bilindigi gibi, aynstirtamaz siwreclerin bir
denklik smufi olan 9/ ° lle] normu altinda Bir
Banach uzay: dir.

A ? nun bir Kararlt Altuzay “her Me M
A€, T- durma zaman igin, 1,M" olacak sek-
iideki 9 ° *mn |lof, - kapal: bir M alt vektor
uzayidir.

Bu, M nin % ° mn karark bir alt uzay
olmast i¢in gerek ve yeterli kosul, bilesenleri
M’nin elemanlan olan herhangi bir M vektdr
lokal martingale’i i¢in.

L£(M) ={H.Me M°; HeL(M) } ¢ M

olmasi anlaminda, stokastik integrasyon
altindaka kararhhga denktir.

Lokal martingalelerin herhangi bir 9¢
kiimesi igin: £% (4 Tiim Me M igin,

£ (949 vyiihtiva eden 9 ¥ nun enkiigilk
kararh alt nzaymm gostersin.

L1(M) , U e s L(M) nin kapanisidir.
stiphesiz. lokal martingalelerin herhangi bir M
vektoril igin £° (%) nin kendisi, %¢ ° nun bir
kararl altmayidir. Herhangi bir (adapted) uyar-
lanmg A siirect igin;

Bioi A’da “lokal” olan siireglerin
kiimesini gostersin. Yani, T,—»0 olacak sekilde
(T,) durma zamanlanmin artan bir dizisi ve tim n
icin A™ e ise Ae . dir.

Lokal martingalelerin herhangi bir M
vektoril igin,

£LM) ={H.M; HeL(M) } olsun.

Lokal martingalelerin herhangi bir M
vektoril igin;
dir.

L(M)yo= L(M) 2

Eger a¢, a¢° “nun bir kararh altuzavi ise
f ‘nin bir (g-generatdr) g-Gericisi; bilesenleri
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M, un elemanlan olan lokal matringatelern bir
M vektoriidir.

M bir g-gericiye sahip degilse 44 ‘nin g-
boyutu sonsuzdur. Eger & ={0} ise onun q-
boyutu sifir olarak tanimlanir,

3.ihtimalin Degisimi:

Q,{Q, #} tzerinde P’ye gore mutlak
stirekli bir ihtimal 6l¢iimit olsun. Bu durumda,
Q altinda tammlanan kavramlan (Q, 7%, F°,Q)
“filtre edilrmig thtimal uzayi izerinde ¢ahsiyoruz.
Burada #° ve F°, Q igin “tamamlama’lan
gosteriyor.

P ve Q ihtimal ol¢iimlerini kullanarak
tammianmiz (Q,F, F,P) ve (Q,%°, F2,Q) gibi
iki filtre edilmig ihtimal uzay igin ayinyoruz.

SP) ve S,(Q) swast ile samimartingale
ve Ozel semimartingale uzaylanm gdéstersin

S(Q) ve S,(Q) “da benzer sekilde tanim-
lamr. su gergegi kullamyoruz S(P)<S(Q) ve P
altinda bir semimartingale’in kuadratik varyas-
yomu, omun Q altndaki kuadratik varyas-
yonunun bir Q -versiyonudur.

&, P-martingale’i dQ/dP Radon-Nikodym
trirevi igin Yoguniuk siireci ni gostersin. tium t >
0 i¢in dQ/dP *min #ye kisitlanmasi ile &(t) esit
kabul ediyoruz.

M_EM 19, 1ok Olsun. O zaman meS(Q)
olmast i¢in gerek ve yeter kosul,

b N

M =Y - oM, 5P ve M —m- M
olmast durumunda,

M, &nin lokal integrallenebilir degisim
olmasidur.

qell, o] ve g*ell,0}, 1/q + 1/g* =

esitligini saglasin, &-&e ¢ %, |, olmasi duru-
munda,

MY, 10T 5.(Q) 3

X  herhangi bir &K - degerli P-
semimartingale olsun. HeL (X) ise o zaman
Hel, X ve H™.X, H°X ‘in bir Q-versiyonu

denir.

Herhangi bir Me s ', o, » S,(P) igin,

M o MY i her iside 5,(Q)
*dedir ve agagidaka esitlikler saglanr.

0 e v

b MAPLQ _ MD.P

o P _ M

N Mnma :0

fhtimal 6lgiimiiniin bir degigimi altinda
kararh altuzaylar arasindaki temel iliskiyi
gosteren baslangie niteliginde ki bir sonug
asagidaki sekilde ifade edilebilir.

dQ/dP “nin siurh oldugu kabul edilsin.
Herhangi bir qe[1,%] ve lokal martingalelerin bir
M kimmesi i¢in

£8, 4y < £% («“") dir. Buna
laveten, dQ/dP var ve surh ise,

£8,a0 4% = L@ @
olur. (Dallacherie ve Meyer, 1982, 5.95)

Lokal olarak simrh sigramalara sahip bir
semimartingale, ihtimal él¢iistiniin herhangi bir
mutlak degisimi altinda bir 6zel semimartin-
gale’dir.

Bilesenleri Q-Ozel Semimartingale’ler
olan M=(M,M,,..M’nin # ° nin bir g-
gericisi ve 1/& nun lokal olarak snwh oldugu
kabul edilsin. Bu dununda agagidaki ifadeler
gergeklenir,
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D £ o0 47 = g=1 olmast durumunda 1/& ‘nun lokal

ii) @ Boy(M < q-Boy (M%) <n olarak smurlt olmast sartt, 9" © S,(P) sart ile
yer degistinir.
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