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Oz

Wishart matrisleri ve bu matrislerin 6zdeger dagilimlar telekomiinikasyon, algilama teorisi ve ¢ok degiskenli veri analizlerinde
oldukga yaygin olarak kullamlmaktadir. Fakat bu dagilimlar 6nceden tamimlanmis herhangi fonksiyona benzemediginden, kapali bir
fonksiyonla ifade edilmesi ¢ok kolay olmamaktadir. Literatiirde 6zellikle Wishart matrislerinin en biiyiik 6zdegerinin olasilik dagilimi
icin yapilan ¢aligmalar mevcuttur. Bu ¢aligmalarda Wishart matrislerinin en bilyiik 6zdegerine eklenen parametrelerle 1. dereceden
Tracy-Widom dagilimina benzetilmektedir. Fakat dagilimin benzerlik 6l¢iisii eklenen parametrelere gore degismektedir. Yapilan bu
calisma, Ma, Jhonstone, Deo tarafindan Onerilen en biiylik 6zdeger dagilim fonksiyonlarinin performanslarini karsilastirmayi
amaclamigtir. Benzetim ¢aligmalar1 farkli boyuttaki matrisler i¢in uygulanmig ve sonuglar karsilagtirilmistir. Yapilan benzetim
caligmalarina gore, Deo tarafindan sunulan en biiyiik 6zdeger dagilim fonksiyonunun, 1. dereceden Tracy-Widom olasilik dagilimina
en fazla benzedigi gorillmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Kovaryans matrisi, En biiyiik 6zdeger, Olasilik dagilim fonksiyonu, Tracy-Widom olasilik dagilimi, Wishart
matrisi.

Performance Analysis of Blind Source Algorithms in the Separation of
Sound Signals

Abstract

Wishart matrices and eigenvalue distributions of these matrices are widely used in telecommunication, perception theory and
multivariate data analysis. However, since these distributions do not resemble any predefined functions, it is not easy to express them
with a closed function. There are studies in the literature, especially for the probability distribution of the largest eigenvalue of
Wishart matrices. In these studies, some parameters are added to the largest eigenvalue of Wishart matrices and they are likened to
Tracy-Widom distribution of order 1. However, the similarity of the distribution varies according to the added parameters. This study
aimed to compare the performances of the largest eigenvalue distribution functions proposed by Ma, Jhonstone, Deo. Simulation
studies were applied for matrices with different dimension and the results were compared. According to the simulation studies, the
largest eigenvalue distribution function presented by Deo was found to be most similar to the first order Tracy-Widom probability
distribution.
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1. Giris

Rassal matrislerin 6zdeger dagilimlari ve bu dagilimlarin kapali fonksiyonlari, haberlesme sistemleri, haberlesme kanallarinin
kapasite hesaplar1 ve birgok hipotez testleri i¢in kullanilmaktadir (Ciflikli & Ilgin, 2017; 2020). Bunlarin yan1 sira Wishart ve Gauss
dagilimli rassal matrislerinin en biiyiik 6zdegerlerinin dagilimi, temel bilesen analizi de dahil olmak iizere ¢cok degiskenli veri analizi
alaninda 6nemli rol oynaktadir (Edelman, 2005; Johnstone, 2001). Ozellikle Biligsel Radyo uygulamalar1 ve spektrum algilama
yontemlerinde 6zdeger dagilim fonksiyonlarina oldukga fazla ihtiya¢ duyulmaktadir (Chen & Zhang, 2018; Mohammadi, Javadi,
Ciuonzo, Persico, & Pescape, 351). Bunlara ek olarak haberlesme sistemlerinin kanal kapasite hesaplar1 da yine 6zdeger dagilim
fonksiyonlarina dayanmaktadir. Bu nedenle karmasik veya gercek sonlu matrisler icin en biiyliik 6z degerin olasilik dagilim
fonksiyonlar1 kapali olarak bazi ¢aligmalarda incelenmistir (Ciflikli & Ilgin, 2017; Ma, 2012). Bu ¢alismalardan birinde en biiyiik
Ozdegere cesitli parametreler eklenerek, dagilimi 1. dereceden Tracy-Widom (TW);) olasilik dagilimina benzetilmeye ¢aligilmistir
(Ciflikli & Ilgin, 2018; Nadler, 2011). Yapilan bagka ¢aligmalarda ise bu parametreler degistirilerek TW olasilik dagilimina daha fazla
yakinsadig1 gdézlemlenmistir. Ayrica en bilylik 6zdegerin olasilik dagilimini belirli kapali fonksiyonlara benzetmek amaci ile farkl
yontemlerde uygulanmstir. Yapilan bu ¢aligmalarin hepsinin ortak amaci en kiigiik matris boyutlarinda, 6zdeger dagilimini belirli
fonksiyonlara benzetmektir (Johansson, 2007).

Bu ¢alismanin amaci ise literatiirde bulunan en biiyiik 6zdeger dagilimlari i¢in kullanilan bazi fonksiyonlar1 karsilagtirmaktir. Bu
baglamda Wishart matrislerinin en biiyiik o6zdeger dagilimini, TW; ‘e benzetmek i¢in ¢aligmalar yapilmig ve bunlar
degerlendirilmistir. Yapilan ¢aligmada farkli satir ve siitun sayisindaki Wishart matrisleri i¢in farkli dagilim fonksiyonlarinin analizi ve
benzetim sonuglar1 verilmektedir.

Yapilan bu ¢alismanin organizasyonu su sekildedir: 2. Boliimde Wishart matrisleri ve bu matrislerin 6zdeger dagilimlari ile ilgili
bilgiler verilmektedir. Benzetim caligsmalarinda kullanilacak olan farkli olasilik dagilimlarinin teorik ifadeleri de bu boliimde
acgiklanmaktadir. Yapilan ¢aligmanin benzetim sonuglari ve tartisma 3. Bolimde verilmektedir. Son olarak, 4. Boliim’de ise sonuglara
yer verilmektedir.

Bu ¢alismada kii¢lik normal karakterler (x) vektorleri, biiyiik koyu karakterler (X) matrisleri temsil etmektedir. Ayrica X' ifadesi
devrik (conjugate, transpoz) matrisi belirtmektedir.

2. Materyal ve Metot
2.1. Wishart Matrisleri i¢in En Biiyiik Ozdeger Dagilimi

Omek kovaryans matrisi 6zdegerleri ve bu ozdegerlerin olasilik dagilim fonksiyonlar1 ¢ok degiskenli istatistigin temel
konularindan biri olmakla beraber son yillarda iizerinde fazlaca calisilan konular arasindadir. X, nxp boyutunda bagimsiz ayni
dagilimli bir matris olmak iizere herhangi bir W matrisi W = XX' ¢arpimlar1 seklinde yazilabiliyorsa W matrisi Wishart matrisi
olarak adlandirilir ve bu matris Wishart dagilimina sahiptir. Burada X matrisi (nxp) boyutunda karmasik (complex) veya gercek (real)
olabilir ve X' onun eslenik devrigini (konjuge transpozunu) belirtir. u,, X matrisinin ortalamasini, £ kovaryans matrisini gostermek
iizere u=0 kosulu ile (nxn) boyutlarindaki kovaryans matrisi ise X = W = XX' olur.

Birgok hipotez testinde kovaryans matrisi, 4; > A, > -+ > 4, durumu igin 6zdegerlerinden faydalanilarak, kiiresellik testleri,
giiriiltiilii siireclerde isaret algilama testleri gibi karar cikarimlar1 yapilmaktadir. Y = o2 I, olmasi durumunu gz Oniinde
bulundurarak bu varsayim altinda (n, p—o) iken e€=p/n € (0,0) ve dagilimin varyansi o, dagilimin merkezini gosteren u olup
asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

s D
L = (A/0% — finp)/Gnp = TW, (1)

Bu esitlik 1. dereceden Tracy-Widom dagilimina yakinsar ki bu dagilim rassal hermit matrisinin en biiylik 6zdegerinin olasilik
dagilim fonksiyonunu belirtir (Johnstone, 2001).

Burada

fop =0 (V=14 p) )
1 1

~ Onp\z ([ 1 1\3

o= () (F5+ ) ©)

tanimlanmis olup 1. dereceden Tracy-Widom dagilimini belirtir.

Ma yaptig1 ¢aligmalar ile merkez fi,, ,, ve skala 6, ,, katsayilarim,

tnp =1 (Yn=1/2+p-1/2) 4)
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1/2 1 \V3
Onp = (.un,p/n) ( /n_11/2 + W) ®

seklinde degistirmis ve bu degisimle birlikte Esitlik (6) ile verilen matematiksel ifade de sonlu 6rnek uzunluklar1 TW dagilimina daha
¢ok yakinsadigini ispatlamistir (Ma, 2012).

< D
Lpg = (/11/0_2 - ﬂn,p)/an,p - TW,; (6)

Bu calismanin yam sira literatiirde kovaryans matrisi 6zdeger dagilimiyla ilgi olduk¢a fazla ¢alisma bulunmaktadir. Ornegin
Nadler kuyruk olasiliklar icin daha iyi bir yaklasim elde edilebilecegini simiilasyonlar yardimiyla gostermistir (Nadler, 2011). Bu
yaklagim 6nemli bir gelisme saglamakla beraber, hesaplama maliyeti dezavantaji ve uygun bir dagilim fonksiyonu olmadig1 nedeniyle
fazla kullanilmamistir. Dahasi, ikinci tiirev de negatif degerler alabileceginden, fonksiyon negatif degerler iiretebilir. Literatiirde
Wishart matrislerinin en biiyiik 6zdegerleri ile ilgili yapilmis farkli ¢alismalar da bulunmaktadir (Johnstone, 2001; Deo, 2016). Ancak,
bu ifadeler hesaplama agisindan daha maliyetlidir ve sadece karmasik durum icin gegerlidir. Nadler tarafindan yapilan g¢alisma
hesaplama agisindan ¢ok basit olmasiyla birlikte hem gergek hem de karmasik isaretlere uygulanabilir (Nadler, 2011). Belirli bir
Wishart matrisinin varyans degerinin tahmini, olduk¢a énemlidir. Eger Wishart matrisinin varyans: (¢%) bilinmiyorsa tahmini bir 1,
degeri kullanilarak gelistirilebilir. Bununla birlikte - tahmini igin en basit ve kullanish kestirici # matrisinin ortalama izidir (Ciflikli
& Ilgin, 2018; Deo, 2016).

o} = p~ltraceW) = p 3 1y @

Gelistirilmig 6zdeger yaklagimi i¢in 1. dereceden Tracy-Widom dagilimina bakmak gerekli ve yeterlidir. Bu dagilimda a =
E(W,) = 1.267941 ve b = \Jvar(W;) = 1.267941 olmak sartiyla W; = W; — a/b olmaktadir ve sabit parametreler,

Hnpo = Hpp + A0y 3
Onpo = b Onyp )
olarak tanimlanmustir.

Deo yaptigi ¢alisma ile @3 sonuglar ile Esitlik (10)‘daki aym simir dagilimi iginde yer degistirerek gelistirebilecegini gostermistir
(Deo, 2016; Ciflikli & Ilgin, 2017). Problemi daha iyi anlamak igin standart 1. dereceden Tracy-Widom degiskeninin ele alinmasi
uygundur,

B(%) = B [2] 02 = B (&) B3 (10)

Burada A, gelistirilmis en biiyikk 6zdegerin standart versiyonudur. Hesaplamalarda kullanilan, 1,/0Z ’nin ¢ ’den bagimsiz
olmasi gerektiginden herhangi pozitif tamsayi s igin,

E(55) = 2o (1)

55°) ~ E(65°)

esitligi yazilabilir. 8§ ‘nin 0?X7,/(np) ‘den bagimsiz dagitilmis olmasindan dolayr  E(a¢) =0 ve E(G5) =20"/np

olmaktadir. A,’in tam olarak ortalamasi ve varyansini bilinmediginden asimtotik yaklasim kullamlarak E = 1, /02 ve E = (A3/o*) =
aﬁ,p‘o + :urzz,p,o oldugundan bu degerler Esitlik (11)’de yerine yazilirsa son olarak diizeltilmis varyans o2 elde edilir.

2 _ 1_1) __m 2 .2
O¢ var (Ug 2+np (an,p,o .un,p,O) (12)

ve bu durumda diizeltilmis varyansla birlikte L¢ istatistigi asagidaki gibi olur.

s D
LC = (/11/0-2 - :un,p)/o-n,p,c - TWl (13)

Boylece Esitlik (13) ile verilen 6zdeger dagilimi, Wishart matrisleri i¢in yapilmis en giincel calisma olmasiyla beraber benzetim
caligmalar1 ile de TW; dagilimina en fazla benzeyen dagilimdir.

3. Arastirma Sonuclar1 ve Tartisma
3.1. Bulgular

Yapilan benzetim calismalarinda Rassal olarak olusturulan 0 ortalamali matrisler i¢in kovaryans matrisleri hesaplanmis ve bu
matrislerin en biiyiik 6zdeger dagilimlari i¢in 2. Boliimde verilen fonksiyonlar temel alinmistir. Ayrica yapilan benzetim
caligmalarinda Monte Carlo analizi i¢in yontemler 1000 kere calistirilmistir. Sonuglarin daha iyi yorumlanmasi i¢in Ma, Deo,
Jhonstone tarafindan yapilan caligmalar ile TW olasilik dagilimi ayni sekillerde verilmistir.

Sekil 1’de n=500, p=2 i¢in L;, Lia, Laeo istatistikleri verilmektedir. Goriildiigii tizere TW olasilik dagiliminin merkezi yaklasik
olarak x ekseninde -1.38’de bulunmaktadir. Fakat benzetim ¢alismalarinda kullanilan diger dagilim fonksiyonlar1 Ma igin -9.5,
Jhonstone icin -9.6 fakat Deo i¢in yaklasik -7 seviyesindedir. Deo olasilik dagilimi TW; dagilimina ¢ok yakinsamamakla birlikte
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digerlerinden daha dogru sonug verdigi goriilmektedir. Deo’nun 6nerdigi dagilimin yakinsama basaris1 Esitlik 1’e gdre n ve p

degerlerine dogrudan baghdir.
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Sekil 1. n=500, p=2i¢in L;, Laeo, Lina Istatistikleri
n=1000, p=4 degerlerinin benzetim sonuglari igin Sekil 2’ye bakilabilir. Burada géze ¢arpan en biiyiik degisiklik, verilen biitiin

dagilimlarin Sekil 1 ile kiyaslandiginda TW,’e daha fazla yakinsadigidir.
Ozellikle Deo tarafindan dne siiriilen dagilimin digerlerine gére oldukca basarili oldugu goriilmektedir. Grafige dikkat edilirse

dagilimlarin varyans1 hemen hemen birbirlerine benzemekle beraber, gercek farkin dagilimlarin ortalamasinda oldugu goriilmektedir.
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Sekil 2. n=1000, p=4 i¢in Lj, Lma, Ldco Istatistikleri
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Sekil 3. n=10000, p=8 igin L;, Lya, Laeo Istatistikleri
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Sekil 3’te ise bu galismada kullanilan en biiyiik Wishart matrisi i¢in benzetim sonuglar1 verilmektedir. Deo tarafindan yapilan
¢aligmanin, TW’e oldukca benzedigi goriilmektedir.

Verilen sekillerdeki dagilimlarin ortalama degerlerinin 1. derece Tracy-Widom dagilimindan ne kadar saptigini gérmek amaciyla
Haj = |urws — pj] (14)
Hiey = ltrwr — Ml (15)

esitlikleri kullanilmistir. Tablo 1°de standart 1. dereceden Tracy-Widom dagiliminin merkezi ile Ma, Deo ve Jhonstone tarafindan
onerilen yontemlerin karsilastirilmasi tabloda gosterilmektedir. Tabloya bakildiginda Deo tarafindan &nerilen dagilim fonksiyonunun
biitiin matrisler i¢in digerlerinden daha dogru sonuglar verdigi goriilmektedir. Ornegin 4x1000 boyutunda bir matris igin, HUema)

degerinin 1.72 oldugu goérilmektedir. Ayn1 6l¢titteki matris igin y, jy degeri 2.1 olarak dl¢lilmustiir.

Tablo 1. Dagilimlarin Ortalama Degerleri

Boyut B Hma) Hpeo=Lc)
2x500 7.75 7.72 5.62
2x1000 7.37 7.35 5.17
2x10000 6.51 6.45 4.14
4x500 2.29 1.83 0.79
4x1000 2.1 1.72 0.72
4x10000 1.84 1.45 0.57
8x500 2.18 1.67 0.83
8x1000 2.01 1.54 0.69
8x10000 1.77 1.27 0.44

4. Sonug¢

Bu ¢alismada yapilan benzetim g¢aligmalari sonucunda literatiirde bulunan bazi 6zdeger dagilim fonksiyonlarinin benzetim
sonuglart verilmektedir. Boylece Biligsel Radyo veya radar sistemleri igin farkli uygulamalarda kullanilan 6zdeger dagilim
fonksiyonlarmin basarimlar1 incelenmistir. Ozdeger dagilim fonksiyonlar1 &zellikle Bilissel Radyo uygulamalarinda spektrum
algilama yontemleri igin olduk¢a dnemlidir. Bu uygulamalarda standart 6zdeger orani gibi test istatistikleri siklikla kullanilmaktadir.
Bu nedenle belirli matrislerin 6zdeger dagilimlarini kapali fonksiyonlarla ifade etmek igin literatiirde oldukca fazla calisma
yapilmigtir. Bu ¢aligma temelinde 6zdeger dagilimi icin verilen bazi kapali fonksiyonlarin basarimlarinin karsilagtirilmasi temel
almmustir. Yapilan benzetim ¢aligmalar1 Jhonstone, Ma ve Deo tarafindan 6nerilen 6zdeger dagilimini temel almaktadir. Yapilan
benzetim ¢aligmalar1 sayesinde Deo tarafindan onerilen en biiyiik 6zdeger dagilim fonksiyonu, Wishart matrislerinin en biiyiik
6zdeger dagilimint TW1’e en fazla yakinsayan fonksiyon oldugunu kanitlanmistir.
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