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Öz 

Bu çalışmada iki parçalı komşuluk matrisi     mertebeli (   )-circulant matrisi olan iki parçalı bir graf ele 

aldık. Daha sonra bu grafın mükemmel eşlemelerinin ( -factor) sayılarının Lucas sayıları ile arasındaki 

ilişkiyi verdik. Son olarak da bu mükemmel eşlemelerin sayısını hesaplamak için bazı maple prosedürleri 

verdik.  

 

Anahtar Kelimeler:  Mükemmel eşleme, İki parçalı graf, Permanent, Fibonacci sayısı, Lucas sayısı 

 

Bipartite Graphs Associated with Lucas Numbers 

Abstract 

In this paper, we consider the bipartite graph whose bipartite adjacency matrix is an      (   )-circulant 

matrix. Then we show that the numbers of perfect matchings of this graph are equal to the well-known Lucas 

numbers. Finally, we give some Maple procedures in order to calculate the numbers of perfect matchings of 

the bipartite graph. 

 

Keywords: Perfect matching, bipartite graph, permanent, Fibonacci number, Lucas number 

 

1. Giriş 

Fibonacci ve Lucas sayıları pozitif 

tamsayıların geniş bir ailesine aittir. Bilim ve 

sanatın hemen her alanında birçok ilginç 

özelliğe ve uygulamaya sahiptirler. Yeni 

keşifler için çok değerli fırsatlar sunmaya 

devam etmekle birlikte matematiğin 

güzelliğine, özellikle de sayılar teorisine 

oldukça katkıda bulunmaktadırlar (Koshy, 

2001; Koshy, 2011). Bu sayı dizileri ile ilgili 

çok sayıdaki çalışmalardan bazılarına (Lee, 

2000; Shiu ve Lam, 2003; Kılıç ve Taşçı, 

2008; Özkan vd., 2018; Özkan ve Altun, 

2019; Özkan ve Taştan, 2019) 

kayanaklarından ulaşılabilir.  

 Meşhur Fibonacci *  +   
  ve Lucas 

*  +   
 dizileri,     için 

                   ve      

                   ve      

şeklindeki rekürans bağıntısıyla tanımlanırlar 

(Koshy, 2001). 

Fibonacci ve Lucas dizileri "The On-

Line Encyclopedia of Integer Sequences" 

https://orcid.org/0000-0002-6281-6780
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sayfasında sırasıyla A000045 ve A000032 

şeklinde adlandırılırlar (OEIS, 2013). 

    için 

                      (1) 

şeklinde tanımlanan rekürans bağıntısı, 

Fibonacci ve Lucas sayılarının birbirleriyle 

ilişkisini veren önemli bir bağıntıdır (Koshy, 

2001).  

Fibonacci ve Lucas sayılarının bazı 

değerlerini Tablo 1'de görebiliriz.

Tablo 1. Fibonacci ve Lucas Sayılarının Bazı Değerleri 

                              

                                  

                                      

  

İki parçalı grafların özelliklerinin 

araştırılması König tarafından başlatılmıştır. 

Matrislerin determinantları yardımıyla 

komşuluk matrislerinin özelliklerinin 

incelenmesi ile birlikte iki parçalı graflarla 

ilgili teorik açıdan yeni bir yaklaşım ortaya 

çıkmıştır (König, 1915; König, 1916). 

Uygulamalı bir konu olarak ise iki parçalı 

graflar, sosyal ağ analizi, demiryolu 

optimizasyonu problemi, evlilik problemi vb. 

gibi iki farklı nesne türü arasındaki 

etkileşimin bir modelini oluşturur (Asratian 

vd., 1998).  

İki parçalı grafların mükemmel eşlemelerinin 

gerçek yapımı veya sayımı, yöneylem 

araştırmasında ortaya çıkan atama ve 

çizelgeleme problemleri ve maksimum akış 

problemleri gibi uygulamalara sahiptir 

(Minc, 1978). İki parçalı grafların mükemmel 

eşlemelerinin sayısının organik kimyada da 

ayrıca önemli bir rolü vardır (Wheland, 

1953).  

  bir graf ve   de    ve    gibi iki altkümeye 

ayrılmış  'nin düğümler kümesi olsun. Eğer 

 'nin her kenarı   'deki bir düğümü   'deki 

bir düğüme bağlıyorsa  'ye iki parçalı graf 

denir. Bir grafta her düğüm tam olarak tek bir 

kenar ile bağlı ise bu eşlemeye mükemmel 

eşleme ( -factor) denir. Başka bir deyişle, 

her bir düğümün derecesi  'dir.  ( ) iki 

parçalı bir   grafının komşuluk matrisi ve 

 ( ) de iki parçalı   grafının mükemmel 

eşlemelerinin bir sayısı olsun. Buna göre 

 ( )  ve  ( ) arasındaki ilişkiyi veren 

bağıntı  ( )  √   ( ( ))  şeklindedir 

(Minc, 1978). 

  iki parçalı graf ve   de |  |  |  |    

  olmak üzere    ve    gibi iki altkümeye 

ayrılmış  'nin düğümler kümesi olsun. 

Ayrıca  'nin iki parçalı komşuluk matrisi 

 ( )  (   ) de eğer   grafı      'den 

     'ye bir kenar içeriyorsa      , aksi 

taktirde       şeklinde tanımlansın. Bu 

durumda,   iki parçalı grafın mükemmel 

eşlemelerinin sayısı, onun iki parçalı 

komşuluk matrisinin permanentine eşittir 

(Minc, 1978). 

   *           + kümesinin bütün    

sayıdaki   permütasyonlarının bir simetrik 

grubu olsun. Buna göre     

mertebesindeki bir   [   ] matrisinin 

permanenti  

   ( )  ∑∏    ( )

 

       

 

şeklinde tanımlanır. Bir matrisin permanenti 

o matrisin determinantina benzer. Aradaki 
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tek fark determinantın Laplace 

açılımınındaki minörlerin işaretinin pozitif 

olmasıdır (Minc, 1978). Permanentlerle ilgili 

temel bilgilere ve daha fazla uygulamalara 

(Marcus ve Minc, 1965; Harary, 1969; 

Brualdi ve Cvetkovic, 2009) kaynaklarından 

ulaşılabilir. 

Permanentlerin fizik, kimya, mühendislik 

gibi birçok alanda uygulamaların olmasının 

yanında en önemlilerinden bazıları da graf 

teorisiyle ilgilidir. Bir grafın mükemmel 

eşlemelerinin sayısını hesaplama problemi 

ise graf teorisindeki diğer uygulamalara göre 

daha zahmetlidir (Minc, 1978). Dolayısıyla 

iki parçalı grafların mükemmel eşlemelerinin 

sayısını hesaplamak, son yıllarda ilgi gören 

bir problem olmuştur.  

Araştırmacılar, iki parçalı grafların 

mükemmel eşlemelerinin sayısı ile meşhur 

tamsayı dizileri arasındaki ilişkiyi veren 

çalışmalardan bazılarını (Lee ve Lee, 1995; 

Lee vd., 1997; Lee, 2000; Shiu ve Lam, 

2003; Kılıç ve Taşçı, 2007; Kılıç ve Taşçı, 

2008; Kılıç ve Stakhov, 2009; Yılmaz ve 

Bozkurt, 2012; Fonseca vd., 2015; Öteleş, 

2017) kaynaklarından bulabilirler. 

Bu çalışmada ilk olarak Fibonacci sayılarıyla 

ilişkili iki parçalı graflar için bazı lemmalar 

verdik. Daha sonra bu lemmalardan 

yararlanarak, iki parçalı komşuluk matrisi 

(   )-circulant matrisi olan iki parçalı grafın 

mükemmel eşlemelerinin sayısının Lucas 

sayılarıyla ilişki olduğunu gösterdik. Son 

olarak bu grafın mükemmel eşlemelerinin 

saysısını hesaplamak için bazı maple 

prosedürleri verdik. 

2. Bulgular 

  [   ] matrisi, satır vektörleri           

olan     mertebeli bir matris olsun. Eğer 

  matrisinin    sütünununda diğer elemanları 

sıfır olmak şartıyla tam olarak sıfırdan farklı 

iki eleman varsa o zaman   matrisine     

sütun üzerinden contraction (büzüşme) 

yapılabilir. Kabul edelim ki,     ve 

          olmak üzere   matrisi    

sütuna göre contraction yapılabilir olsun. 

Buna göre,   matrisinden    satır ve    sütun 

silinip    satır yerine de             vektörü 

yazılarak elde edilen (   )  (   ) 

mertebeli       matrisine    ve    satıra bağlı 

olarak    sütuna göre   matrisinin 

contraction'u denir. Eğer      ve       

    olmak üzere    satıra göre contraction 

yapılabilir ise        [     
 ]

 
 matrisine    ve 

   sütuna bağlı olarak    satıra göre   

matrisinin contraction'u denir.         

için    matrisi      matrisinin bir 

contraction'u olsun. Buna göre      ve 

     olacak şekilde           (   ) 

matrisleri varsa veya     ise   matrisi   

matrisine contract edilebilir denir (Brualdi ve 

Gibson, 1977). 

Lemma 1.1.     olmak üzere       

mertebeli negatif olmayan bir integral matris 

olsun. Eğer    matrisi   matrisinin bir 

contraction'u ise o zaman 

          

dir (Brualdi ve Gibson, 1977). 

Lee vd. (1997) iki parçalı komşuluk matrisi 

elemanları 

     {
  |   |       
               

 

şeklinde tanımlanan  
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 ( )  

[
 
 
 
 
     
     
     
     
     ]

 
 
 
 

 (2) 

formundaki  -kare (   )-tridagonal matrisi 

olan  ( ( )) iki parçalı grafını ele aldılar ve 

bu grafla ilgili aşağıdaki sonucu verdiler. 

Lemma 2.1  ( ( )), (2) ile verilen  ( ) iki 

parçalı komşuluk matrisinin iki parçalı grafı 

olsun. Bu taktirde  ( ( )) iki parçalı grafın 

mükemmel eşlemelerinin sayısı (   )-inci 

Fibonacci sayısı     'e eşittir.  

Şimdi Lemma 2.2 ve Lemma 2.3'ü verelim. 

Lemma 2.2.   ( ( )), iki parçalı komşuluk 

matrisi 

 ( )  

[
 
 
 
 
 
      
      
      
      
      
      ]

 
 
 
 
 

 (3) 

şeklinde tanımlanan iki parçalı graf olsun. 

Buna göre  ( ( )) iki parçalı grafın 

mükemmel eşlemelerinin sayısı     'e 

eşittir. Burada   ,  -inci Fibonacci sayısıdır.   

İspat.         olmak üzere   ( ), 

 ( ) matrisinin  -ıncı contraction'u olsun. 

 ( )'nin tanımına göre bu matrisin son 

sütununa contraction metodu uygulanabilir. 

O zaman  ( )'nin  -inci contraction'ununu  

  ( )  

[
 
 
 
 
 
      
      
      
      
      
      ]

 
 
 
 
 

  

şeklinde elde ederiz. Benzer şekilde   ( ) 

matrisinin de son sütununa contraction 

metodu uygularsak 

  ( )  

[
 
 
 
 
 
      
      
      
      
      
      ]

 
 
 
 
 

 

matrisini elde ederiz.      ve      

olduğundan bu değerleri yukarıdaki   ( ) 

matrisinde yazarsak bu matrisi 

  ( )  

[
 
 
 
 
 
        
      
      
      
      
      ]

 
 
 
 
 

 

şeklinde yazabiliriz. Yukarıdaki matrisin son 

sütununa contraction metodu tekrar 

uygulanırsa 

  ( )  

[
 
 
 
 
 
        
      
      
      
      
      ]

 
 
 
 
 

 

matrisini elde ederiz. Bu işlemlere devam 

ederek,  ( ) matrisinin  -ıncı contraction'u 

        için  

  ( )  

[
 
 
 
 
 
          
      
      
      
      
      ]

 
 
 
 
 

 

şeklinde elde ederiz.   ( ) matrisinde 

      yazarsak,  ( ) matrisinin 

(   )-üncü contraction'u  
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    ( )  [
         
   
   

] 

şeklinde elde ederiz. Son sütuna göre 

    ( ) matrisinin contraction'u 

    ( )  [
               

  
] 

                     [
          

  
] 

şeklinde buluruz. Lemma 1' den  

     ( )         ( )        

                                

       

olur ki bu da istenendir. 

Lemma 2.3.   ( ( )), iki parçalı komşuluk 

matrisi 

 ( )  

[
 
 
 
 
 
      
      
      
      
     
      ]

 
 
 
 
 

 (4) 

şeklinde tanımlanan iki parçalı graf olsun. 

Buna göre  ( ( )) iki parçalı grafın 

mükemmel eşlemelerinin sayısı     'e 

eşittir. Burada   ,  -inci Fibonacci sayısıdır.  

İspat. Bu lemma,  ( ) matrisinin  -inci 

sütununa göre contraction metodu 

uygulanarak ispatlanabilir.   

Teorem 2.4.   ( ( )), iki parçalı komşuluk 

matrisi 

 ( )  

[
 
 
 
 
 
      
     
      
      
     
      ]

 
 
 
 
 

 

şeklinde circulant matrisi ile tanımlanan iki 

parçalı graf olsun. Buna göre  ( ( )) iki 

parçalı grafın mükemmel eşlemelerinin sayısı 

    'e eşittir. Burada   ,  -inci Lucas 

sayısıdır.  

İspat.  ( )  ( ) ve  ( ) sırasıyla (2), (3) 

ve (4)'deki matrisler olmak üzere,  ( ) 

matrisinin  -inci sütununa göre Laplace 

metodunu uygularsak  

    ( )      (   )      (   ) 

     (   )     

elde ederiz. Lemma 2.1, Lemma 2.2 ve 

Lemma 2.3'deki sonuçları göz önünde 

bulundurarak yukarıdaki eşitliği 

    ( )                   

              

şeklinde yazabiliriz. (1) eşitliğinden       

        olduğundan 

    ( )       

olur ki bu da istenendir. 

Örneğin     için 

      ( )     [

    
    
    
    

] 

       [
   
   
   

]          

    [
   
   
   

]     

       [
   
   
   

]        

                                     

olduğunu görebiliriz. 
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Şimdi yukarıda elde ettiğimiz sonuçların 

maple prosedürlerini verelim. 

Prosedür A. Aşağıdaki maple prosedür 

Lemma 2.2'de verilen  ( ( )) iki parçalı 

grafın mükemmel eşlemelerin sayısını 

hesaplar.   

restart: 

with(LinearAlgebra): 

permanent:=proc(n) 

local i,j,r,f,U; 

f:=(i,j)->piecewise(j-i=0,1,j-i=-1,1,j-i=-2,1,j-

i=n-1,1,0); 

U:=Matrix(n,n,f): 

for r from 0 to n-2 do 

print(r,U): 

for j from 1 to n-r do 

U[1,j]:=U[n-r,n-r]*U[1,j]+U[1,n-r]*U[n-r,j]: 

od: 

U:=DeleteRow(DeleteColumn(Matrix(n-r,n-

r,U),n-r),n-r): 

od: 

print(r,eval(U)): 

end proc:with(LinearAlgebra): 

permanent(n); 

Prosedür B. Aşağıdaki maple prosedür 

Lemma 2.3'de verilen  ( ( )) iki parçalı 

grafın mükemmel eşlemelerin sayısını 

hesaplar. 

restart: 

with(LinearAlgebra): 

permanent:=proc(n) 

local i,j,r,g,V; 

g:=(i,j)->piecewise(j-i=0,1,i>1 and j-i=1,1,j-

i=-1,1,j-i=n-1,1,0); 

V:=Matrix(n,n,g): 

for r from 0 to n-2 do 

print(r,V): 

for j from 2 to n-r do 

V[1,j]:=V[2,1]*V[1,j]+V[1,1]*V[2,j]: 

od: 

V:=DeleteRow(DeleteColumn(Matrix(n-r,n-

r,V),1),2): 

od: 

print(r,eval(V)): 

end proc:with(LinearAlgebra): 

permanent(n); 

Prosedür C. Aşağıdaki maple prosedür 

Teorem 2.4'de verilen  ( ( )) iki parçalı 

grafın mükemmel eşlemelerin sayısını 

hesaplar. 

restart: 

with(LinearAlgebra): 

P:=proc(n) 

local f,H; 

f:=(i,j)->piecewise(abs(j-i)<=1,1,abs(j-i)=n-

1,1,0); 

H:=Matrix(n,n,f): 

print(H); 

print(Permanent(H)); 

end proc: 

P(n); 

3. Sonuç 

Literatürde meşhur sayı dizileri ile iki parçalı 

grafların mükemmel eşlemelerinin sayısı 

arasındaki ilişkiyi ortaya koyan birçok 

çalışma bulabiliriz (Lee ve Lee, 1995; Lee 

vd., 1997; Lee, 2000; Shiu ve Lam, 2003; 

Kılıç ve Taşçı, 2007; Kılıç ve Taşçı, 2008; 

Kılıç ve Stakhov, 2009; Yılmaz ve Bozkurt, 

2012; Fonseca vd., 2015; Öteleş, 2017). Bu 

çalışmalara ek olarak biz de bu makalede, 

Lucas sayı dizisi ile iki parçalı komşuluk 

matrisi (   )-circulant matrisi olan iki parçalı 

grafın mükemmel eşlemelerinin sayısı 

arasındaki ilişkiyi gösterdik. 
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