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MENKUL KIYMETLER PIYASASINDA SUREKLI FIYAT SURECLERI
UZERINE

Omer ONALAN '

! MU.JIBF, Isletme Boliimii, Aragtirma Gorevlisi

Abstract: Most of the continuous-time finance models,
it is assume that securities prince processes are continuous,
operations of the market frictionless and continuous trading
opportunities exist.

Generally  it’s  supposed that  those  market
characteristics are independent from the Stochastic processes
chosen.

In this paper, in a market which is frictionless and in
which the trade is continuous, by using processes which has
continuous trajectories, whe research jfor the stochastic
processes class that makes the equilibrium be possible.

Siirekli zamanlt finans modellerinin  cogunda,
menkul kaymet fivat siirecinin siirekli olduBu piyasamn
ise islem malivetsiz ve siirekli ticaret firsatlarinin varhif
kabul edilir.

Genelde bu piyasa karakdteristiklerinin, segilen
stokastik siiregten bagunsiz  oldugu varsayin. Bu
cahsmada, ticaretin siirekli ve islemierin maliyetsiz
oldugu bir piyasada, siirekli yoriingeli siirecleri
kullanarak, dengeyi mimkin kilan stokastik siireg
sinifini aragtiryyoruz.

LGIRIS

Finans modellerinde en stk kullamilan sorekli
zamanlt siirecler diffizvonlar dir. Bir diffisyon siirec,
sitrekli yoriingelere sahip bir giiglii Markov siireci dir.
Béyle siireglerin yoriingeleri simrsiz degisim gosterirler

Acaba fiyatlan, sinirlt degigimli yoriingelere sahip
bir siirecle gostermek miamkiin midiir?

Arbitraj firsatlarimin  miimkiin  olabilmesi igin
fiyatlann, sumrh deisimli yoriingelere sahip stokastik
siireglerle gosterilmesi gerektigini iddia ediyoruz.

Bu iddiamn arkasindaki sezgisel gergek sudur:
Siirekli, siurh degigimli fiyat siiregleri igin

ardigtk kiigiik artmalar arasinda anlamb  pozitif
korelasyonun olmasidur{1,2].

Eger arbitraj imkani yoksa fiyatlar sinarsiz
degisime sahip olmaliduir{3]. h

Siirekli fonksiyonlar igin diizgiinligi ¢ seviyede
tanumlayabiliriz[4].

a) Sonlu degisim
b)Mutlak siireklilik
¢) Siirekli yogunluk ile Mutlak siireklilik

Eger bir fiyat siirecinin yoriingeleri (b) antaminda
diizgiinse bu; fiyat degisim oranumn ber menkul kiymet
icin iyi tanimlanmis oldugunu ifade eder.(c) anlamindaki
diizgiinliik ise, fivat deBisim oranin zamanla degistigini
soyler. Menkul kiymetler farkli ise (c) anlamindaki
diizgiintitk arbitraj firsatlanns gerektirir.

ILTEMEL KAVRAMLAR VE NOTASYONLAR

K farkli menkul kiymetin ticaretinin yapildigt bir
piyasa disiinelim. Her bir k menkul kiymeti icin;

X, : Bu menkul kiymetin fiyat siirecini gostersin.

Xi(t): k. menkul kiymetin bir hissesinin t-
zamandaki fiyati

X(0)=1 ve X mn sirekli, kesinlikle pozitif ve
sonlu degisime sahip oldugunu kabul edelim.

S(t): k.menkul kiymetinin t-zamaninda elde
tutulan hisselerinin sayisi

V(t): t - zamamnda elde tutulan portfoyin toplam
degeri yani,

V() = ZK:Xk(t).Sk(t) t=0 %)
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P, sabit bir reel say1 olsun. Bir birimlik baslangic yatirimi
ile bir portfoy diisiinelim. Bu agamadan sonra portfoye
herhangi bir yatirim yapilmuyor. Yani elde tutulma
deperi, [X(]"” ye oranlanarak siirekli diizeltiliyor. Bu
son Gzelligi soyle de ifade edebiliriz.

X, (t) S, (t) _ ;[Xk(t)]p @
O S xor

j=1

p’nin biyikk degerleri icin (2) esitligi, oransal olarak
bilylik miktarda yiiksek fiyatlanmis menkul kiymetin ekte
tutuldugunu soyler. p’nin kiigiik degerleri ise bunun
tersini ifade eder.

p=1 ise (2) denklemi al ve elde tut stratejisi’ni
tamimlar. Burada her k ve t igin,

Se(=1/k dur.

P=0 ise (2) denklemi, zamamn her bir noktasinda
her bir menkul kiymetin elde tutulma degerini 1’e

esitleyen bir  stratejiyi  gosterir[3], simdide(2),
bilindiginde portfoyiin zamana gore diizeltilmesi
problemini ele alalim.
(2) denkieminden sunu elde ederiz.
v(O[x, O N
(= SOl

X0

1

V7 y1 5y, 8, ...8¢ ‘yi ihtiva etmeyecek sekil ifade
edelim.

Portfdye  sonradan  yatinm  yapilmamasi
diferansiyel ifade ile su sekilde yazilabilir.
dv(t) = 3 s, ()dx, (1) 0)
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Bu ise, portfoyiin degerindeki tiim degismelerin
kapital kazang/kayiplarindan oldugunu soyler.

P=0 igin (3) ve (4) i birlikte diisiiniirsek,

VR [X O] ax, (1)

dv(t) -
2 [x ()]
OIS EXC) S
dv(t) = b
> [Xk (t)]
av(y 1 2 [X O [x.0F ©)
Ve o 2%
veya
dlog V(t) = —3; Jog 3 [X, ()] %)

V(0= X (0)=1 gercegini kullanmak suretivle
(7y’den su sonucu gikaririz,

®

V), X,X(), ...XJ fyatlannun  p.
mertebeden kuvvet ortalamast dirf2]. caligmanin
bundan sonraki kisminda, p. kuvvet ortalamasim
V(ty’den ziyade VF(t) ile gisterecegiz (3) deki ticaret

stratejismede p-stratejisi denir.

P=0 olmas: durumunda,



Oneri, C.1, S.4.

V(o = {H Xk(r)}%( ©)

geometrik orta’dir. Bu stratejiler sadece gegmigin ve su
an ki fiyatlarin bilgisini ister.

Simdide bu tir stratejilerin arbitraj firsatlarini
nasil kurdugunu agiklayalim:

Kuvvet ortalamalarimin agagida siralayacagimiz
bir takim 6zellikleri[5] da kanitlanmstir.

1- -o0 < p < q < o0 ise sadece X, (D)=...=Xi(t)

VP(t) < VXt) olur.

oldugu zaman
Arbitraj kar vapmak igin:

Sifir zamaminda her bir hisse senedinden 1/K
hisse al ve bu portféyii g-stratejisine gore yonet, yine sifir
zamaninda her bir hisse senedinin 1/K hissesini sat ve bu
kisa pozisyonlar: p- stratejisine gére vinet.

Bu islem hig bir yatirun yapmaksizin t-
zamannda

VP(t) - V(1) - lik bir kazang tiretecektir.

[6] ’un deyimi ile p-stratejisinin kendisini finanse
eden: oldugunu goéstermedik.

Simdi genel bir duramda, p-stratejisinin kendisini
finanse eden oldugunu gdsterelim.

p’yi cok biiyiitiip, q’yu da ¢ok kigiiltmek suretiyle
limit alirsak sunu goriiriiz.

1

" = Max {%.0} 1o

hmq_,oo [% Z Xy (t)qj -1,2.K
) Jo

hmw%zxk(t)p) = l:*/hfl} {0} ap

q —oo oldugunda, elde edilen strateji, sadece en
yikksek fiyatlanimg menkul - kiymetin elde tutulmasi
stratejisine yaklastr. '

fiyat
icin

Buradaki analizimiz, geometrik
gostergelerinin - yandtic:  oldugunu  kanitlamak

yukarda tammlanan stratejiyi kullanan [2]%ln - bir
geniglemesidir.
fR+ — R  bir fonksiyon olsun. Bir 0<asb<co

aralign ve [a,b] nm asx;<x,<..<x,<b seklindeki sonlu
pargalanmas) p=(X;,Xa,...,Xn)'yi dilsiinelim.

Vf(p) = Z lf(xj) - f(xi__] )! (12)
i=2
yi tamumlayaiim.
Ayrica
Vi[a,b] = Sup{vr(p) p[abnin sonlu | (13)
parc alanmast

Vdab] < « f ye [ab] aralifinda sonlu

degisimlidir denir ve fEBV{a,b] olarak, gosterilir.

Vdab] : £ [ab] araligindaki toplam defisimi
feBV[a,b] olmasi igin gerek ve yeter kosul £nin {ab]
iizerindeki iki artan fonksiyonun farki olarak
yazilabilmesidir{7:100].

feBVia,c] ve a<b<c ise,
Vda,bl+ Vdb.cl= Vda,c]
ILRIEMANN-STIELTJES INTEGRALLERI

Daha o6nce simrh degisimli yoriingelere sahip
siirekli fiyat sireglerinin arbitraj firsatlanna imkan
verdigini iddia etmistik. Bu iddianin ispati Riemann-
Stieltjes integrallerine bagh olarak verilecektir.

f ve g, [0,00) arahiginda tammii reel fonksiyonlar
olmak iizere Riemann-Stieltjes integrallari asagidaki
formdadir.

T

[ £(t)dig(o),

0

0 < T{oo (14)
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Bu kisimda Riemann-Stieltjes integrasyonun daha
sonra ihtiya¢ duyacagimiz bazi 6zelliklerini ¢ok kisa
olarak verecegiz: Bu tir integrallerin tam tanim
i¢in[4:14-212]’e bakalabilir.

f strekli, geBV[0,T] ise f, [0,T] araliginda g’ye
gore integrallenebilir[4] .

Zincir Kurali:
tizere[0,00) ’da siirekli
diferansiyellenebilirse,

geBV[0,00) olmak
$:R—R stirekli

f ve g,
olsuntar.

}f(t)dcb[g(t)]:}f(t)cb'[g(t)]dg(t), ({0 (15)

Degisken Douiisiimii: h, [0,00) fizerinde siirekii
geBV[0,00) siirekli olsun.

: 8(t)
j h{g(u)]dg(u) = fh(v)dv (16)
0 8(0)

Simdide VP nin (4)’i gergekledigini gosterelim

p> 0 i¢in biliyoruz ki,

(X0

S (t) = vP(y) = LA —

S0
ve a7)

0=l sinor]

/P
y K Xy, Xy

stokastik siiregleri, siirekli, kesinlikle Pozitif ve sinirh

degisime sahipti.

VR = V(o) + X ], (e, u)
(18) s

asagidaki ifadeye goz atalim.
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t

> [ X (u)ds, (u) =0

k o

(19

[4:5.219]

(18)’in sag tarafindaki ikinci terim; yatirimcinin
t-zamanina kadar ki toplam kapital kazancim gosteriyor.
(18) portfoyiin piyasa degerindeki tiim degismelerin
kapital kazang veya kayiplann oldugunu sdyliiyor. (19)
ise ayn1 seyi daha basit bir sekilde ifade ediyor. net islem
maliyetini gosteriyor. Diger bir deyisle, herhangi bir
periyotta menkul kiymetin satist ile elde edilen gelir, aym
periyottaki menkul kiymet alunlanmn maliyeti ile
dengeleniyor.

Basit Stratejilerle Yaklagum.

T>0, N bityiik sabit bir tamsay1, n=0,1,2,. N i¢in
t, = n% olsun.

Soyle bir ticaret stratejisi diisiinelim:

Her bir menkul kiymetten to-zamaninda 1/K birim
alintyor ve bu t; -zamanina kadar elde tutuluyor. Yani
her bir menkul kiymetin S(t;) birimi satin alinmastir.
Benzer sekilde herbir t; zamaminda her bir menkul
kiymetin Si(t) birimi satin alinmustir. Takip edilen bu
strateji her bir [t t;y] araliginda Si(t) ‘ye yakindir. Bu
strateji kendini finanse eden degildir. Fakat her bir
Strateji igin [0,t] ‘de net islem maliyeti

%ij(u)dSk(u)

icin yaklasik degeri gosterir.

integrasyon teorisi
Stratejiye  basit

Boylece Riemonn-Stieltjes
kullanifarak kendini finanse eden.
stratejilerle yaklasilabilir.

Ticaretin t, - zamanlarinda yapildigim kabul
edelim,

LA

Swclts) = VE(t) = m (20)

j

olur. Burada
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2D

Vl\i?(tn) = Zk: S i (tn—-l)Xk(tn)

her bir 6rnekten egri (yoriinge) igin,

lim VE(T) = v°(T) @2)
Now
dir.
LSONUC

Ticaretin siirekli ve istem maliyetierinin olmadigt
bir piyasada, denge fiyatlan siirekli ise, bunlar sinirsiz
degisimli olmahdir. Degigim sumrl: ise arbitraj firsatlar
meveuttur. Boylece fivat siireglerinin karakteristikleri ve
piyasamn  karakteristikleri  arasindaki  baglantiyt
gostermis oluyoruz.

Fiyat siirecleri mutlak sirekli iken tim menkul
kiymetler aymi olmazsa arbitraj firsatlan ortaya ¢ikar.
Fakat mutlak siirekli oclmayan, sonlu degisimli fiyat
siirecleri icin aym seyieri sdyleyemeyiz.
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