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LEKSIKOGRAFIK GEOMETRIK PROGRAMLAMA (LGP)*
Cev. Tuncay CAN '
" M.U. IIBF, Ekonometri Boliimit, Arastirma Gorevlisi

Abstact:The paper presents the Kuhn-Tucker conditions and
duality theory for the lexicographic minimization problem:

lex min{F(x)‘x eR,,G{x)< Om}

where F and G are vector valued functions form R, —R; and
R, —R,. , respectively. The lexicographic duality is then
applied for problems with polynomials in the objectives and in
the constraints.

-GIRIS

Bu makalede leksikografik  minimizasyon
problemi icin dualite teorisi ve Kuhn-Tucker kogullan
incelenecektir. LGP problemi, F, R, -R, ve G, R, =Ry
iizerinde tanitml: reel degerli fonksiyonlar olmak fizere;

lex min{F(x)]x eR,,G{x) < Om}

seklinde tanimianir. Leksikografik dualite teorisi, amag
fonksiyonu ve kasitlart pozinom oclan problemlere yani
pozinom  geometrik  programlama  problemlerine
uygulanmaktadr.

F, R, —R; iizerinde ve G, Ry — Ry, iizerinde
taruml reel degerli fonksiyonlar olmak iizere

lex min{F(x)lx € RH,G(X) < Om} (1

seklindeki ok amagh matematik programlama

problemini gézéniine alahm.
CeRg, AR, ve beR,, olmak tizere

lex min{Cx'Ax =p,x 2 On} , (2)

leksikografik lincer programlama problemini 6zel bir
durum olarak disinirsek, bu durumda Ieksikografik
dualite fteorisi, standart (tek amagl) simplieks
algoritmasina benzer olarak leksikografik —simpleks
metodunun yapisint gésterir.

(1) bagmusindaki Fx) fonksiyonunu

F(x) = [£,(x), £,(x)...., £(x)]

seklinde gosterelim

Burada

f() = 15" s k=125 = Q)
=1

t=1

seklinde tamimlanir. Ve yine (1) bagintisindaki G(x)
fonksiyonu

" Bu makale M.Luptacik ve F.Turnovec tarafindan “European Journal of Operational Research, 51, 1991 dergisinde

vaymianan makaleden bir geviridir.
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G(x)= [gl(x),gz(x), - (x)]

ve 4)

8(x)=Y

n
bi—1 .
ity . —
ditl lxj ;1=1,2,...m

1=1 =1

I

seklinde tamimlanir. (3) ve (4) bagintilanindaki

0 , di>0

oldugu varsayiir. (3) ve (4) fonksiyonlar ile tamimls (1)
problemi (5) ve x,>0 kosullart altinda LGP problemi
olarak adlandinlir.

I-LEKSIKOGRAFIK OPTIMIZASYON
PROBLEMLERI

On,n boyutlu sifir vektorii ve Oy, mxn boyutlu sifir
matrisi gostersin. Bir xeR, wvektdri, x=0, veya bu

vektériin - sifir olmayan ilk bileseni pozitif ise,
leksikografik olarak nonnegatiftir ve,

x lex > O,
seklinde gosterilir.  Sifir  olmayan leksikografik

nonnegatif bir vektor, leksikografik olarak pozitiftir ve

xlex>0O

seklinde gosterilir. mxn boyutundaki bir A matrisinin
biitiin siitunlart leksikografik olarak nonnegatif ise, A
matrisi leksikografik olarak nonnegatiftir ve

Alex > Opy
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seklinde gosterilir. Benzer bigimde leksikografik olarak
nonpozitif ve leksikografik olarak negatif bagintilan
tamimlanabilir.

FR, tzerinde tamimlanmigs s boyutlu vektoér
degerli bir fonksiyon ve X, R, nin bir alt kiimesi olsun.

Su halde herhangi bir xeX i¢in, bir x«eX vektérii F nin
leksikografik olarak minimal noktadir. Su halde

F(x+) lex < F(x)

F fonksiyonunun minimal noktasini bulma
probiemi leksikografik minimizasyon problemi olarak
adlandinlir ve

lex min{F(x)lx € X} (6)

seklinde gosterilir.

Simdi, G R, iizerinde tamimlanmis m boyutlu
vektor degerli fonksivon olmak tizere X in

X={xeR,|G(x)<0,} 7

oldugunu varsayalim.

F ve G sirekli, tiretilebilir vektér degerli

fonksiyonlar olmak tGzere
lex min{F(x)|G(x) < 0, } (8)
problemi  matematik  programlama  leksikografik

minimizasyon problemi olarak adlandirilir,
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F nin leksikografik olarak minimum nokiasi
olarak tanimlanan (7) bagintis1 (8) bagintisioun optimal
¢ozitmit olarak adlandirilir, F ve G nin biitiin bilesenleri
konveks fonksiyonlar ise (8) bagintst ile ifade edilen
problem de konvekstir.

X

v, F(%)

ile X noktasinda F nin Jakobiyenini gosterecegiz.

II-KONVEKS LEKSIKOGRAFIK
PROGRAMLAMA ICIN DUALITE TEORISI

Vv, F(x.)ylex <O, (9)

V,G,(x)y<0, (10)

bagintilarim saglayan R, e ait olmayan bir y elemam
varsa x- noktast ((8) bagintisiun optimal ¢oziimiidiir.
Burada G,, G nin bir alt vekt6riidir.

Teorem 1:

i~ X», (8) probleminin bir optimal ¢oziimii ise

V,F(x.)+ UV, G(x.) =0, (11)
G(%-)<On, (12)
(13)

(14)

U-G(x-)=0; ,

Ulex 204y,

bagintilarint saglayan sxm boyutunda bir u. matrisi
vardir.

ii- (8) problemi konveks ise, (11)-(14) kosullar,
ayrica x- in (8) probleminin optimal ¢oziim gostermest
igin bir yeterli kosuldur.

Leksikografik Geometrik programlamayi daha iyi
analiz etmek i¢in asagidaki Lemuma’lara ihtiya¢ gosterir.

Lemma 1: A mxn boyutunda, B txn boyutunda iki
matris verilmis olsun.

i- Ya
A x lex < Oy, (15)
Bx <O (16)

sisteminin xeR, seklinde bir ¢tziimii vardir, veya

ii- VA + HB = Opy (17)

esitligini gergekleyen mxm mertebesinde tiggen matris V
ve mxt mertebesinde nonnegatif bir H matrisi vardir.

Lemma 2:

i- A, bir mxn matris ve xeR,, oimak tizere
Alex > Opn , x20,

bagintilan verilsin. Su halde
A xlex = Op

yazilabilir.
Lemma 3:

F, birinci mertebeden kismi tiirevlere sahip vektor
degerli bir fonksiyon olsun. Su halde, eger
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F(y)~F(x)2 V. F(x)}(y—x) ; ¥x,ye X

bagintisi gegerli ise F, XcR, konveks bolgesi lizerinde
konvekstir.

IV-SONUC

Geometrik programlama, mithendislik
modellerinde, y6netim biliminde ve ekonomide ¢ok sik
kullamilan dogrusal olmayan programlama probleminin
6zel ama ¢ok genis bir sintfim teskil eder.

LGP mn kullamishi oldugunu goérmek icin
geometrik programlama probleminde optimal ¢dzéimiin
tek oldugunu gosteren agagidaki sonuca varilmstir.

Geometrik programlamanin primal probleminin
tutarli oldugunu ve bu primal problemin bilesenieri
pozitif olan bir & maksimizasyon problemine sahip
oldugunu varsayalim. Su halde geometrik
programlamanin primal! problemi, eger bu primal
problemin iistel matrisin rang: siitunlann sayisina esit
ise, bir optimal ¢oziime sahiptir.
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