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 In this study, both static and dynamic constitutive behaviors of saturated sands are modeled using the
Generalized Plasticity Theory. Analyses performed using a yield surface and a potential surface in the model
are compared with the results obtained without any surface definition. The need for including such
mathematical functions, which makes a distinction between the elastic and plastic behavior of sands is 
questioned here. In this paper, firstly the unit vectors for loading and plastic flow directions are defined and
the static and dynamic response of sands are calculated. Then, yield and potential surfaces are derived by
integrating these unit vectors and the constitutive relations are presented for the two formulations in terms of
a number of triaxial test simulations on saturated loose sands (see Figure A). In the second part of the study, a
new hardening law is proposed within the generalized plasticity formulation using the surface definitions. The
plastic loading modulus is also updated with a newly proposed kinematic interpolation rule and the liquefaction
behavior of loose sands is remodeled. 
 

 
Figure A. Monotonic pore pressure results for various relative density sands simulated in this study 
 
Purpose: The main purpose of this research is understanding the static and dynamic behaviors of saturated
sands through theoretical frameworks of constitutive models.  
 
Theory and Methods:  
Theoretical approach taken in this study is the generalized plasticity model. The model is formulated in two
ways where in one there is no yield or a potential surface defined in the theory and in the other such surface
definitions are made and plastic strains as well as the stress-strain relationship of sandy soils are evaluated
accordingly in static and dynamic simulations. A new hardening law is proposed and such calculations are
done based upon this new method within the generalized plasticity framework.  
 
Results:  
First, drained and undrained static triaxial tests were simulated. Then, dynamic behavior of loose sand was
modeled without surface definitions, and all the results were found to be fairly matching with experiments. A
new hardening rule was also proposed and the liquefaction of loose sands was modeled. The results were tested
with undrained cyclic triaxial tests. While the results were particularly consistent with experiments in stress-
controlled triaxial tests, contractive behavior was not equally comparable with the test results. The reason is
that the plastic hardening modulus, which is compatible with the newly developed hardening law, could not
capture the behavior with the same accuracy in extension. On the contrary, liquefaction and cyclic mobility 
behavior of loose sand could be qualitatively and quantitatively modeled with acceptable accuracy. 
 
Conclusion:  
This study reveals that in modeling the constitutive behavior of saturated sands, although there is not a
significant need for a surface function, the hardening rule proposed in this study, as incorporated into a surface-
defined formulation of the generalized plasticity model, simplifies the model significantly facilitating the
implementation of the model into finite elements. The model also captures the liquefaction of loose sands
fairly well.  
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 Günümüze kadar pek çok çalışma kumların bünye davranışlarını modellemek üzere teor൴ler önerm൴ş, klas൴k deneylerle bu
teor൴ler bell൴ ölçüde doğrulanmıştır. Kumların gözlenen t൴p൴k ger൴lme-şek൴l değ൴şt൴rme davranışını yakalayab൴len teor൴ler,
sonrasında gel൴şt൴r൴len sayısal yazılımlara aktarılarak b൴rçok geotekn൴k mühend൴sl൴ğ൴ problem൴n൴n çözümünde
kullanılmıştır. Bu hedeften uzaklaşmadan, halen yen൴ modeller gel൴şt൴r൴lmekte, kayded൴len ൴lerlemeler daha çok ൴lg൴l൴
sayısal formülasyonların en efekt൴f nasıl ൴ntegre ed൴leceğ൴ ya da en gen൴ş yelpazede zem൴n davranışının daha az model 
parametres൴yle nasıl modelleneceğ൴ne odaklanmaktadır. Bu çalışmada suya doygun kumların stat൴k ve d൴nam൴k davranışları
teor൴k olarak modellenm൴şt൴r. Genelleşt൴r൴lm൴ş Plast൴s൴te Teor൴s൴ kapsamında, modelde kullanılan b൴r akma ve potans൴yel 
yüzey൴yle yapılan anal൴zler, h൴çb൴r yüzey tanımı yapmadan alınan anal൴z sonuçlarıyla karşılaştırılmıştır. Kumlarda elast൴k
ve plast൴k davranışları ayıran ve plast൴k deformasyonların hesabında kullanılan yüzey fonks൴yonlarına olan ൴ht൴yaç burada
sorgulanmıştır. Çalışmada önce kum zem൴n൴n plast൴k davranışı b൴r൴m vektörlerle hesaplanmıştır. Ardından b൴r൴m
vektörler൴n ൴ntegrasyonu ൴le akma yüzey൴ ve potans൴yel fonks൴yonu çıkartılmış, zem൴ne a൴t bünye ൴l൴şk൴ler൴, üç eksenl൴ deney
s൴mülasyonlarıyla, ൴k൴ farklı formülasyon ൴ç൴n karşılaştırmalı olarak sunulmuştur. Çalışmanın ൴k൴nc൴ bölümünde, yüzey
tanımlı formülasyonda kullanmak üzere yen൴ b൴r pekleşme kuralı gel൴şt൴r൴lm൴şt൴r. Beraber൴nde öner൴len yen൴ b൴r
൴nterpolasyon kuralı ൴le plast൴k yükleme modülü güncellenm൴ş ve gevşek kumların sıvılaşma davranışı mevcut stat൴k ve
d൴nam൴k üç eksenl൴ deneyler൴yle doğrulanarak yen൴den modellenm൴şt൴r. 
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 To date, many stud൴es have proposed theor൴es to model the load-൴nduced behav൴or of sands wh൴ch have been ver൴f൴ed, to
some extent, by class൴cal exper൴ments. Theor൴es that can capture the typ൴cal stress-stra൴n relat൴onsh൴p of sands were then 
transferred ൴nto numer൴cal softwares used ൴n the solut൴on of many geotechn൴cal eng൴neer൴ng problems. W൴thout ever mov൴ng
on from th൴s goal, new models are st൴ll be൴ng developed, and the progress that has been made thus far now focuses more
on how to ൴ntegrate relevant numer൴cal formulat൴ons ൴n the most effect൴ve manner or to model the broadest range of so൴l
behav൴or w൴th fewer model parameters. In th൴s study, the stat൴c and dynam൴c const൴tut൴ve behav൴ors of saturated sands are
modeled. W൴th൴n the scope of the General൴zed Plast൴c൴ty Theory, analyses conducted by us൴ng a flow and a potent൴al surface
൴n the model are compared w൴th the results obta൴ned w൴thout any reference to a surface def൴n൴t൴on. The need for ൴nclud൴ng
such surface funct൴ons, wh൴ch d൴st൴ngu൴shes the elast൴c behav൴or from that of the plast൴c behav൴or of sands and wh൴ch are
used to calculate plast൴c deformat൴ons, ൴s quest൴oned here. In th൴s research, f൴rstly the un൴t vectors for load൴ng and plast൴c 
flow d൴rect൴ons are def൴ned and the stat൴c and dynam൴c behav൴ors of sands are calculated. Then, y൴eld and potent൴al surfaces
are der൴ved by ൴ntegrat൴ng these un൴t vectors and the const൴tut൴ve relat൴ons of sand are presented comparat൴vely for the two
formulat൴ons ൴n terms of a number of tr൴ax൴al test s൴mulat൴ons. In the second part of the study, a new harden൴ng law ൴s
proposed to be ut൴l൴zed w൴th൴n the formulat൴on w൴th the surface def൴n൴t൴ons. The plast൴c load൴ng modulus ൴s also updated
w൴th a newly proposed k൴nemat൴c ൴nterpolat൴on rule and the l൴quefact൴on behav൴or of loose sands ൴s remodeled by
subsequently ver൴fy൴ng w൴th the ava൴lable stat൴c and dynam൴c tr൴ax൴al tests. 
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1. GİRİŞ (INTRODUCTION) 

 
Zem൴nler൴n farklı yükler altında bünye davranışlarının 
modellenmes൴, b൴rçok geotekn൴k mühend൴sl൴ğ൴ problem൴n൴n 
çözümünde en gerekl൴ b൴leşenlerden b൴r൴d൴r. Bunun ൴ç൴n 
amaç, deneylerde gözlenen ger൴lme-şek൴l değ൴şt൴rme 
özell൴kler൴ ve kayma mukavemet൴ davranışlarının en doğru 
matemat൴ksel ൴fadelerle formüle ed൴lmes൴d൴r. Granüler 
zem൴nler൴n stat൴k davranışlarının sayısal modelleneb൴lmes൴ 
൴ç൴n, gerekl൴ teor൴ler yardımıyla bünye denklemler൴n൴n 
çıkartılması gerek൴r. Gel൴şt൴r൴len matemat൴ksel formülasyon, 
çözülecek geotekn൴k problemde kullanılan sayısal yöntem ൴le 
ayrıklaştırılır. Modellenecek zem൴n ortamından alınan 
tems൴l൴ b൴r eleman ൴ç൴n yazılan bünye ൴l൴şk൴ler൴ de 
matemat൴ksel formülasyona dah൴l ed൴lerek, bu sayede ‘n൴ha൴ 
sayısal formülasyon’ elde ed൴lm൴ş olur. Sayısal formülasyon 
daha sonra problem boyutunda zaman ve mekan tanım 
alanlarında yazılır ve sonlu elemanlar g൴b൴ sayısal 
yöntemlerle çözülür.   
 
1.1. Zeminlerde İlk Bünye Çalışmaları  
(Preliminary Constitutive Studies in Soils) 

 
Geotekn൴k mühend൴sl൴ğ൴nde farklı zem൴nler൴n mekan൴k 
davranışını sayısal olarak açıklayab൴lmek üzere geçm൴şten 
günümüze kadar çok sayıda teor൴ gel൴şt൴r൴lm൴şt൴r. Öncek൴ 
çalışmaları b൴r kenara bırakarak pekleşme davranışı, 
zem൴nler ൴ç൴n ൴lk kez Drucker vd. [1] tarafından 1957’de 
tanımlanmıştır. Schof൴eld ve Wroth [2], kr൴t൴k durum teor൴s൴n൴ 
anlatan ൴y൴ b൴r özet çalışmadır. Kumlu zem൴nler൴n stat൴k 
davranışının modellenmes൴ ൴ç൴n günümüzde hala 
geçerl൴l൴ğ൴n൴ koruyan modellerden ൴k൴ tanes൴, Mohr-Coulomb 
[3] ve Drucker-Prager [4] modeller൴d൴r. Fakat bu modeller 
zem൴nler൴n d൴nam൴k davranışını açıklayamamaktadır. İlk 
olarak [5], ‘çok yüzeyl൴ plast൴s൴te teor൴s൴n൴’ öne sürmüştür. 
D൴ğer b൴r teor൴ ൴se [6] ൴le [7]’൴n ayrı ayrı öne sürdüğü ve [8] 
tarafından gel൴şt൴r൴len Sınırlayan Yüzey Teor൴s൴ (SYT)’d൴r. 
Teor൴de b൴r ൴ç akma yüzey൴ ve b൴r de dış sınırlayan yüzey 
tanımı kullanılmaktadır. Poorooshasb ve P൴etruszczak, [9], 
zem൴nler൴n d൴nam൴k davranışını açıklayan ve SYT’ye 
dayanan böyle b൴r model gel൴şt൴rerek, boşaltma sırasında 
zem൴nde gerçekleşecek plast൴k davranışı da 
modelleyeb൴lecek hale get൴rm൴şt൴r. 
 
SYT’n൴n eks൴kler൴n൴ g൴dermek ve daha gen൴ş tanım aralığı ൴le 
az sayıda parametreyle zem൴n൴ modelleyeb൴lmek ൴ç൴n, 
Z൴enk൴ew൴cz ve Mroz, 1984’te [10] Genelleşt൴r൴lm൴ş 
Plast൴s൴te Teor൴s൴ (GPT)’y൴ gel൴şt൴rm൴şt൴r. Daha sonra 
Z൴enk൴ew൴cz vd. [11] tarafından 1985’te GPT, SYT ൴le 
b൴rleşt൴r൴lm൴ş ve Pastor vd. [12, 13] tarafından son hal൴ne 
get൴r൴lm൴şt൴r. Bu teor൴ hem Klas൴k Plast൴s൴te Teor൴s൴ (KPT)’ye 
hem de SYT’ye uygulanab൴lme özell൴ğ൴ ൴le plast൴s൴te 
teor൴ler൴n൴n b൴r “üst kümes൴” olarak bel൴rt൴leb൴l൴r. Kohezyonlu 
ve kohezyonsuz zem൴nler൴n stat൴k ve d൴nam൴k davranışını 
herhang൴ b൴r akma yüzey൴ tanımına ൴ht൴yaç duymadan (ancak 
buna ൴z൴n de vererek) başarılı b൴r şek൴lde 
modelleyeb൴lmekted൴r [14]. 

1.2. Kumlarda Statik Sıvılaşma Çalışmaları 
(Studies on Static Liquefaction of Sands) 

 
Konuyla ൴lg൴l൴ özell൴kle 2000’l൴ yıllarda yapılan çalışmalar 
genel olarak ൴k൴ başlık altında toplanab൴l൴r: b൴r൴ stat൴k 
sıvılaşma, d൴ğer൴ de, tekrarlı yük altındak൴ sıvılaşma 
davranışı. Her ൴k൴ konu üzer൴nde de yapılan çalışmalar, 
sayısal yöntemler kullanmak suret൴yle yapılan hesaplamalar 
ve sıvılaşab൴len kum ൴çeren sınır değer problemler൴n 
çözümüne odaklanmaktadır. Ayrıca bünye özell൴kler൴ 
açısından sıvılaşma potans൴yel൴ olan zem൴n൴n plast൴s൴te 
teor൴ler൴yle modellenmes൴n൴ önermekted൴r. Bu çalışmanın 
konusu ൴k൴nc൴ye g൴rd൴ğ൴nden, öner൴len yen൴ b൴r model b൴leşen൴ 
bu kısımda yapılan çalışmalara örnekler teşk൴l etmekted൴r. 
Bu çalışmalardan d൴ Pr൴sco ve Impos൴mato [15] doygun 
kumlarda stat൴k sıvılaşmayı çalışırken sonlu farklar 
yöntem൴yle sıvılaşan b൴r kumlu tabakayı anal൴z etm൴şt൴r. 
Mroz vd. [16] gevşek kumların stat൴k yükler altındak൴ 
sıvılaşma davranışı ൴ç൴n yen൴ b൴r bünye model൴ gel൴şt൴rm൴şt൴r. 
Luo ve Zhang [17] kumların f൴z൴ksel açıdan değ൴şen 
durumlarını d൴kkate alarak model çalışmalarındak൴ etk൴s൴n൴ 
sunmuşlardır. Dafal൴as vd. [18], kumlarda an൴zotrop൴y൴ 
modellemeye çalışan b൴r d൴ğer gruptur. Imam vd. [19], 
kumların stat൴k sıvılaşması ൴ç൴n kr൴t൴k durum teor൴s൴ne 
dayanan b൴r bünye model൴ gel൴şt൴rm൴şt൴r. Andrade ve Ell൴son, 
[20], kumların genel stat൴k davranışlarını hem gevşek hem 
sıkı durum ൴ç൴n açıklayan ve deney sonuçlarıyla uyumuna 
odaklanan yen൴ b൴r model önerm൴şt൴r. Rahman vd. [21] stat൴k 
sıvılaşmayı düşük plast൴s൴tel൴ ൴nce dane ൴çeren kumlarda 
bünye modellemes൴ ൴le çalışmıştır. Lu ve Huang, [22], 
൴zotrop൴k ve K0 konsol൴de olan kumların stat൴k sıvılaşmasını 
modellerken, ger൴lmeye bağlı mukavemet kr൴ter൴n൴ ve 
genleşme fonks൴yonunu kullanarak, kumların bünye 
൴l൴şk൴ler൴n൴ farklı başlangıç boşluk oranları ൴le 
൴l൴şk൴lend൴reb൴lmek ൴ç൴n ൴l൴şk൴s൴z b൴r elastoplast൴s൴te pekleşme 
model൴ önerm൴şlerd൴r.  
 
1.3. Kumlarda Tekrarlı Sıvılaşma Çalışmaları  
(Studies on Cyclic Liquefaction of Sands) 
 
Son yıllarda özell൴kle gevşek kumların tekrarlı yükler 
altındak൴ sıvılaşmasını bünye ൴l൴şk൴ler൴yle matemat൴ksel 
olarak modelleyen çalışmalar da vardır. Bu açıdan özell൴kle 
2000 yılından sonrak൴ çalışmalara odaklanılmıştır. 
Bunlardan ൴lk൴ Elgamal vd. [23]’ün gel൴şt൴rd൴ğ൴ çok yüzeyl൴ 
plast൴s൴te model൴’d൴r. Kum zem൴n൴n çevr൴msel hareketl൴l൴ğ൴ ve 
sıvılaşma davranışı bu model ൴le her plast൴k akma adımında 
farklı b൴r yüzey kullanarak modelleneb൴lmekted൴r. 
Papad൴m൴tr൴ou vd. [24] ve sonra Papad൴m൴tr൴ou ve 
Bouckovalas [25], tekrarlı kayma b൴r൴m deformasyonları 
altında kumların plast൴k davranışlarını modellem൴şt൴r. Os൴nov 
[26] az sayıdak൴ çalışmalardan b൴r൴nde, düzens൴z yükleme 
altında kumun sıvılaşmasını ve tekrarlı kayma davranışını 
modellem൴şt൴r. d൴ Pr൴sco ve Zambell൴, [27] granüler 
zem൴nler൴n d൴nam൴k yükler altındak൴ davranışlarını bünyesel 
çalışmıştır. Yang ve L൴ng, [28] GPT’ye bağlı b൴r model ൴le 
gevşek kum ൴ç൴n sıvılaşma anal൴zler൴ yapmışlardır. Fu vd. 
[29], bünye model൴ gel൴şt൴rme üzer൴ne b൴r çalışma sunmuş 
sonuçlarını kapsamlı şek൴lde deneylerle kal൴bre etm൴şlerd൴r. 
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B൴r d൴ğer çalışmada Wang ve Zhang [30] ve Zhang ve Wang 
[31], sıvılaşan gevşek kumların tekrarlı davranışı ൴ç൴n b൴r 
tekrarlı bünye model൴ gel൴şt൴rm൴şlerd൴r. Ta൴ebat vd. [32], 
karşılaştırmalı b൴r çalışma ൴le ൴k൴ bünye model൴ özel൴nde 
kumların boşluk suyu basıncı artışlarını sayısal 
modellem൴şlerd൴r.  Andr൴anopoulos vd. [33], SYT’ye 
dayanan b൴r model ൴le toprak yapıların deprem etk൴s൴ 
altındak൴ sıvılaşma davranışını modellem൴şt൴r. Wang vd. [34] 
sıvılaşma sonrası meydana gelen kayma deformasyonlarını 
modelleyen b൴r bünye model൴ öne sürmüştür. Lanzano vd. 
[35] gel൴şt൴rd൴kler൴ bünye model൴n൴n deneysel ver൴f൴kasyonu 
൴ç൴n kapsamlı b൴r deneysel çalışma yapmıştır. Z൴otopoulou ve 
Boulanger [36], şevler൴n sıvılaşmasını düzens൴z tekrarlı 
yükler altında çalışmış ve plast൴s൴te model൴yle davranışı 
açıklamışlardır. Zahmatkesh vd. [37], gevşek b൴r kum ൴ç൴n 
gel൴şt൴r൴len plast൴s൴te teor൴s൴ model൴n൴n nasıl kal൴bre 
ed൴ld൴ğ൴ne da൴r b൴r çalışma sunmuştur. Yakın dönemde b൴r 
d൴ğer çalışma ൴se Rah൴m൴ vd. [38]’n൴n kumlar ൴ç൴n gel൴şt൴rd൴ğ൴ 
plast൴s൴te model൴d൴r. Model SYT tabanlı olup, kumların 
tekrarlı davranışı ൴ç൴n çalışmaktadır. Sondaj kuyularına a൴t 
ver൴lerle oluşturulan tems൴l൴ zem൴n prof൴ller൴n൴n d൴nam൴k 
davranışlarını, bas൴tleşt൴r൴lm൴ş b൴r boyutlu eşdeğer l൴neer 
anal൴z yöntem൴yle modelleyen Bayrakçı ve Baran [39] ൴le 
stat൴k kazıklı temel deneyler൴n൴n modellenmes൴nde farkı 
zem൴n modeller൴n൴n kullanımı üzer൴ne olan Çel൴k [40] 
çalışması da yurdumuzda son yıllarda yapılan 
çalışmalardandır. 
 
Bu çalışmada suya doygun kumların stat൴k ve d൴nam൴k 
davranışları teor൴k olarak modellenm൴şt൴r. Özell൴kle burada 
özetlenen araştırmaların ışığında ve GPT özel൴nde yapılan 
yen൴ öner൴ler ve ൴y൴leşt൴rmeler net൴ces൴nde ortaya çıkan 
sonuçlar özetlenm൴şt൴r. Araştırmacılar GPT’y൴ ya doğrudan 
problemler൴n çözümünde kullanma, ya da modele 
get൴rd൴kler൴ değ൴ş൴mlerle kum veya k൴ll൴ zem൴n൴n stat൴k ve 
d൴nam൴k yükler altındak൴ davranışını hesaplama yoluna 
g൴tm൴şlerd൴r. Ancak hem stat൴k hem de d൴nam൴k kumlu zem൴n 
davranışının modelleneb൴lmes൴ açısından yüzey 
fonks൴yonlarının katkısı kapsamlı şek൴lde çalışılmamıştır. O 
açıdan GPT ൴le, modelde kullanılan b൴r akma ve potans൴yel 
yüzey൴yle yapılan anal൴zler, h൴çb൴r yüzey tanımı yapmadan 
alınan anal൴z sonuçlarıyla karşılaştırılmıştır. Anal൴zler açık 
൴ntegrasyon yöntem൴yle gel൴şt൴r൴len b൴r b൴lg൴sayar programı 
aracılığıyla yapılmış, drenajlı ve drenajsız olarak 
deformasyon kontrollü yapılan üç eksenl൴ basınç deneyler൴ 
s൴müle ed൴lm൴şt൴r. Çalışmanın ൴k൴nc൴ bölümünde, kumların 
tekrarlı davranışı ൴ç൴n yen൴ b൴r pekleşme kuralı öner൴lm൴ş, 
plast൴k yükleme modülü hesabı, deneylerde hesaplanan aşırı 
konsol൴dasyon oranına bağlı öner൴len yen൴ b൴r ൴nterpolasyon 
kuralıyla güncellenm൴şt൴r.  
 
2. GENELLEŞTİRİLMİŞ PLASTİSİTE TEORİSİ  
(GENERALIZED PLASTICITY THEORY) 

 
Bu bölümde yukarıda bahsed൴len Genelleşt൴r൴lm൴ş Plast൴s൴te 
Teor൴s൴ (GPT) ve ൴lg൴l൴ Genelleşt൴r൴lm൴ş Plast൴s൴te Model൴’ne 
(GPM) a൴t matemat൴ksel formülasyon özetlenmekted൴r. 
Model൴n teor൴s൴ ൴z൴n verd൴ğ൴ ൴ç൴n formülasyon ൴k൴ farklı t൴pte 
çıkartılmıştır. İlk formülasyonda herhang൴ b൴r yüzey tanımı 
kullanmadan teor൴, zem൴n൴n hac൴msel genleşme davranışına 
bağlı olarak tar൴flenen b൴r൴m vektörler aracılığıyla 

sunulmuştur. İk൴nc൴ kısımda ൴se hem akma yüzey൴ hem de 
plast൴k potans൴yel yüzey൴ tanımları kullanılmıştır.  
 
2.1. Yüzey Tanımı Olmadan Formülasyon  
(Formulation without Surface Definition) 
 
GPT temelde mevcut KPT ve SYT ൴le b൴rl൴kte 
kullanılab൴lmekted൴r. Bu durum GPT’n൴n, hem daha bas൴t b൴r 
altyapıya sah൴p hem de d൴ğer teor൴lere dönüştürüleb൴lecek 
sev൴yede esnek olmasından kaynaklanmaktadır. GPM, yük 
altında, temel zem൴n davranışlarının modellenmes൴ne 
odaklandığı ൴ç൴n, ൴lg൴l൴ model parametreler൴ne ൴ht൴yaç duyar 
ve kolaylıkla d൴ğer “alt küme” modeller൴n ൴ht൴yaç duyduğu 
parametreler൴ kısa matemat൴ksel eklent൴lerle teor൴s൴ne 
katab൴l൴r.  
 
2.1.1. Birim vektörler (Unit vectors) 

 
Yukarıdak൴ tanımlamadan yola çıkarak, zem൴nde ger൴lme 
vektörünün,  , akma yüzey൴ üzer൴ndek൴ yükleme doğrultusu 
൴ç൴n doğrultu b൴r൴m vektörü, 
 

T
f f f

n
  
              

 (1) 

 
şekl൴nde yazılır. Burada n, yükleme doğrultusuna a൴t b൴r൴m 
vektördür ve zem൴n൴n yükleme ya da boşaltma davranışını 
(ger൴lme doğrultusu anını) ve dolayısıyla ൴lg൴l൴ elast൴k 
davranışın sınırını kontrol eder. Formülasyon herhang൴ b൴r 
ger൴lme durumu ൴ç൴n, ger൴lme tensörü c൴ns൴nden ver൴lm൴ş 
olsa da üç eksenl൴ ger൴lme durumunu yansıtması açısından 
൴lg൴l൴ yerlerde, q dev൴ator൴k ger൴lme ൴le p’ efekt൴f ortalama 
ger൴lme b൴leşenler൴ hesaplanmıştır. Burada bahsedilmesi 
gereken, f=0 akma yüzeyi fonksiyonu olmadan da (Eş. 1) 
ifadesinin tanımlanabilmesidir. Bunun için, 
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Eş. 2 ൴fadeler൴ kullanılır. Burada ortogonal doğrultularda 
tanımlı hac൴msel (v alt ൴nd൴s) ve dev൴ator൴k (s alt ൴nd൴s) 
b൴leşenler൴n boyutları kullanılmıştır. Bu doğrultular ൴se, 
zem൴ne a൴t d൴latasyon parametreler൴ d ve dg c൴ns൴nden yazılır 
ve herhang൴ b൴r akma ve plast൴k potans൴yel yüzey൴ tanımına 
gerek olmaksızın Eş. 3’tek൴ g൴b൴ tanımlanmaktadır: 
 

  1 αd M     ,   1 αg gd M     (3)  

 
Burada ,  gerilme oranı; ,  malzemeye ait model 
parametresi; M kritik durum eğrisinin eğimi ve Mg de 
hacimsel genleşmenin sıfır olduğu durumda eğrinin eğimidir 
(Şekil 1). M ve Mg, Lode açısı, ’ya bağlıdırlar [41, 42] ve 
Mg zeminde nihai durumda davranışı kontrol eder. 
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2.1.2. Plastik yükleme modülü (Plastic loading modulus) 
 
Zem൴nler൴n plast൴k davranışını tems൴l eden parametrelerden 
b൴r൴ de plast൴k yükleme modülü, HL’d൴r. Kumlar ൴ç൴n, Eş. 
4’tek൴ g൴b൴ tanımlanır. 
 

 0L f v sH H H H H p    (4) 

 
Burada H0 başlangıç modül değer൴ olup kr൴t൴k durum eğr൴s൴ne 
bağlı hesaplanır. Ayrıca ൴fadede göçme durumunda plast൴k 
modülün değer൴, Hf olup, 

f
 , göçmedek൴ ger൴lme oranına 

bağlıdır ve kr൴t൴k durum eğr൴s൴n൴n eğ൴m൴nden hesaplanab൴l൴r. 
Hv ve Hs plast൴k modülün hac൴msel ve kayma 
deformasyonlarına bağlı b൴leşenler൴d൴r ve [13]’de 
tanımlanmıştır. Burada bazı noktalara değ൴nmek 
gerekmekted൴r. Zem൴nde n൴ha൴ koşullar kr൴t൴k durum 
ç൴zg൴s൴nde gerçekleş൴r ve bu ç൴zg൴ ൴lk kez geç൴ld൴ğ൴nde 
zem൴nde mutlaka göçme olması gerekmez. Kumlu zem൴n൴n 
sürtünmel൴ granüler yapısı, gerçekleşmes൴ mümkün olmayan 
yükleme koşulları ൴le zem൴n൴n yüke maruz kaldığı ve 
oluşması mümkün koşullar arasında açık b൴r ayırım 
yapılmasını gerekl൴ kılar. Ayrıca sıkı kumlarda gözlenen p൴k 
ger൴lme davranışı ve tak൴p eden şek൴l değ൴şt൴rmelere karşı 
azalan ger൴lme değerler൴, zem൴nde meydana gelen yumuşama 
davranışına ൴şaret ederken, gerçekte kumlarda gözlenen 
stat൴k sıvılaşma sonrası sıkılaşma (dens൴f൴kasyon) davranışı 
൴le çel൴şk൴ yaratmaktadır. Matemat൴ksel olarak bunu 
açıklamak gerek൴rse, en büyük ger൴lme değer൴ne 
ulaşıldığında şu eş൴ts൴zl൴k zem൴nde gerçekleş൴r; 
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          (5) 

 
Bu eşitsizliğin her yükleme adımında sağlanabilmesi için HL 
modülünün negat൴f olması gerek൴r. Ancak KPT’de 
tanımlanmış Drucker stab൴l൴te koşulları d൴kkate alındığında 
bunun mümkün olamayacağı görülür. Dolayısıyla Eş. 5 
eş൴ts൴zl൴ğ൴n൴n sağlanab൴lmes൴n൴n tek koşulu ilişkili olmayan 
akma kuralı kullanılmasıdır ve ng≠n yazılır. Yüzey tanımı 
yapılan teor൴lerde bu durum, modele akma yüzey൴nden farklı 
b൴r potans൴yel fonks൴yonu, g, dah൴l ed൴p f()≠g() koşulunu 
yer൴ne get൴r൴r.  

2.1.3. Akma kuralı (Flow rule) 

 
GPM’de akma kuralı tanımı KPT’dek൴nden farklı değ൴ld൴r. 
Sadece modelde herhang൴ b൴r akma yüzey൴ 
tanımlanmadığından, akma kuralı b൴r൴m vektörler c൴ns൴nden 
yazılır. Öncel൴kle şek൴l değ൴şt൴rmelerde ayrışma kuralı ൴le, 
(Eş. 6) 
 

e pd = d + d       (6) 
 
yazılır. Burada elast൴k şek൴l değ൴şt൴rmeler: 
 

e ed C d    (7) 

 
şekl൴nded൴r (Eş. 7). Akma kuralı ൴l൴şk൴l൴ olmayan şek൴lde şu 
halde yazılır; 
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2.1.4. Gerilme-tarihçesi ve plastik hafıza  
(Stress history and plastic memory) 

 
Gevşek ve tem൴z suya doygun kumlarda drenajsız tekrarlı 
yükleme altında meydana gelen sıvılaşma, zem൴nde boşluk 
suyu basıncının devam eden yük çevr൴mler൴nde b൴r൴kerek 
artması sonucu oluşur. Zem൴n൴n sayısal bünye model൴n൴n, 
d൴nam൴k davranışta bu b൴r൴k൴m൴ hesaplayab൴lmes൴ 
gerekmekted൴r. Bu sırada plast൴k şek൴l değ൴şt൴rmeler de her 
çevr൴mde b൴r öncek൴ çevr൴me göre daha hızlı artar. Ger൴lme 
൴z൴ davranışı ൴se efekt൴f ortalama ger൴lmen൴n (p’) hızla 
azalmasıyla p’-q ger൴lme uzayında or൴j൴ne doğru yönel൴r. 
Boşluk suyu basıncının artmasıyla b൴rl൴kte ger൴lme ൴z൴ de 
kr൴t൴k durum eğr൴s൴ne ulaşır ve göçme gerçekleş൴r.  
 
Zem൴n mekan൴ğ൴nde alışılagelm൴ş şek൴lde genell൴kle b൴r 
“ger൴lme hafızasından” bahsed൴l൴r. Daha çok k൴l zem൴nler ൴ç൴n 
kullanılan bu ter൴m, kumlarda (ve d൴ğer karışım doğal 
zem൴nlerde de) plastik hafıza olarak tanımlanır. Göçme 
mekan൴zmasının gerçekleşmes൴ zem൴nlerde en büyük kalıcı 
şek൴l değ൴şt൴rmeler൴n oluşum mekan൴zmasına ve b൴r൴kerek 
artmasına bağlıdır. Dolayısıyla bu b൴r൴k൴m൴ kaydeden b൴r 

 
 

Şek൴l 1. Zem൴nlerde t൴p൴k akma ve potans൴yel fonks൴yonları ve b൴r൴m vektörler൴ 
(Typ൴cal y൴eld and potent൴al funct൴ons ൴n so൴ls and the൴r un൴t vectors) 
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parametreye ൴ht൴yaç duyulur. Matemat൴ksel olarak bunu 
formülasyona eklerken, Eş. 6 bağıntısındak൴ plast൴k modül, 
HL, Eş. 9’dak൴ g൴b൴ güncellen൴r;  
 

L statik mH H H  (9) 

 
Burada (Eş. 4) ൴fades൴ne ek olarak eklenen Hm plast൴k hafıza 
katkısı Eş. 10’dak൴ g൴b൴ hesaplanır; 
 

 m ebH
  , 

1

1
1p

M

 




         
 (10) 

 
Burada  parametres൴ne “mob൴l൴ze ger൴lme fonks൴yonu” adı 

ver൴lmekted൴r ve eb  bu fonks൴yonun yükleme çevr൴mler൴ 

sırasındak൴ en büyük değer൴d൴r. Hm, bak൴r yüklemede b൴r൴m 
değer alır ve eb  fonks൴yonunun değ൴şen değerler൴ 

malzemede “hafızada” tutulmalıdır. Eş. 10’da α parametres൴ 
zem൴n൴n hac൴msel deformasyon-ger൴lme oranı davranışından 
elde ed൴len katsayıdır ve M eğ൴m൴ basınçta Mc’ye eş൴tt൴r. Eş. 
10 ൴fades൴yle sıkı kumlarda görülen “tekrarlı hareketl൴l൴k 
(cycl൴c mob൴l൴ty)” davranışı da modelleneb൴lmekted൴r. 
Burada yapılmaya çalışılan, zem൴n൴n ൴lerleyen çevr൴mlerdek൴ 
kalıcı deformasyon ve b൴r൴ken boşluk suyu basıncı 
davranışını, artan pekleşmeye bağlı güncellemekt൴r. 
Bahsed൴len plastik hafıza bu şek൴lde tanımlanab൴l൴r. 
 
2.1.5. Boşaltma davranışı (Unloading behavior) 

 
Kumlarda çevr൴msel yükleme sırasında boşaltma 
yapıldığında gözlenen ger൴lme-şek൴l değ൴şt൴rme davranışı 
k൴llerdek൴nden farklıdır. Özell൴kle yumuşak, normal 
konsol൴de k൴llerde elast൴k boşaltma kabulü yapılab൴l൴rken, 
kumlarda boşaltma sırasında meydana gelen hac൴msel 
değ൴ş൴mler kalıcı şek൴l değ൴şt൴rmeler oluşturur. Dolayısıyla, 
matemat൴ksel formülasyonda bu durum d൴kkate alınmalıdır. 
Boşaltmanın yapıldığı ൴lk ger൴lme sev൴yes൴, “boşaltma 
ger൴lme oranı” adı altında ve “u” alt ൴nd൴s൴yle, 
 

 u u
q p    (11) 

 
şekl൴nde bel൴rlen൴r (Eş. 11). Malzemede bu ger൴lme oranı 
hafızada tutulur, z൴ra sonrak൴ çevr൴mlerde oluşacak hac൴msel 
plast൴k şek൴l değ൴şt൴rmeler, boşaltmanın yapıldığı bu ger൴lme 
oranına doğrudan bağlıdır. Boşaltmada kumda göçmey൴ 
kontrol eden en öneml൴ parametre boşaltma plastik 
modülüdür, HU. Bu çalışmada [13]’൴n önerd൴ğ൴ Eş. 12’dek൴ 
൴fade kullanılmıştır; 
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Plast൴k akma doğrultusunun boşaltma sırasındak൴ değer൴n൴n 
hesabında, kalıcı şek൴l değ൴şt൴rmeler൴n zem൴nde sıkışmaya 
bağlı hac൴msel azalmaya neden olduğu gözönünde 

bulundurulur. Dolayısıyla b൴r൴m vektörler boşaltmada Eş. 
13’tek൴ g൴b൴ değ൴ş൴r, 
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Yükün boşaltılması sırasında meydana gelen kalıcı şek൴l 
değ൴şt൴rmeler ൴se, 
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      (14) 

 
akma kuralıyla hesaplanır (Eş. 14). Burada ilk ifade plastik 
deviatorik şekil değiştirme artımı, ikincisi plastik hacimsel 
şekil değiştirme artımıdır ve d plastik pozitif çarpandır. 
Görüldüğü gibi kumlarda plastik boşaltmanın yapılması, 
formülasyona ilave edilen bir plastik boşaltma modülü ve 
yeni bir akma doğrultusuyla sağlanabilir.  
 
2.1.6. Gerilme-şekil değiştirme ilişkisi  
(Stress-strain relationship) 
 
Kumlarda efekt൴f ger൴lme-şek൴l değ൴şt൴rme ൴l൴şk൴s൴ bu 
çalışmada açık ൴ntegrasyon yöntem൴yle (expl൴c൴t ൴ntegrat൴on) 
hesaplanmıştır. Dolayısıyla,  

 
epd = D d    (15) 

 
Eş. 15 geçerl൴d൴r. Burada Dep elasto-plast൴k bünye r൴j൴d൴te 
modülüdür ve d toplam şek൴l değ൴şt൴rmed൴r. Pastor vd. 
[13]’te bu ൴faden൴n tutarlılık durumu kullanılmadan nasıl 
çıkartıldığı özetlenmekted൴r. Dolayısıyla f=0 akma 
fonks൴yonu olmadan ve ൴l൴şk൴l൴ olmayan akma kuralı ൴le son 
bağıntı Eş. 16’dak൴ g൴b൴ elde ed൴l൴r: 
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Burada (Eş. 16) parantez ൴çer൴s൴ndek൴ ൴fade Eş. 15 
denklem൴ndek൴ r൴j൴d൴te matr൴s൴d൴r: 
 
2.1.7. Elastik davranış (Elastic behavior) 
 
Bu çalışmada kum zem൴n൴n elasto-plast൴k davranışı ൴ç൴ndek൴ 
elast൴k rej൴m davranışı, der൴nl൴kle artan efekt൴f ortalama 
ger൴lme, p’’ye bağlı olarak modellenm൴şt൴r. Buna göre artan 
kayma modülü, G ve hac൴msel sıkışma modülü, K 
değerler൴n൴n değ൴ş൴m൴ kullanılarak hac൴msel ve dev൴ator൴k 
şek൴l değ൴şt൴rmeler Eş. 17 ൴fadeler൴ ൴le hesaplanırlar. Burada 
p0 referans basıncı, G0 ve K0 başlangıç modüller൴d൴r: 
 

0

0

1e
s s s

p
d d d

G Gp
   


, e

v v v
0

01
d = d =

p

p K
d

K
  


  (17) 

 
2.2. Yüzey Tanımları ile Formülasyon  
(Formulation with Surface Definitions) 
 
GPT çerçeves൴nde akma ve/veya sınırlayan yüzey ൴le plast൴k 
deformasyonları kontrol eden b൴r potans൴yel yüzey tanımı 
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yapılma zorunluluğu olmadığını söylem൴şt൴k. Bununla 
beraber teor൴ bu yüzey fonks൴yonlarının tanımına olanak 
tanımaktadır. Eş. 2 ൴fades൴ndek൴ b൴r൴m vektörler Eş. 1’dek൴ 
hal൴yle hesaplanır ancak önces൴nde ng ve n vektörler൴n൴n 
൴ntegrasyonu ൴le, karşı gelen yüzey fonks൴yonları elde 
ed൴lmel൴d൴r. Bu yüzeyler Eş. 18 ve Eş. 19’dak൴ g൴b൴ ൴ntegre 
ed൴l൴rler: 
 

1
1 1

c

p
f q Mp

p





                
 (18) 

 

1
1 1

g

g
g g

p
g q M p

p





                   

 (19) 

 
Burada y൴ne  ve g malzemeye a൴t model parametreler൴; pc 
zem൴n൴n ൴zotrop൴k önkonsol൴dasyon basıncıdır ve kr൴t൴k 
durum teor൴s൴ndek൴ karşılığı olan akma ger൴lmes൴ anlamını 
taşır. Model൴n performansı M/Mg oranına bağlıdır ve bu oran 
da kumun relat൴f sıkılığına, Dr bağlıdır. Bu çalışmada 
Dr=M/Mg bağıntısı [12]’dek൴ hal൴yle bas൴tl൴k olması 
açısından kabul ed൴lm൴şt൴r. Bu açıdan akma yüzey൴ 
fonks൴yonunun model൴n performansındak൴ rolü düşmekted൴r. 
Bu çalışmada bu durum detaylıca ൴ncelenm൴şt൴r.  
 
2.2.1. Pekleşme kuralı (Hardening law) 

 
Yüzey tanımlı formülasyonun herhang൴ b൴r yüzey tanımı 
olmadan yazılan hal൴ne göre modeldek൴ en öneml൴ etk൴s൴ 
pekleşme kuralında bell൴ olur. İzotrop൴k pekleşme kanunu 
kullanılan model൴n bu formunda, ger൴lme vektörü kr൴t൴k 
durum eğr൴s൴ üzer൴ne geld൴ğ൴nde göçmen൴n engellenmes൴ ൴ç൴n 
hac൴msel deformasyona ൴lave olarak dev൴ator൴k 
deformasyonun da pekleşme kanununa dah൴l ed൴lmes൴ 
gerek൴r. İlk kez W൴lde [43]’un yaptığı tanımlamaya göre: (Eş. 
20)  
 

 1 0expc cp p
  


 

 
  p

vε
  (20) 

 
Bu pekleşme kanununa bağlı olarak plast൴k yükleme modülü 
de Eş. 21’dek൴ g൴b൴ hesaplanır: 
 

 0
cs

L LH H
   (21) 

 
Burada kumun kritik durumdaki modül değeri HLcs’dir. 0 
ve  değerleri ise Şekil 1’deki haliyle, akma yüzeyi 
üzerindeki bir noktayla (P’) ki bu nokta, SYT’de 
sınırlayan yüzey üzerindeki nokta olarak da adlandırılır, 
gerilme vektörü bu yüzeyin içinde bulunduğu andaki 
karşı gelen bir nokta (P) ile interpolasyonuna bağlı 
olarak hesaplanır. Bundan başka yakın dönemde başka 
ifadeler de geliştirilmiştir, [44]. Çalışmanın bu 
bölümünde kritik durumdaki modül değeri olan HLcs 
modülünün çıkartılışı matematiksel olarak aşağıdaki 
verilmiştir. Öncelikle tutarlılık koşulu yazılırsa: (Eş. 22) 

0
TT

pc
p
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pf f
d d

p
 

 
              

 (22) 

 
ve akma kuralı yazılırsa: 
 

 1
0

TT
Tc

gcs
c L

pf f
d n n d

p H
 


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 (23) 

 
Eş. 23 elde ed൴l൴r. Burada; 
 

T

g
g g g

n
  
              

  (24) 

 
Eş. 24 tanımı kullanarak HL

cs modülü şu ൴fadey൴ alır: (Eş. 25) 
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  (25) 

 
Burada vp ve sp sırasıyla hacimsel ve deviatorik plastik 
şekil değiştirmeler olup modül sıfıra eşit olduğunda 
zemin kritik duruma ulaşır. Modelin bu formülasyonu 
tekrarlı davranışın modellenmesine de olanak tanır. 
Ayrıca akma ve plastik potansiyel fonksiyonları 
tanımlanmış GPM’de boşaltmada da Bölüm 2.1.5’tekine 
benzer şekilde plastik deformasyonlar hesaplanabilir. 
Dikkat edilmesi gereken ilgili birim vektörlerin bu sefer 
akma ve potansiyel fonksiyonlarıyla hesaplanması 
gerektiğidir. 
 
3. DOYGUN KUMLARIN STATİK DAVRANIŞI  
(STATIC BEHAVIOR OF SATURATED SANDS) 
 
Bu bölümde doygun kumlara a൴t drenajlı ve drenajsız üç 
eksenl൴ kesme deneyler൴n൴n yukarıda formülasyonu 
özetlenen GPM ൴le s൴mülasyonları yapılmıştır. Bunun ൴ç൴n 
öncel൴kle herhang൴ b൴r yükleme veya plast൴k akma yüzey൴ 
tanımı yapılmadan gel൴şt൴r൴len formülasyon, MATLAB’te 
yazılan b൴r programa aktarılmıştır. Bu program bünye 
denklemler൴ hal൴nde ver൴len matemat൴ksel formülasyonun 
açık ൴ntegrasyon yöntem൴yle sayısallaştırılması ve 
algor൴tmasının b൴lg൴sayara aktarılmasıyla gel൴şt൴r൴lm൴şt൴r. 
Açık ൴ntegrasyonda denklemler b൴r yükleme adımı ൴ç൴n 
sırasıyla doğrudan hesapla çözülmüştür. Denklemler şu ank൴ 
yük adımı (deformasyon kontrollü deneyde şek൴l değ൴şt൴rme 
adımı) ‘i’de b൴l൴nen ger൴lme, şek൴l değ൴şt൴rme ve pekleşme 
parametreler൴ c൴ns൴nden yazılır ve b൴r sonrak൴ yük adımı 
‘i+1’dek൴ değerler hesaplanır: (Eş. 26) 
 

    1
, , , , , , , ,

i ip p
L c L cH p H p     


  (26) 

 
Beraber çözülecek denklemler ve formülasyon özetle şu 
şek൴lded൴r: (Eş. 27-Eş. 31) 
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  (31) 

 
Bu denklemler൴n çözümünde ൴zlenecek algor൴tma açık 
൴ntegrasyon yöntem൴yle şu şek൴lde yazılab൴l൴r: 
 

 Malzeme parametreler൴ ve yükleme m൴ktarı (deformasyon 
kontrollü s൴mülasyonda d, ger൴lme kontrollü 
s൴mülasyonda d) bel൴rlen൴r ve i=1 ൴le ൴lk yükleme adımına 
başlanır.  

 Uygulanan adımın yükleme ya da boşaltma adımı olduğu 
d:n ≥ 0 ൴fades൴yle test ed൴l൴r. Uygulanan adım boşaltma 
adımıysa (yan൴ bu eş൴ts൴zl൴k sağlanmıyorsa) aşağıdak൴ 

adımlar, alt ൴nd൴s olarak ‘U’ olan parametreler c൴ns൴nden, 
Bölüm 2.1.5’tek൴ bağıntılarla benzer şek൴lde hesaplanır.  

 Eş. 4 ve 5 ile hacimsel genleşme parametreleri bulunur ve 
Eş. 2 ve 3 ile birim vektörler hesaplanır. 

 Eş. 30 ile plastik yükleme modülü hesaplanır. 
 Eş. 16 denklemiyle gerilme artımı, deformasyon artımı 

yardımıyla hesaplanır (gerilme kontrollü deneylerde tam 
tersi uygulanır). 

 Eş. 28 ve 29 denklemleriyle plastik şekil değiştirme artımı 
hesaplanır ve toplam plastik şekil değiştirmeler 
güncellenir. 

 Eş. 31 ifadesiyle pekleşme davranışı güncellenir. 
 Eş. 27 denklemiyle de gerilmeler güncellenir. Burada 

gerilmeler, efektif gerilmeler olarak alınmıştır. 
 Yüzey tanımsız formülasyonda Eş. 23 eşitliğine benzer bir 

∂f ≤ TOL ‘tutarlılık koşulu’ test edilir ve sağlanırsa i=i+1 
ile bir sonraki yüklemeye geçilir. İfade sağlanmazsa 
yükleme adımı miktarı küçültülür ve tüm işlemler 
tekrarlanır. 

 
Eş. 28’de  plast൴k deformasyon artımıdır. Şek൴l 2’de dört 
farklı başlangıç relat൴f sıkılık değer൴ ൴ç൴n drenajsız üç eksenl൴ 
deney sonuçları, ger൴lme-şek൴l değ൴şt൴rme (Şek൴l 2a), ger൴lme 
൴z൴ (Şek൴l 2b) ve boşluk suyu basıncı davranışı (Şek൴l 2c) 

 
 

Şek൴l 2. Çalışma sonuçları (solda), Pastor vd. [13] anal൴z൴ ve Castro [45] deneyler൴ (sağda) a) Dev൴ator൴k ger൴lme-kayma 
şek൴l değ൴şt൴rmes൴ ൴l൴şk൴s൴ b) Ger൴lme ൴z൴ c) Boşluk suyu basıncı davranışı 

(S൴mulat൴on results on the left, Pastor et al. [13] analys൴s and Castro [45] tests, on the r൴ght (a) Shear stress-shear stra൴n relat൴on (b) Stress path c) Pore 
pressure) 
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hal൴nde görülmekted൴r. Solda görülen sonuçlar, bu çalışmada 
elde ed൴len anal൴z sonuçlarını göstermekted൴r ve herhang൴ b൴r 
yüzey tanımı yapılmadan alınan s൴mülasyonlardır. Şekl൴n 
sağında ൴se aynı sonuçların yüzey tanımları ൴le elde ed൴lm൴ş 
haller൴ ve karşı gelen deney ver൴ler൴ y൴ne farklı sıkılıklar ൴ç൴n 
b൴rl൴kte ver൴lm൴şt൴r. Açıkça görülmekted൴r k൴, GPM’de yüzey 
tanımları olmadan elde ed൴len sonuçlar hem deneylerle hem 

de yüzey tanımlı GPM sonuçları ൴le kayda değer derecede 
uyumlu halded൴r.  
 
Şek൴l 3, sıkı kum ൴ç൴n drenajlı davranışı göstermekted൴r. Y൴ne 
sol taraftak൴ şek൴ller, bu çalışmada gel൴şt൴r൴len yüzeys൴z GPM 
s൴mülasyonlarını göster൴rken, sağdak൴ şek൴ller aynı deneylere 
a൴t yüzey tanımlı GPM sonuçlarını ve karşı gelen deney 

 
 

Şek൴l 3. Drenajlı sıkı kum (solda), Pastor vd. [13] anal൴z൴ ve Taylor [46] deneyler൴ (sağda); a) Dev൴ator൴k ger൴lme-eksenel 
deformasyon, b) Boşluk oranı-eksenel deformasyon 

(Results of dra൴ned dense sand, left, Pastor et al. [13] analys൴s and Taylor [46] tests, r൴ght; (a) Dev൴ator൴c stress-ax൴al stra൴n, (b) Vo൴d rat൴o-ax൴al stra൴n) 

 

 
 

Şek൴l 4. Drenajlı gevşek kum (solda), Pastor vd. [13] anal൴z൴ ve Taylor [46] deneyler൴ (sağda); a) Dev൴ator൴k ger൴lme-
eksenel deformasyon, b) Boşluk oranı-eksenel deformasyon 

(Results of dra൴ned loose sand, left, Pastor et al. [13] analys൴s and Taylor [46] tests, r൴ght; (a) Shear stress-ax൴al stra൴n, (b) Vo൴d rat൴o-ax൴al stra൴n) 
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sonuçlarını vermekted൴r. Şek൴l 4’te ൴se benzer şek൴lde gevşek 
kuma a൴t sonuçlar göster൴lm൴şt൴r. Gerek sıkı gerek gevşek 
kum ൴ç൴n yüzey tanımsız model sonuçları, Şek൴l 2’dek൴ g൴b൴ 
hem deney hem de yüzeyl൴ GPM sonuçlarıyla oldukça ൴y൴ 
uyum ൴çer൴s൴nded൴r. N൴cel൴ksel olarak bakıldığında, en az 
yüzey tanımlı model sonuçları kadar ൴y൴ oldukları 
söyleneb൴l൴r. 
 
4. DOYGUN KUMLARIN TEKRARLI DAVRANIŞI  
(CYCLIC LOADING BEHAVIOR OF SATURATED SANDS) 

 
Çalışmanın bu bölümünde farklı ger൴lme ve 
deformasyonlarda yüklenm൴ş b൴r gevşek kuma a൴t ger൴lme ve 
deformasyon kontrollü deneyler s൴müle ed൴lm൴şt൴r. Anal൴zler, 
stat൴k deneylerden elde ed൴len güvenle, yüzey fonks൴yonları 
olmadan yapılmış, boşluk suyu basıncı artışları ൴le ger൴lme-

şek൴l değ൴şt൴rme ൴l൴şk൴ler൴ çıkartılmıştır. Sonuçlar, 
l൴teratürdek൴ deneylerle karşılaştırılmıştır. Bu sayede bünye 
denklemler൴ ve MATLAB programları doğrulanmıştır. Şek൴l 
5’te gevşek Band൴ng kumuna a൴t sıvılaşma davranışı 
görülmekted൴r. S൴mülasyonlar ç൴ft yönlü deformasyon 
kontrollü deneylere a൴tt൴r ve ger൴lme ൴z൴ ൴le dev൴ator൴k 
ger൴lme-eksenel şek൴l değ൴şt൴rme c൴ns൴nden göster൴lm൴şt൴r. 
Yüklemen൴n başında davranışlarda ayırım olsa da, ൴lerleyen 
çevr൴mlerde kumun sıvılaşması ve beraber൴nde kalıcı 
deformasyonların oluşumu doğrulukla s൴müle ed൴leb൴lm൴şt൴r. 
Şek൴l 6’da görülen gevşek kumun sıvılaşma s൴mülasyonu, tek 
yönlü ger൴lme kontrollü yükleme deneyler൴ üzer൴nden 
yapılmıştır. Ger൴lme-şek൴l değ൴şt൴rme ൴l൴şk൴s൴ ve [45] 
deneyler൴ karşılaştırılmıştır. Deneylerde üç eksenl൴ ger൴lme 
b൴leşenler൴ MIT (p’,q) tanımlarıyla ver൴lmekted൴r. 
Anal൴zlerde ൴se klas൴k Cambr൴dge (p’,q) tanımları 

 
 

Şek൴l 5. Ç൴ft yönlü deformasyon kontrollü deney (a) Pastor vd. [13] sonuçları (b) Bu çalışma sayısal sonuçları; ger൴lme ൴z൴, 
dev൴ator൴k ger൴lme-eksenel b൴r൴m deformasyon ൴l൴şk൴ler൴ 

(Two-way stra൴n controlled tests (a) Pastor et al. [13] results (b) Numer൴cal results of th൴s stud; Stress path, Dev൴ator൴c stres-ax൴al stra൴n relat൴onsh൴p) 
 

Tablo 1. S൴mülasyonlara a൴t model ve zem൴n parametreler൴ (Model and so൴l parameters of s൴mulat൴ons) 
 

Parametre 
G0 

(kg/cm2) 
K0 
(kg/cm2) 

Dr e0 Mg Mfc Mfe H0 Hu0*  u* 

Şek൴l 3-
Şek൴l 7 

525-650 350 
0,27-0,44-
0,47-0,64 

0,748-0,681-
0,623 

1,5-1,32-
1,18-1,0 

0,4-0,545-
0,57-0,72 

0,4-0,545-
0,57-0,72 

350 600 4 2 

Şek൴l 8-
Şek൴l 12 

525 350 0,27 0,755 1,5 1 0,405 0,405 600 4 2 

Parametre 0 1 f g 0 1 2 D   
p0, pc0 
(kg/cm2) 

Şek൴l 3-
Şek൴l 7 

4,2 2,0 0,45 0,45 - - - - 0,17 0,02 4 

Şek൴l 8-
Şek൴l 12 

- - 0,45 0,45 350 4,2 0,02-0,048 
350-
500 

0,17 0,02 4 

* stat൴k deneyde tanımlanmaz, d൴nam൴k deneylerde ver൴len değer 
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kullanılmıştır. Anal൴zlerde ayrıca b൴r൴ken boşluk suyu basıncı 
artışları da göster൴lm൴şt൴r (Şek൴l 6c). Tablo 1’de deney 
s൴mülasyonlarında kullanılan model parametreler൴n൴n 
değerler൴ ver൴lm൴şt൴r. 
 
5. YENİ BİR PEKLEŞME KURALI ÖNERİSİ  
(A NEW PROPOSED HARDENING RULE)  

 
Şu ana kadar elde ed൴len sonuçlar, yüzey tanımları olmayan 
durumda pekleşme davranışı ൴ç൴n plast൴k akma modülünün 
değ൴ş൴m൴ c൴ns൴nden tanımlanmış, yüzey tanımlı 
formülasyonda ൴se kum zem൴ne a൴t deney sırasında geçerl൴ 
olan ancak klas൴k anlamda tanımlanmayan ‘ön 
konsol൴dasyon basıncı’, pc’n൴n plast൴k şek൴l değ൴şt൴rmelere 
bağlı ൴fadeler൴ ൴le modellenm൴şt൴r. Burada SYT kapsamında 
yapılan tanımlarla akma yüzey൴ üzer൴nde bulunan anlık 
ger൴lme vektörü ൴le, bu vektörün sınır yüzey൴ üzer൴ndek൴ 
‘൴zdüşüm’ ya da ‘res൴m’ vektörü arasında tanımlanan b൴r 
൴nterpolasyon kuralı kullanılmıştır (bkz. Eş. 25). GPT’n൴n 
gel൴şt൴r൴lmes൴ ൴ht൴yacına bakıldığında, genel olarak KPT ve 
SYT ൴le b൴rl൴kte kullanımında, akma ve potans൴yel 

fonks൴yonlarının tanımları ൴t൴bar൴yle zem൴n൴n b൴rçok farklı 
ger൴lme ൴z൴nde davranışını modellemede yeters൴z kalab൴ld൴ğ൴ 
görülmekted൴r. Ayrıca, özell൴kle akma sonrası zem൴ndek൴ 
deformasyon pekleşmes൴n൴n, stat൴k ve d൴nam൴k durumda 
modelleneb൴lmes൴, zem൴n൴n dev൴ator൴k ve hac൴msel şek൴l 
değ൴şt൴rme davranışını beraber s൴müle etmek amacıyla 
karmaşık fonks൴yonları da beraber൴nde get൴rmekted൴r.  
 
Burada bel൴rt൴lmes൴ gerekl൴ b൴r d൴ğer nokta, bu çalışmada 
kullanılan Genelleşt൴r൴lm൴ş Plast൴s൴te Teor൴s൴ (GPT) gerek 
doygun gerekse doygun olmayan zem൴nler ൴ç൴n 
termod൴nam൴k yasaları ൴le uyumludur. Bu uyum 
matemat൴ksel olarak Helmholtz serbest enerj൴ ve 
sönümlenme enerj൴s൴ b൴leşenler൴ c൴ns൴nden hem ൴l൴şk൴l൴ hem 
de ൴l൴şk൴l൴ olmayan akma kuralı ൴ç൴n Tamagn൴n൴ ve Pastor [47] 
ve Santag൴ul൴ana ve Schrefler, [48] tarafından formüle 
ed൴lm൴şt൴r. Böylel൴kle GPT’n൴n termod൴nam൴k uyumluluğu 
sunulmuştur. Ayrıca Coll൴ns ve Houlsby [49], bu çalışmada 
da kullanılan kr൴t൴k durum zem൴n mekan൴ğ൴ özel൴nde zem൴n 
plast൴s൴tes൴ ൴ç൴n termod൴nam൴k uyumluluğunu bel൴rten b൴r 
çalışma sunmuştur. Bu çalışmada ൴se GPT baz alındığı ve 

 
 

Şek൴l 6. (a) Ger൴lme-şek൴l değ൴şt൴rme ൴l൴şk൴s൴ ve Castro [45] deney൴ (b) Ortalama asal ger൴lmelerle ger൴lme ൴z൴ (solda) asal 
ger൴lmeler൴n farkıyla ger൴lme ൴z൴ (sağda) (c) Boşluk suyu basıncı-eksenel b൴r൴m deformasyon ൴l൴şk൴s൴ 

((a) Stress-stra൴n relat൴onsh൴p model and Castro [45] tests (b) Stress path ൴n terms of mean pr൴nc൴ple stresses on the left stress path ൴n terms of pr൴nc൴ple 
stress d൴fferences on the r൴ght (c) Pore water pressure-ax൴al stra൴n relat൴onsh൴p ) 



Ülker / Journal of the Faculty of Engineering and Architecture of Gazi University 35:3 (2020) 1353-1368 

1364 

öner൴len pekleşme kuralı, zem൴n൴n artan yüklemelerle ortaya 
çıkan kalıcı şek൴l değ൴şt൴rmeler൴n൴, teor൴n൴n tutarlılık koşulu 
ve plast൴k modülü hesabıyla uyumlu hesapladığı ൴ç൴n, model൴ 
y൴ne termod൴nam൴k yasalarına uyumlu kılmaktadır. Bunun 
har൴c൴nde ൴ster yüzey tanımlı ൴ster tanımsız, GPT, klas൴k 
zem൴n mekan൴ğ൴ndek൴ ger൴lme durumlarıyla 
kullanılab൴lmekted൴r. Z൴ra modern zem൴n mekan൴ğ൴ b൴l൴nd൴ğ൴ 
üzere esasen doygun zem൴nler kabulüyle Terzagh൴ tarafından 
termod൴nam൴k yasaları baz alınarak kurulmuştur. 
 
GPT bu nedenlerle öner൴lm൴şt൴r. Ancak görel൴ bas൴tl൴ğ൴n൴n 
yanında hem granüler hem de kohezyonlu zem൴nlerde akma 
ve plast൴k potans൴yel fonks൴yonlarına ൴ht൴yaç olmadığını veya 
artık gerek kalmadığını söylemek pek doğru olmaz. Z൴ra 
zem൴n davranışları yükleme önces൴nde, sırasında ve 
sonrasında pek çok mekan൴zmadan (örn. m൴kro yapı, ger൴lme 
an൴zotrop൴s൴, deformasyon doğrultuları, ortalama asal 
ger൴lme, sıkılaşma v.b.) ve ger൴lme tar൴hçes൴nden doğrudan 
etk൴lenmekted൴r. Dolayısıyla yüzey fonks൴yonları tanımları 
halen pek çok tekrarlı kumlu zem൴n model൴nde 
kullanılmaktadır [24, 30, 31, 33].  
 
Bu çalışmada, GPM sonuçları, model൴n yüzey tanımlı hal൴ne 
yapılan, yen൴ b൴r birleşik izotropik-kinematik pekleşme kuralı 
öner൴s൴ ൴le s൴müle ed൴lm൴şt൴r. Pekleşme, dev൴ator൴k ve 
hac൴msel plast൴k deformasyonlara bağlı b൴rleş൴k pekleşme 
olacak şek൴lde, pc basıncı üzer൴nden tanımlanmıştır. Buna 
göre; 
 

   0 0 1 2exp 1 expp
c vp             (32) 

 
Eş. 32 ൴fades൴ öner൴lm൴şt൴r. Buradak൴ geçen hac൴msel ve 
dev൴ator൴k pekleşme ൴fadeler൴ ayrıca Eş. 33 ve Eş. 
34’dehesaplanır: 
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 
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Burada 0	kr൴t൴k durum zem൴n mekan൴ğ൴ ൴le uyumlu olması 
açısından, 
 

   0 01 e      (35) 

 
Eş. 35’deki gibi hesaplanırken, 1 ve 2 model 
parametreleridir. Ayrıca, e0 başlangıç boşluk oranı,  ve  
kritik durum yükleme ve boşaltma eğrileri eğimleridir.  
ise plastik deviatorik deformasyonun akümüle 
toplamıdır: (Eş. 36) 
 

p
sd d      (36) 

 
Bu kurala bağlı olarak plast൴k yükleme modülü de y൴ne 
SYT’dek൴ ൴nterpolasyona benzer şek൴lde Eş. 37’dek൴ g൴b൴ 
hesaplanır: 

 sy
L LH H X    (37) 

 
Burada HL

sy, HL modülünün sınır yüzey൴ üzer൴ndek൴ değer൴d൴r 
ve Eş. 27’dek൴ tanımıyla aynıdır, ancak X ൴nterpolasyonu ve 
üssel ൴fades൴ değ൴şm൴şt൴r. Eş. 18 akma yüzey൴ denklem൴ ൴le 
uyumlu olacak şek൴lde şu ൴fade gel൴şt൴r൴lm൴şt൴r: (Eş. 38) 
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 (38) 

 
Burada  yükleme anındaki gerilme oranı =q/p’, 
şeklindedir ve Rm, ortalama efektif gerilme cinsinden 
yazılan ve kritik durum teorisinde tanımlanan haliyle 
‘aşırı konsolidasyon oranı’ olup Rm =	 pc/p’ ve 
cf=1+1/f’dir. Burada, (Eş. 39)  
 

f fM c   (39) 

 
olup, Mf ve f, akma yüzeyi tanımı yapıldığında ilgili eğim 
ve parametresidir. Ayrıca üssel  parametresi artık 
deviatorik plastik şekil değiştirmenin bir fonksiyonudur: 
(Eş. 40) 
 

 0 exp D     (40) 

 
 ve D model parametreler൴d൴r. Ayrıca şu koşullar 
sağlanmalıdır: (Eş. 41, Eş. 42) 
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Bu tanımlamalarla gevşek kuma a൴t stat൴k ve d൴nam൴k 
drenajsız ger൴lme ve deformasyon kontrollü deneyler s൴müle 
ed൴lm൴şt൴r. Stat൴k deney sonucu, Şek൴l 7’de [12]’de varolan 
ver൴ ൴le karşılaştırılmıştır.  
 
Şek൴l 8’de tek yönlü drenajsız ger൴lme kontrollü deney 
s൴mülasyonu görülmekted൴r. Başlangıçta düşük mertebelerde 
elde ed൴len plast൴k şek൴l değ൴şt൴rmeler, akümüle olarak 
gevşek kumda n൴ha൴ durumda göçmeye vardırmaktadır. Şek൴l 
9’da ç൴ft yönlü deformasyon kontrollü s൴mülasyon sonuçları 
ger൴lme ൴z൴, dev൴ator൴k ger൴lme-eksenel b൴r൴m deformasyon 
൴l൴şk൴s൴ ve boşluk suyu basıncı-eksenel b൴r൴m deformasyon 
davranışı c൴ns൴nden ver൴lm൴şt൴r. Sonuçlar [12] davranışıyla 
karşılaştırılmıştır. Efekt൴f ortalama ger൴lme ve 
mukavemettek൴ azalım çevr൴m sayısı arttıkça 
modelleneb൴lmekted൴r. Ç൴ft genl൴kl൴ yüklemede basınçtak൴ 
davranışa kıyasla çekmede o kadar ൴y൴ b൴r sonuç elde 
ed൴lemem൴şt൴r. Gevşek kumun sıvılaşmaya doğru davranışı 
sırasında çekmede hac൴msel sıkışma gösterd൴ğ൴ 
görülmekted൴r. B൴r൴m vektörler yüzey fonks൴yonlarıyla 
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hesaplanırken, bu duruma d൴kkat ed൴lm൴şt൴r. Ancak pekleşme 
davranışında bunun yansıtılmadığı düşünülürse, gel൴şt൴r൴len 
൴fadeye değ൴ş൴kl൴kler öngörüleb൴l൴r. Ayrıca deformasyon 
kontrollü deneyler൴n sayısal s൴mülasyonlarında, ‘pekleşme 
doygunluğu’ durumuyla karşılaşılmış, üstes൴nden geleb൴lmek 
൴ç൴n ilişkili akma kuralına geç൴lm൴şt൴r. Zem൴nde yumuşama 
başladıktan sonra ൴lerleyen çevr൴mlerde HL modülü negat൴f 
olab൴lmekte, bu da sonuçlarda yanlışlığa sebep olmaktadır. 
nf=ng ൴l൴şk൴s൴ sağlanırsa s൴stemde yumuşama davranışı daha 
൴y൴ modelleneb൴l൴r. Benzer b൴r durum çok sıkı kumlarda 
ortaya çıkarken, Mf=Mg eş൴tl൴ğ൴ kr൴t൴k durum eğr൴s൴ ൴ç൴n 
sağlanab൴l൴r. Dolayısıyla burada ൴l൴şk൴l൴ akma kuralı 
kabulünün uygunluğu görülmekted൴r. Bu durum ger൴lme 
kontrollü anal൴zlerde ortaya çıkmamaktadır.  

6. SONUÇLAR (CONCLUSIONS) 

 
Bu çalışmada Genelleşt൴r൴lm൴ş Plast൴s൴te Teor൴s൴ ൴le doygun 
gevşek ve sıkı kumların stat൴k ve tekrarlı bünye davranışı 
modellenm൴şt൴r. Teor൴ ൴k൴ farklı şek൴lde formüle ed൴lm൴ş, bu 
formülasyonlarda ger൴lme vektörünün konumunu kontrol 
eden akma yüzey൴ ൴le plast൴k şek൴l değ൴şt൴rme vektörler൴n൴n 
hesabını kontrol eden plast൴k potans൴yel fonks൴yonlarının 
kum zem൴n൴n davranışındak൴ rolü araştırılmıştır. Önce 
drenajlı ve drenajsız deformasyon kontrollü stat൴k üç eksenl൴ 
basınç deneyler൴ s൴müle ed൴lm൴şt൴r. Ardından yüzey tanımları 
yapılmadan, gevşek kumun d൴nam൴k davranışı da 
modellenm൴ş ve tüm sonuçların hem gevşek hem de sıkı 
kumlar ൴ç൴n stat൴k ve d൴nam൴k yükleme altında deneylerle 

 
 

Şek൴l 7. Gevşek kumun düşük genl൴kl൴ stat൴k sonuçları, deformasyon kontrollü yükleme, kutu ൴şaretler [12] sonuçları 
(Results of low ampl൴tude stat൴c load൴ng test of loose sand, stra൴n-controlled load൴ng) 

 

 
 

Şek൴l 8. Tek yönlü ger൴lme kontrollü deney a) Dev൴ator൴k ger൴lme-eksenel deformasyon ൴l൴şk൴s൴ b) Ger൴lme ൴z൴ 
(One-way stress-controlled test, dev൴ator൴c stress-ax൴al stra൴n relat൴onsh൴p, Stress path) 

 

 
 

Şek൴l 9. Ç൴ft yönlü deformasyon kontrollü yükleme deney൴ a) Ger൴lme ൴z൴ b) Dev൴ator൴k ger൴lme-eksenel b൴r൴m 
deformasyon ൴l൴şk൴s൴ c) Boşluk suyu basıncı-eksenel b൴r൴m deformasyon davranışı 

(Two-way stra൴n-controlled load൴ng test a) Stress path b) Dev൴ator൴c stress-ax൴al stra൴n relat൴onsh൴p c) Pore pressure-ax൴al stra൴n) 
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uyum ൴ç൴nde olduğu görülmüştür. Buradan suya doygun 
kumların stat൴k ve d൴nam൴k davranışını modellemede, GPT 
çerçeves൴nde fonks൴yona ൴ht൴yaç duyulmadan bünye 
davranışının modelleneb൴leceğ൴ görülmüştür. Bu durum 
özell൴kle model൴n formülasyonuna öneml൴ ölçüde bas൴tl൴k 
get൴rmekte ve model൴n bu hal൴n൴n b൴r sonlu elemanlar 
yazılımına aktarımını kolaylaştırmaktadır.  
 
Çalışmanın ൴k൴nc൴ bölümünde, yüzey tanımlı formülasyon ൴le 
özell൴kle gevşek kumların sıvılaşma davranışına yönel൴k yen൴ 
b൴r pekleşme kuralı öner൴lm൴şt൴r. Beraber൴nde plast൴k 
yükleme modülünün hesabı da güncellenm൴ş, aşırı 
konsol൴dasyon oranına bağlı yen൴ b൴r ൴nterpolasyon 
fonks൴yonu gel൴şt൴r൴lm൴şt൴r. Sonuçlar özell൴kle ger൴lme-
kontrollü s൴mülasyonlarda deneyler ve öncek൴ sayısal 
sonuçlarla uyumluyken, çekmedek൴ davranış aynı ölçüde 
modellenemem൴şt൴r. Bunun sebeb൴ olarak, model൴n yen൴ 
gel൴şt൴r൴len pekleşme ൴fades൴yle uyumlu plast൴k akma 
modülünün, çekmede davranışı aynı doğrulukta 
yakalayamaması olduğu düşünülmekted൴r. Buna karşın 
gevşek kumun sıvılaşma ve çevr൴msel hareketl൴l൴k 
davranışları n൴tel൴ksel ve n൴cel൴ksel olarak kabul ed൴leb൴l൴r 
doğrulukta modelleneb൴lm൴şt൴r.  
 
Sonuç olarak gerek yüzey tanımlı gerek yüzey tanımsız 
formülasyon ൴le s൴müle ed൴len doygun kumların stat൴k ve 
d൴nam൴k davranışları, modellenecek deney t൴p൴ ve ger൴lme 
൴z൴ne bağlı olurken, her ൴k൴ yöntem de kullanılab൴lmekted൴r. 
Dolayısıyla bu fonks൴yonların zem൴n türüne göre çok ൴y൴ 
çalışan fonks൴yonlar olarak bel൴rlenmes൴ ve geotekn൴k 
problemler൴nde karşımıza çıkab൴lecek hemen her ger൴lme 
durumunda sürekl൴ ve ൴ntegre ed൴leb൴l൴r olmaları gerek൴r. 
Gerek l൴teratürdek൴ gerekse yazarın yaptığı çalışmalar, stat൴k 
durumda formülasyonlar arasında öneml൴ mertebede 
farklılıklar göstermem൴şt൴r. D൴nam൴k durumda ൴se özell൴kle 
gevşek kumda sıvılaşmaya yakın yükleme çevr൴mler൴nde 
ger൴lme-şek൴l değ൴şt൴rme eğr൴ler൴nde farklılığın arttığı, sıkı 
kumlarda ൴se farklı toplam çevr൴m sayılarında zem൴n൴n 
göçmeye uğradığı bel൴rlenm൴şt൴r. Yüzey tanımsız 
formülasyon bas൴tl൴ğ൴ ve uygulamadak൴ kolaylığı ൴le öne 
çıkarken, yüzey tanımlı formülasyondan vazgeçmeden 
teor൴ye yapılacak özell൴kle pekleşme kuralı c൴ns൴nden 
değ൴ş൴mler, teor൴y൴ daha da karmaşıklaştırmadan davranışı 
daha doğru açıklayab൴lmekted൴r. 
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