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Oz

Bu caligmada yarim tamsay1 agirlikli Hecke eigenformlarin sistematik se¢imi probleminin 6zel bir durumu
¢oziime kavusturulmustur. Oyle ki 17/2 ve 21/2 agirlikli Hecke eigenformlar, Rankin-Cohen parantezi
yardimryla belli agirliktaki Eisenstein serisi ve klasik teta serisi cinsinden ifade edilmistir. Ispatlar tanimlardan
yola ¢ikarak temel lineer cebir metotlart yardimiyla modiiler formlar igin verilen Sturm siir1 kullanilarak
yapilmistir. Eisenstein serilerinin basit bir bdlen fonksiyonu yardimiyla ifade edilebilir olmasi ve klasik teta
serisinde ¢ok fazla bosluk olmasi ile tiirevlerinin de kolayca hesaplanabilmesi nedeniyle bu o6rnekler
yardimiyla Hecke eigenformlarin ¢ok sayida Fourier katsayisi bilgisayarda Magma, Sage veya Pari/GP gibi
uygun bir cebir yazilimi yardimiyla kolaylikla ve ¢ok hizli bir sekilde hesaplanabilir.

Anahtar Kelimeler: Modiiler formlar, Hecke eigenformlar, Rankin-Cohen parantezi

Hecke Eigenform Examples Obtained by Rankin-Cohen Brackets
Abstract

In this work, a special case of the systematic selection problem of half integral weight Hecke eigenforms is
solved. Thus, 17/2 and 21/2 weight Hecke eigenforms are expressed in terms of Eisenstein series and classical
theta series with the help of Rankin-Cohen brackets. The proofs were made using the Sturm bound for
modular forms with the help of basic linear algebra methods based on definitions. Since the Eisenstein series
can be expressed with the help of a simple divisor function and the classic theta series are lacunary and their
derivatives can also be easily computed, many of these Hecke eigenforms' Fourier coefficients can be easily

computed with a suitable algebra software such as Magma, Sage or Pari/GP on the computer.

Keywords: Modular forms, Hecke eigenforms, Rankin-Cohen bracket.

1. Giris

Modiiler formlar uzun yillardir yaygin olarak
calisilmaktadir ve birgok uygulama alani
bulundugundan olduk¢a ilgi cekmektedir.
Matematikte sayilar teorisi, cebir, karmasik
analiz ve geometriyi bir araya getiren

*Sorumlu Yazar: ilker.inam@bilecik.edu.tr

modiiler formlar fizikte de sicim teorisindeki
teorik  hesaplamalarda cikar.
Modiiler formlarn aritmetigine bakilacak
olursa  Swinnerton-Dyer  kongriianslari
(Swinnerton-Dyer ~ 1973), Ramanujan'in
caligmalar1 ve nihayetinde Sato-Tate sanisi
(Barnet-Lamb vd., 2011) gibi Fourier

karsimiza
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katsayilariyla ilgili problemler karsimiza
cikar. Fermat 1635’te X, y ve z tamsayilar ve
n>3 olmak x™+yt=2z"
denkleminin asikardan baska ¢6ziimiiniin
olmayacagini iddia etmis, diger ortaya attigi
sayillar ~ teorisi ~ problemleri ~ zamanla
¢Oziilmesine ragmen bu problem uzun yillar
cozillemedigi i¢in Fermat'n Son Teoremi
admi almistir. Ote yandan 1955-57'de
Taniyama ve Shimura, Weil'in de katkilartyla
her bir eliptik egriye bir modiler form

uzere

karsilik geldigini ortaya atmustir. Iste tam
olarak burada modiiler formlar (tipki eliptik
egriler gibi) belki de popiilerligini bor¢lu
oldugu durum ortaya ¢ikar: Fermat'n Son
Teoremi. 1984'te Gerhard Frey, x™ + y™ =
z"™ denklemiyle baglantili olarak ortaya ¢ikan
"yapay" eliptik egrilerin bir modiiler formla
eslesmedigini  iddia etmistir. O halde
Fermat'm Son Teoremi yanlis ise Taniyama-
Shimura sanis1  da 1985'te
Jean Pierre Serre tarafindan "Epsilon Sanis1”
olarak formal bir hal alan problem 1987'de
Ken Ribet'in Epsilon Sanisi’ni ispatlayarak
Fermat'in Son Teoremi'nin ispatina agilacak
bir yol inga etmistir: Eger Taniyama-Shimura
Sanis1 dogru ise Fermat'in Son Teoremi de
dogrudur. Nihayet Andrew Wiles 1994'te
(yaymm yil1 1995) her bir eliptik egriyle bir
modiiler form eslestigini  kanitlayarak
Fermat'in Son Teoremi'ne 359 yil sonra son
noktayr koymustur. Modiiler formlarin
kiimesi karmagik sayilar cismi iizerinde sabit
bir agirlik i¢in sonlu boyutlu bir vektor uzayi
oldugundan her bir modiiler form yani bu
vektdor  uzaymm  elemant  kolaylikla
belirlenebilir.  Tanim  geregi  Onemli
simetrileri olan modiiler formlarin periyodik
oldugu da dikkate alinirsa Fourier teorisi
geregi sinlis ve kosinlis fonksiyonlari
cinsinden ifade edilebilirler. Bu ise bizi her
bir f modiiler formunun f=3¥2_,a%q" (q =
e?™z Imz > 0) seklinde bir Fourier serisi ile
temsil edilebilecegi sonucuna gotiiriir. Bir

yanlistir.

vektor uzayinda nasil ki lineer doniisiimler ve
Ozvektorler onemliyse modiiler formlarin
uzay1 iizerinde de Hecke operatorleri ve
bunlarin 6zdegerleriyle elde edilen Hecke
eigenformlar: 6nemlidir. Birgok sonug bu alt
uzay lzerinde verilir. Yarim tamsay1 agirlikli
Hecke eigenformlarise tamsayr agirlikli
klasik modiiler formlardan kimi zaman farkl
sergiler.  Bu  tip  Hecke
eigenformlarin sistematik secimi literatiirde
bir acik problem olup 6zellikle istatistiksel
problemlerde ¢ok sayida Fourier katsayisi
gerekli oldugundan bu problemin ¢oziimii

ozellikler

oldukca 6nemlidir. iki modiiler formdan yeni
bir modiiler form elde edilmesine yarayan bir
tiirev operatorii olan Rankin-Cohen parantezi
yardimiyla yarim tamsayr agirliklt Hecke
eigenformlarin sistematik se¢imi, problemin
¢oziimiine  yapilabilecek  yaklagimlardan
birisidir. Yarim tamsay1 agirhkli Hecke
eigenformlarin sistematik se¢imi kadar ¢ok
sayida Fourier katsayilarinin hizli bir sekilde
hesaplanmast da problemin baska bir
boyutudur. (Kohnen ve Zagier 1981) Sayfa
177°deki 6 fonksiyonundan ilham alarak
katsayilar1 kolayca hesaplanabilen birer
modiiler form olan Eisenstein serileri ile
Fourier aciliminda ¢ok fazla bosluk bulunan
teta serilerini kullanmak bu anlamda c¢ok
akilcidir. Teta serisi 1/2 agirlikli bir modiiler
form oldugundan k > 2 ( ¢ift say1) agirlikli
Eisenstein serisi ile teta serisine birinci
mertebeden Rankin-Cohen parantezi
uygulanirsa tanim geregi K + 1/2 + 2 agirlikli
bir modiiler form elde edilir, yani yarim
tamsayr agirliklt bir modiiler form elde
edilmesinin yolu bu secimlerdir. Ancak
sonu¢ Hecke eigenform olmak zorunda
degildir. Bunu yaparken dikkatli bir
algoritma takip edilmelidir. Modiiler form
uzayinin onemli ve ilgi ¢ekici "aritmetik" bir
Ozellige sahip olan alt uzayr olan Kohnen
plus uzaymmm boyutunun 1 oldugu yerlerde
Hecke eigenformlara ulagsmak daha kolaydir.
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Bu calismada 17/2 ve 21/2 agirlikli Hecke
eigenformlar Rankin-Cohen parantezi
yardimiyla formiilize edilmis olup kanitlarda
lineer cebir metotlar1 ile Sturm sinirt
kullanilmistir.  Farkli agirliklardaki Hecke
eigenformlar i¢in de bu metot kullanilabilir.
Ancak farkli agirliklarda genelde Fourier
katsayilarin tamsayilar olmayabilecegi de
unutulmamalidir.

Giris boliimiinde yer alan tiim bilgiler
modiiler formlar i¢in (Miyake 2006) ve
(Koblitz 1984) gibi klasik kaynaklardan elde
edilebilir. Fermat’in Son Teoremi’nin ispati
icin (Wiles 1995) incelenebilir.

2. Materyal ve Metot

Bu  bolimde  makalede  kullanilacak
kavramlar tanitilacaktir. Makale boyunca H
ile karmagik st yar1 diizlem, PSL(2, Z) ile
katsayilar1 tamsayr ve ad — bc =1 olmak

lineer kesirli

z+d
doniisiimlerin grubu ve I' ile modiiler grup

lizere bi¢imindeki

i _ — (@ Db,
yani, I =SL(2,Z) = {(C d) ca,b,c,d €
Zvead —bc =1}  gosterilecektir.  Aksi
belirtilmedikge ~ z  degiskenleri Imz >0

0zelliginde olacaktir.

Tamm 1. (Cohen-Stromberg, 2018) k € Z
olsun ve F:H — C fonksiyonu gbz Oniine
alinsin.

b

1. Eger her y = (CCL d

) elrvezeH
i¢cin
F(y(2)) = (cz+ d)¥F(2)
oluyor ise F’ye I' i¢in k agirhkli zayif
modiiler adi verilir.

2. Eger F, H iizerinde analitik ve
IF(2)|
simirht kaliyor ise F’ye I' igin Kk
Bu

Im(z) - o0 yapildiginda

agirhikli modiiler form denir.

ozellikteki modiiler formlarin kiimesi
M, (I') ile gosterilir.

3. Eger Im(z) - o yapildiginda F(z)
sifira yakinsiyor ise F’ye I' igin K
agirlikli Bu
ozellikteki cusp formlarin kiimesi
S, (I') ile gosterilir.

cusp form denir.

Tamim 2. (Cohen-Stromberg, 2018) M, (I")
vektor uzayr oldugu i¢in Hecke operatorleri

ad1 verilen lineer operatorler My (I") tizerinde
hareket eder. Daha acik bir ifadeyle verilen

bir k agirlikli f(z) modiiler formu igin m.
Hecke operatoriiniin etkisi asagidaki gibi
verilir:

(cz+d)7*f (az+b).

cz+d

Tonf(z) = mk? Z(a Z)eF\Mm

Burada M,,, determinanti m olan 2x2 tamsay1
girdili matrislerin kiimesini temsil eder.

Tamm 3. (Cohen-Stromberg, 2018) Her bir
m =1, 2, ... i¢in tim Tm Hecke operatorleri
icin O6zvektor olan modiler forma Hecke
eigenform (6zform) ad1 verilir. Aciktir ki, bag
katsayist 1 olan eigenformlar tam olarak
Hecke operatorlerinin 6zvektorii olur, yani f,
Fourier agilimindaki sabit terimin katsayist 1
olan bir Hecke eigenform igin a,,, m. Fourier
katsayist olmak tizere T,, f = a,, f dir.

Uyari. k bir tamsay1 olmak tizere k +% bir

yarim tamsay1 olarak adlandirilir. Tamsayi
agirlikli modiiler form taniminda (cz + d)*
olarak gelen otomorfi ¢arpani yarim tamsay1
taniminda kompleks karekdk fonksiyonu
olarak gelecegi i¢in biraz daha dikkatli
olmamiz gerekir.
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z € H olmak iizere teta serisi 68(z) =1+
2Y% . q" olarak tammlanir. 6(z +2) =
6(z) ve 0(—:)=v=iz6(z) bagmulan
saglanir. Karmagsik karekdk fonksiyonunun
bilinen dal1 se¢ilerek her y € I' i¢in b,c =
0 (mod 2), (%) Legendre sembolii ve €; =
2
1 veya i (sirasiyla d= 1 veya 3 igin) olmak
. 2 _ 1
izere  0(y(2)) = (EC)Z ez (cz + d)20(2)
elde edilir. 8(z) = 6(2z) segilerek her y €
.. ) 2 - 1
L@ igin jr.2) = (%) ezl(cz+d)z
2

olmak iizere 8(y(2)) = j(y, 2)8(z) olur,

Tammm 4. (Koblitz, 1984) k bir tamsayi
olsun. Her bir cusp noktasinda analitik olan
ve 0(y(2)) = j(y,2)**/28(z) fonksiyonel
esitligini saglayan fonksiyonlara [(4) icin
k+1/2 agirlikli modiiler form yani yarim
tamsayr agirliklt modiiler form denir ve
M, 1 [ (4) ile gosterilir.

Sonsuzda sifir olan yarim tamsayr agirlikli
modiiler forma yarim tamsayr agirlikli cusp
form denir. Bu ozellikteki cusp formlarin
uzayt S, +%F0 (4) ile gosterilir.

Burada I, (4) ile I'’nin 4 seviyeli denklik alt
grubu gosterilmektedir. Daha kesin olarak bu

grup, I’'nin ¢ =0 (mod4) seklindeki
doniisimlerinden  olusmaktadir.  Yarim
tamsayr  agirhikli  modiiler  formlarin
yukaridaki fonksiyonel esitligi

saglayabilmesi i¢in mutlaka I}, (4) (veya daha
genel olarak N € Z olmak tiizere I(4N)) alt
grubu iizerinde tanimlanmalidir.

Yarim tamsayr agirlikli modiiler formlar
iizerinde de Hecke operatorleri
tanimlanabilir. Asagidaki sonu¢ (Koblitz,
1984) st. 207°de verilmistir.

Teorem 1. (Koblitz, 1984) Yarim tamsayi
agirlikli modiiler formlar iizerinde p2. Hecke
operatérii 4 | N,pasal, pt Nvek=21+1

pozitif tek tamsayr olmak tizere T,z olarak

gosterilir ve Tp2f(z) = Xy=o b, q™ olarak

tanimlanir. Burada by = ayz, +
DMy 5 - : :
(T) p*tay + p*%a,,, seklindedir.

Tamm 5. (Koblitz, 1984) p asal olmak {izere
tim Tp,z’ler igin Ozvektor olan modiler
forma yarim agirhklt  modiiler

formlar i¢in Hecke eigenform denir.

tamsay1

Tanim 6. (Cohen-Stromberg, 2018) f ve g,

H Ust yari dizleminde C® smifindan
sirastyla k ve | agirlikli iki fonksiyon olsun;

bu durumda f ve g fonksiyonunun n. Rankin -

Cohen parantezi [f, 9. =
So(—1)) (M) (B D Dl(g) esitligi e
tanimlanir. Burada O (f) = zim,z—:
seklindedir.

Ayrica f, k agirhikli ve g, | agirhikli birer
modiiler form ise (k, | tamsay1r veya yarim

tamsay1) [f,gl, = lgf’ —kfg' € M 4,30 olur.

Tamm 7. (Cohen-Stromberg, 2018) k > 2

bir ¢ift tamsay1 olsun. (m,n) ayni anda sifir
olmayan tamsay1 ¢ifti olmak {izere k-

agirlikl Eisenstein serisi z € H olmak tizere

1

Gr(2) = Ymnez oy olarak tanimlanur.

Bazi k ¢ift tamsayilar1 i¢in Eisenstein serileri

su sekildedir:

1
G.(2) = 720 +q+9q% +28q% + 73q* + -

1
———+q + 33¢% + 24443 + 1057q* + -

G6(?) = —552

1
Gg(z) = 280 Tat 129q% + 218843 + -

Tamm 8. (Cohen-Stromberg, 2018) k > 2
bir ¢ift tamsayr olsun. Bu durumda k-
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agirlikli normallestirilmis Eisenstein serisi
Ek(Z) ile Ek(Z) =1-

K
;_ Yn=10k-1(n) 4" tanimlanir.
k

Burada By, k. Bernoulli sayisin1 gosterir ve o

Ok-1(n) = X gppd*?

gosterilir  ve

olarak

bolen  fonksiyonu

olarak tanimlanir.

normallestirilmis Eisenstein serileri

asagidaki gibidir:

Bazi

E,(z) =1+ 240q + 2160q> + -
Es(2) = 1 —504q — 166322 + -
Eg(z) =1+ 480q + 61920q2 + .

Asagida calisgmanin ana sonucunda da
kullanilacak olan %% agirlikli teta serisine ait

(Cohen-Stromberg, 2018) sf. 39-40’ta yer
alan sonug verilmistir.

Teorem 2. (Cohen-Stromberg, 2018) z €
H ve q = e?™Z olmak iizere

6(z) =1+2Y%,q"™ € Mil[,(4) olur.
2

Modiiler formlarin aritmetiginin ilk adim
olan iki modiler formun esitligi (Cohen-
Stromberg, 2018) sf. 185’te asagidaki teorem
yardimiyla verilir.

Teorem 3. (Cohen-Stromberg, 2018)

f=2Xn=0anq", g =2n-obnq" €
M (I[L(N)) olsun. dn sayist  [(N)’in
PSL2(Z)’deki goriintiisiiniin  indeksi olmak
uzere M = kld—ZN sayis1 tanimlansin. Eger 0 <
i <M igin ai = bj ise bu takdirde f = g olur.
M sayisina Sturm sinirt adi verilir. (Kumar ve
Purkait 2014)'te yarim tamsayr agirlikli

modiiler formlar i¢in Sturm sinirina benzer
bir sinir verilmistir.

Tamm 9. (Koblitz, 1984) f = Y, a,q" €
S..1 ([(4) olsun. n = 2,3 (mod 4)
2

ozelligindeki a,, Fourier katsayilar1 sifir olan

cusp formlar S, 1(Tp(4)) uzaymm alt
2

uzaymi olusturur. Bu uzaya Kohnen plus

uzayi ad1 verilir ve S ,::,1 (T (4)) ile gosterilir.
2

3. Temel Sonuclar ve Ispatlar
Ana Teorem 1.

f= —% (3G6(42)6"(2) — G(42)0(2)) € S (To (4))

bir Hecke eigenformdur.

Ispat. [Gs(42), 0], Rankin-Cohen
parantezini hesaplayalim. Tanim 6 geregi
91 = 6G(42)0' (2) — 5 G(42)0(2) =

_ Ll 5_88¢g8 + ---
54574 + 8q> —88q° + -+ (1) olur.

g-lu terimin katsayisi 1 olacak sekilde

normallestirme yapilirsa f; = —42g, elde
edilir. Ote yandan dim(S21 /, (I‘O(4)) =3

olup
uy = q +88q* — 336¢° + 36964° — 5535¢° + 0(q'?)

u, = q% + 4q* — 56q° + 126q° — 224q”
+ 488q® — 5764° + 0(q*?)

uz = q° — 6q* + 20q° — 56q° + 124q’
—220q® +352¢° + 0(q*?)

olmak iizere {u;, u,, us} 517/2(I‘0(4))’nin bir

tabanidir. Bu uzay i¢in Sturm sinir1 4 olup (1)

esitligine  dikkat edilirse f;’in  n =
2,3 (mod 4) ozelligindeki Fourier
katsayillarinin ~ sifir  olmasi  nedeniyle

fi€ S{“7/2 olur. Son olarak  Si7(Ty(4))’te bir
2

tek Hecke eigenform mevcut olup bu formun
u, yani f; formu oldugu kolayca goriilebilir,
bu da ispat1 bitirir.

Ana Teorem 2.
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= %(868(42)9’(2) - %Gé(4z)0(z)) € 52+1/2(Fo(4))
bir Hecke eigenformdur.

ispat.

[Gg(4z),0(z)]; Rankin - Cohen parantezini
uygulayalim. Tanim 6 geregi

92 = [Gg(42),0(2)]; = 8Gg(42)0'(2) —

1. =L, 56,4 5_ 8

- G4 (42)0(2) = 50d 3,9 T 1297 —456q° +
18 9

(5+ 1032) q°+ - (2)

olur. g-lu terimin katsayist 1 olacak sekilde
normallestirme yapilirsa f, = 30g, elde

edilir. Ote yandan dim(S21 /Z(FO (4) =4
olup

uy = q + 24q° + 1344q° — 4480q" — 19204¢®
+4089q° + 0(q'*)

U, = q% +112q° — 426q° + 672q7 + 2176q°
+ 6144q° + 0(q*?)

usz = q> + 8q° — 56q° + 148q” — 448¢°
+1024q° + 0(q*?)

u, == q* — 6q° + 24q® — 80q” + 210q¢®
—480q° + 0(q*?)

olmak iizere {uq,uy, usz, Uy} Sz+1/2nin bir

tabanidir.

Bu uzay igin Sturm sinir1 5 olup (2) esitligine

dikkat  edilirse  f, =u; —56u, olup

f> €55 / (Fy(4)) oldugu aciktir. Kohnen

f2’nin
Fourier

plus uzayr tanimi n=
2,3 (mod 4)
katsayilarinin

+
€S olur.
fz 21/2

geregi
ozelligindeki
olmasi

stfir nedeniyle

Son olarak 52’“1/2(1“0(4))’te bir tek Hecke

eigenform mevcut olup bu formun f, = u; —
56u, formu oldugu kolayca goriilebilir, bu
da ispat1 bitirir.

4. Sonuc ve Tartisma.

Bu c¢alismada Rankin-Cohen parantezi
yardimiyla 17/2 ve 21/2 agirlikli Kohnen
plus uzayinda bulunan Hecke
eigenformlar Eisenstein serileri ve teta serisi
cinsinden ifade edilmistir. Dikkat edilirse bu
Hecke eigenformlarin en az 108 Fourier
katsayist Magma (Bosma vd. 1997) Cebir
Programi'nda kolaylikla hesaplanabilir. Bu
hesaplamada yalnizca ¢carpimlar yani Cauchy
carpimlari Magma Cebir
Programi'nda var olan Fast Fourier
Transform (FFT) ozelligi bu anlamda bu
carpimlari kolaylastirir. Eisenstein serileri ve
ozellikle teta serisinin olusturulmasi herhangi

zaman alir.

bir hesaplama yiikii getirmez. Sonug olarak
elde edilen bu basit formiiller yardimiyla bu
iki agirlik i¢in yeterince Fourier katsayisi
kolayca hesaplanabilir.

Burada sunu da not diismekte fayda var,
Pari/GP (Pari/GP 2019) Cebir Programi’nin
2.11 versiyonunda bulunan modiiler formlar
paketi (mf) modiler formlarla hesaplama

yapmak isteyen arastirmacilara Onemli
avantajlar saglamistir. Orne@in ispatlarda
kullanilan ~ Sturm  smur1  pratik  sekilde

Pari/GP’de hesaplanabilirken Magma’da bu
st direkt olarak hesaplayabilecek bir
komut bulunmamaktadir. Ancak Pari/GP’de
FFT ozelligi bulunmadigi ic¢in Ornegin
Cauchy c¢arpiminda biiyiikk hesaplamalarda
hafiza problemi ¢ikacaktir.
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