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ÖZET 
 

Bu çalışmada, sonsuz uzunlukta, kalın cidarlı, homojen ve izotrop lineer elastik malzemeden yapılmış içi 

boş silindirlerin serbest titreşim analizi analitik olarak çalışılmıştır. Öncelikle elastisitenin alan 

denklemleri kullanılarak, Lame sabitleri cinsinden hareket denklemi elde edilmiş, daha sonra bu denklem 

Bessel fonksiyonları yardımıyla kapalı olarak çözülmüştür. Her bir olası klasik sınır şartı için, 

karakteristik serbest titreşim denklemi kapalı formda sunulmuştur. Şimdiki çalışmadan elde edilen 

sonuçların mevcut literatürle doğrulanması sonrası parametrik bir çalışma gerçekleştirilmiştir. Boyutsuz 

serbest titreşim frekanslarının sınır şartları ve silindir (dış çap/iç çap) oranı ile değişimleri grafik olarak 

gösterilmiş, sonuçların bazıları da tablo halinde sunulmuştur.   

 

Anahtar kelimeler: Serbest Titreşim, Doğal Frekans, Silindirik, Bessel Fonksiyonu, Analitik Çözüm  

 

ABSTRACT 
 

In this study exact free vibration analysis is performed for thick-walled infinite hollow cylinders made of 

an isotropic and homogeneous linear elastic material. Equation of motion in terms of Lame constants is 

first derived from field equations of elasticity, and then solved analytically with the help of Bessel’s 

functions. For each classical possible boundary condition the characteristic free vibration equation is 

presented in closed forms. After verifying the present results with the available literature a parametric 

study is conducted. Variation of the dimensionless natural frequencies with respect to the boundary 

conditions and the cylinder aspect ratio (outer radius/inner radius) is illustrated graphically and some 

numerical results are given in tabular form. 

 

Keywords: Free Vibration, Natural frequency, Cylindrical, Bessel Functions, Analitical Solution  

 

 

1. Giriş 

 

İnce/kalın cidarlı içi boş silindirler başta basınç kapları ve akışkan taşıyıcı borular olmak üzere 

farklı endüstrilerde çok çeşitli amaçlar için kullanılmakta olan vazgeçilmez temel yapı 

elemanlarındandır (Şekil 1).  
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Şekil 1. Sonsuz uzunluktaki silindir ve kesit geometrisi 

 

İzotropik ve homojen lineer elastik malzemeden yapılmış silindirlere ait çalışmalar 1890 lı 

yıllara kadar uzanmaktadır [1] Greenspon [2] elastisite teorisi ile kalın cidarlı silindirlerin 

eğilme titreşimlerini analitik olarak çalışmıştır. Silindirlerin eksenel-simetrik serbest titreşimi 

Gladwell ve Tahbildar [3] tarafından sonlu elemanlar yöntemi ile ele alınmıştır. Hutchinson içi 

dolu [4] ve içi boş [5] silindirlerin serbest titreşimini incelemiştir. Singal ve Williams [6] kalın 

cidarlı silindirlerin serbest titreşimini teorik ve deneysel olarak analiz etmişlerdir. Ghosh [7] 

Poisson oranına ve (dış/iç) yarıçap oranlarına göre sonsuz uzunluktaki isotropik ve homojen 

lineer elastik malzemeden yapılmış içi boş silindirlerde boyutsuz serbest titreşim frekanslarını, 

silindir iç ve dış yüzeyinin gerilmesiz olma durumu için  (serbest-serbest sınır şartı) tablo 

halinde sunmuştur. Ghosh [7] aynı çalışmada Laplace dönüşümü yardımıyla silindirlerde 

zorlanmış titreşimi de analitik olarak incelemiştir. Silindirik yapıların üç boyutlu serbest titreşim 

analizleri ile ilgili [8-13] ve sonlu silindirlerin serbest titreşim analizleri ile ilgili [14-16] 

çalışmalar da literatürde mevcuttur. Bunlardan Mofakhami ve ark. [16] sonsuz uzunluktaki 

silindirlere ait çözümleri ve değişkenlerine ayırma yöntemini kullanarak, sonlu uzunluktaki 

silindirlere ait titreşimleri farklı sınır şartları için (ankastre-ankastre ve serbest-serbest) 

çalışmışlardır. Günümüzde çalışmalar ileri malzemeden yapılmış silindirler konularında hızla 

devam etmektedir.  

 

Yıldırım [17] söz konusu kalın cidarlı silindirik yapıların termal yükler ile iç ve dış basınçlara 

maruz kalma ve sabit bir açısal hızla dönme durumlarında eksenel simetrik gerilme ve yer 

değiştirme analizini analitik olarak incelemiş ve her bir statik yükleme durumu için ayrı ayrı 

kapalı formüller sunmuştur.    

 

Yıldırım’ın [17] çalışmasının tamamlayıcı bir unsuru olan şimdiki çalışma, silindirlerin radyal 

doğrultudaki titreşimleri konusunda en temel çalışmaların benzeri bir çalışmadır. Bu çalışmada 

iç yarıçapı 𝑎 ve dış yarıçapı 𝑏 olan kalın cidarlı içi boş sonsuz uzunlukta bir silindirin serbest 

titreşim analizi analitik olarak literatürde mevcut yöntemlerle ele alınmıştır (Şekil 1). Bu 

çalışmada Ghosh’un [7] çalışması diğer sınır şartlarına genişletilmiş ve her bir sınır şartı için 

karakteristik denklemler kapalı olarak sunulmuştur. Çalışmadan elde edilen sonuçlar grafik 

olarak ve tablo halinde sunulmuştur.  

 

Bu çalışmanın asıl amaçlarından biri de, gerek yüksek lisans öğrencilerine gerekse mühendislere 

konu ile ilgili temel bilgileri ve formülasyonu yeterli ve öz biçimde sunabilmek, elde edilen 

sayısal sonuçlarla da benzer konulardaki bilimsel çalışmalarda güvenilir ve kolayca ulaşılabilir 

Türkçe bir referans kaynak oluşturabilmektir.  
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2. Problemin Formülasyonu ve Çözümü 

 

Eksenel simetrik yükleme durumunda polar koordinatlarda, (𝑟, 𝜃) yer değiştirme-şekil 

değiştirme ilişkileri, küçük yer değiştirmeler kabulü ile aşağıda verildiği gibidir (Şekil 1). 

 

r

u r

r



               ;              

r

u r


 
(1) 

 

Yukarıda r  radyal birim şekil değiştirme,   teğetsel birim şekil değiştirme ve ru  radyal 

doğrultudaki yer değiştirmedir. Radyal gerilme r  , teğetsel gerilme   ile sembolize 

edildiğinde, Hooke kanunu adı verilen gerilme-şekil değiştirme ilişkisi isotropik, homojen ve 

lineer elastik malzemeden yapılmış sonsuz silindirler için düzlem şekil değiştirme halinde 

aşağıdaki hali alır. 

 

   1211 CC rr        ;              1112 CC r   (2) 

 

Burada birim şekil değiştirmelerin katsayıları olan malzeme rijitliklerinin Lame sabitleri 

cinsinden ifadesi aşağıda verildiği gibidir.  

 
𝐶11 = 𝐶22 =   𝜆 + 2𝜇     ;            𝐶12 = 𝐶21 = 𝜆      (3) 

 

Malzemenin Poisson oranı  ve elastisite modülü E  olmak üzere isotropik ve homojen 

malzemeler için Lame sabitleri (4) te olduğu gibi tanımlanmaktadır.  

 

𝜆 =
𝜈𝛦

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
 

 

𝜇 =
𝛦

2(1 + 𝜈)
 

 

 

(4) 

 

Kütle kuvvetlerinin ihmal edilmesi durumunda, radyal doğrultudaki hareket denklemi aşağıdaki 

hali alır.  
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Burada  malzeme yoğunluğunu, t  ise zamanı göstermektedir.  (1) denklemlerinin (2) 

eşitliğinde yerine konulması halinde  
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(6) 

 

Hooke ilişkileri gerilme-yer değiştirme cinsinden ifade edilebilir. Bu ifadelerin ve radyal 

koordinata göre radyal gerilmenin birinci türevinin, (5) nolu hareket denkleminde yerine 
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konulması sonucu sadece radyal yer değiştirmeler cinsinden hareket denklemi, diğer adıyla 

Navier denklemi elde edilir. 

 

2

2

11
22

2
11

t

u

C
u

rr

u

rr

u r
r

rr













 
 

(7) 

 

Bu denklemde radyal yer değiştirmeler hem radyal koordinatın hem de zamanın birer 

fonksiyonudurlar. Serbest titreşim problemi için, )/( srad   açısal serbest titreşim frekansı olmak 

üzere, radyal yerdeğiştirme için aşağıda verilen çarpım şeklindeki harmonik çözüm kabul 

edilebilir. 

 
ti

rr e rutru

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(8) 

 

Yukarıda verilen çözümün kendisinin ve türevlerinin (7) eşitliğinde yerine konulması sonucu 

aşağıda görülen Bessel denklemi elde edilir [18-21]. 

 

(−
1

𝑟2
+ 𝛺2)𝑢𝑟

∗ +
1

𝑟

𝑑𝑢𝑟
∗

𝑑𝑟
+

𝑑2𝑢𝑟
∗

𝑑𝑟2
 = 0 

(9) 

 

Yukarıda yer alan Bessel denklemimin çözümü birinci ve ikinci tip Bessel fonksiyonları 

cinsinden, )( xJ n
 ve )( xY n

, eşitlik (10) da sunulmuştur [17-20]. 

 
𝑢𝑟

∗(r)=𝐶1𝐽1(𝑟𝛺) + 𝐶2𝑌1(𝑟𝛺) (10) 

 

Eşitlik (9) ve (10) da 

 

𝛺2 =
𝜌

𝜆 + 2𝜇
𝜔2 

(11) 

 

sadeleştirmesi yapılmıştır. (10) çözümünün radyal koordinata göre birinci türevi aşağıda olduğu 

gibi 𝐶1 ve 𝐶2 integrasyon sabitleri cinsinden yazılabilir. 

 
𝑑𝑢𝑟

∗

𝑑𝑟
=

1

2
𝐶1𝛺(𝐽0(𝑟𝛺) − 𝐽2(𝑟𝛺)) +

1

2
𝐶2𝛺(𝑌0(𝑟𝛺) − 𝑌2(𝑟𝛺)) 

(12) 

 

Tablo 1 de verilen sınır şartlarının uygulanabilmesi için, (10) çözümü ve Hooke ilişkileri 

kullanılarak radyal gerilmenin de 𝐶1 ve 𝐶2 integrasyon sabitleri cinsinden elde edilmesi gerekir. 

 

𝜎𝑟
∗ =

𝐶1𝑟𝛺(𝜆 + 2𝜇)𝐽0(𝑟𝛺) − 2𝐶1𝜇𝐽1(𝑟𝛺) + 𝐶2𝑟𝛺(𝜆 + 2𝜇)𝑌0(𝑟𝛺) − 2𝐶2𝜇𝑌1(𝑟𝛺)

𝑟
 

(13) 

 

 
Tablo 1. Bu çalışmada göz önüne alınan sınır şartları 

 Serbest-Serbest Ankastre-

Serbest 

Ankastre-

Ankastre 

Serbest-

Ankastre 

İç yüzeyde )( ar   
0)(

*
ar  0)(

*
au r  0)(

*
au r  0)(

*
ar  

Dış yüzeyde  )( br   0)(
*

br  0)(
*

br  0)(
*

bu r  0)(
*

bu r  
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Karakteristik denklemler (10) nolu çözümde sınır koşullarının yerine konulması ile 

bulunmaktadır. Örneğin iç ve dış yüzeyin gerilmesiz olması durumunda aşağıdaki denklem elde 

edilir.  

 

𝑨𝑆𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡−𝑆𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡 {
𝐶1

𝐶2
} = [

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
] {

𝐶1

𝐶2
} = {

0
0

} 
(14) 

 

Burada katsayılar matrisinin elemanlarının açık ifadesi aşağıda verilmiştir. 

 

𝑎11 =
𝑎(𝜆 + 2𝜇)𝛺𝐽0(𝑎𝛺) − 2𝜇𝐽1(𝑎𝛺)

𝑎
 

 

𝑎12 =
𝑎(𝜆 + 2𝜇)𝛺𝑌0(𝑎𝛺) − 2𝜇𝑌1(𝑎𝛺)

𝑎
 

 

𝑎21 =
𝑏(𝜆 + 2𝜇)𝛺𝐽0(𝑏𝛺) − 2𝜇𝐽1(𝑏𝛺)

𝑏
 

 

𝑎22 =
𝑏(𝜆 + 2𝜇)𝛺𝑌0(𝑏𝛺) − 2𝜇𝑌1(𝑏𝛺)

𝑏
 

 

 

 

 

 

(15) 

 

 (14) denkleminin serbest titreşim frekansı için sıfırdan farklı çözümleri, katsayılar matrisinin 

determinantını sıfır yapan değerlerdir. Bu nedenle serbest titreşim frekanslarını bulmak için 

katsayılar matrisinin determinantı sıfıra eşitlenir. Bu şekilde elde edilen denklem, serbest 

titreşim için karakteristik denklem adını alır. Tablo 1 de yer alan sınır şartları ile elde edilen 

kapalı formdaki karakteristik denklemler aşağıda sunulmuştur. 

 
|𝑨𝑆𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡−𝑆𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡| = 2𝜇𝐽1(𝑏𝛺)(𝑎𝛺(𝜆 + 2𝜇)𝑌0(𝑎𝛺) − 2𝜇𝑌1(𝑎𝛺)) + 𝑏𝛺(𝜆

+ 2𝜇)𝐽0(𝑏𝛺)(2𝜇𝑌1(𝑎𝛺) − 𝑎𝛺(𝜆 + 2𝜇)𝑌0(𝑎𝛺)) + (𝑎𝛺(𝜆 + 2𝜇)𝐽0(𝑎𝛺)
− 2𝜇𝐽1(𝑎𝛺))(𝑏𝛺(𝜆 + 2𝜇)𝑌0(𝑏𝛺) − 2𝜇𝑌1(𝑏𝛺) = 0 

(16a) 

 
|𝑨Ankastre−Serbest | =𝑌1(𝑎𝛺)(2𝜇𝐽1(𝑏𝛺) − 𝑏𝛺(𝜆 + 2𝜇)𝐽0(𝑏𝛺)) + 𝐽1(𝑎𝛺)(𝑏𝛺(𝜆 + 2𝜇)𝑌0(𝑏𝛺)

− 2𝜇𝑌1(𝑏𝛺)) = 0 

(16b) 

 
|𝑨𝑆𝑒𝑟𝑏𝑒𝑠𝑡−𝐴𝑛𝑘𝑎𝑠𝑡𝑟𝑒|

= 𝐽1(𝑏𝛺)(2𝜇𝑌1(𝑎𝛺) − 𝑎𝛺(𝜆 + 2𝜇)𝑌0(𝑎𝛺)) + 𝑌1(𝑏𝛺)(𝑎𝛺(𝜆
+ 2𝜇)𝐽0(𝑎𝛺) − 2𝜇𝐽1(𝑎𝛺)) = 0 

(16c) 

 
|𝑨𝐴𝑛𝑘𝑎𝑠𝑡𝑟𝑒−𝐴𝑛𝑘𝑎𝑠𝑡𝑟𝑒| = 𝐽1(𝑎𝛺)𝑌1(𝑏𝛺) − 𝑌1(𝑎𝛺)𝐽1(𝑏𝛺) = 0 

 

(16d) 

 

Boyutsuz serbest titreşim frekansı aşağıda tarif edilmiştir. 

 

𝛽 =
𝑎

√
𝐶11

𝜌

 𝜔 
(17) 

 

Eşitlik (16) da sunulan karakteristik determinantın boyutsuz serbest titreşim frekansı ile 

değişimi 5.1

a

b
 ve 3.0  için Şekil 2 de sunulmuştur. Determinantları sıfır yapan frekansların 
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sayısal olarak bulunabilmesi için çok çeşitli nümerik yöntemler olup, bunlardan en çok 

kullanılanı ikiye bölme yöntemidir. 

 

 
a) Serbest-Serbest ( 0,0  ba  )                                 b) Ankastre-Serbest ( 0,0  bau  ) 

 

  
c) Serbest-Ankastre ( 0,0  ba u )                         d) Ankastre-Ankastre ( 0,0  ba uu ) 

Şekil 2. Karakteristik determinantın boyutsuz serbest titreşim frekansı ile değişimi ( 5.1

a

b
, 3.0 ). 

 

3. Sonuçların Doğrulanması 

 

Literatürde genellikle (serbest-serbest) uçlar için kapalı çözümler bulunmaktadır. (16) 

denklemleri kullanılarak bu çalışmadan elde edilen sonuçlar Tablo 2 de kalın bir silindir için 

dört farklı sınır şartında, Tablo 3 te ise ince cidarlı bir silindir için yine dört farklı sınır şartında 

literatürde mevcut sonuçlarla karşılaştırmalı bir şekilde sunulmuştur.  

 

Tablo 2 ve 3 ün incelenmesinden, uçları gerilmesiz uzun silindire ait literatür sonuçları ile 

şimdiki çalışma sonuçlarının uyum içinde olduğu görülmektedir.  

 

Yine bu tablolardan Serbest-Ankastre ve Ankastre-Serbest sınır şartlarında elde edilen 

sonuçların sayısal olarak farklı olmasına rağmen birbirine çok yakın olduğu görülmektedir. İnce 

cidarlı silindirlerde temel frekanstan sonraki frekanslarda çok belirgin bir şekilde artış 

görülmektedir. Bu artış miktarı kalın silindirlerde daha küçüktür. Örneğin yüzeyleri gerilmesiz 

kalın silindirde boyutsuz ilk frekans 0.633263, onuncu moddaki frekans 28.2822 iken; yüzeyleri 

gerilmesiz ince cidarlı silindirde bu değerler birinci modda 0.894602, onuncu modda ise 

1413.72 değerine ulaşmaktadır. 
 

 

10 20 30 40 50 60 70

1.5 1011

1.0 1011

5.0 1010

5.0 1010

1.0 1011

Determinant

FREE FIXED CYLINDER a 0 and ub 0

10 20 30 40 50 60 70

0.04

0.02

0.02

0.04

0.06

Determinant

FIXED FIXED CYLINDER ua 0 and ub 0
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Tablo 2. Kalın cidarlı silindir için şimdiki çalışma sonuçlarının literatürle karşılaştırılması 

(𝜈 = 0.3; 𝑏/𝑎 = 2) 

 Serbest-Serbest Ankastre-

Serbest 

Ankastre-

Ankastre 

Serbest-

Ankastre 

Modlar 

i
  

Şimdiki 

Çalışma  

 

[7] 

 

[21] 

Şimdiki 

Çalışma 

Şimdiki 

Çalışma 

Şimdiki 

Çalışma 

1 0.633263 0.6335 0.63563 1.633 3.19658 1.75587 

2 3.21655 3.218 3.21793 4.74271 6.31235 4.76894 

3 6.3193 6.319 6.31999 7.87288 9.44446 7.88733 

4 9.44864 9.449 9.44910 11.0092 12.5812 11.0193 

5 12.5842 12.58 12.58455 14.1478 15.7199 14.1555 

6 15.7222 15.72 15.72249 17.2875 18.8595 17.2938 

7 18.8614 18.86 18.86165 20.4278 21.9997 20.4331 

8 22.0013 22.00 22.00151 23.5684 25.1402 23.5729 

9 25.1416 25.14 25.14180 26.7092 28.281 26.7132 

10 28.2822 28.28 28.28239 29.8502 31.4219 29.8538 

 

 

Tablo 3. İnce cidarlı silindir için şimdiki çalışma sonuçlarının literatürle karşılaştırılması 

(𝜈 = 0.3; 𝑏/𝑎 = 1.02) 

 

 Serbest-Serbest Ankastre-

Serbest 

Ankastre-

Ankastre 

Serbest-

Ankastre 

Modlar 

i
  

Şimdiki 

Çalışma 

 

[7] 

Şimdiki 

Çalışma 

Şimdiki 

Çalışma 

Şimdiki 

Çalışma 

1 0.894602 0.89 78.4999 157.082 78.59 

2 157.082 157.10 235.606 314.16 235.636 

3 314.161 314.20 392.691 471.24 392.709 

4 471.24 471.20 549.773 628.319 549.786 

5 628.319 628.30 706.854 785.399 706.864 

6 785.399 785.40 863.934 942.478 863.943 

7 942.478 942.50 1021.01 1099.56 1021.02 

8 1099.56 1100.00 1178.09 1256.64 1178.1 

9 1256.64 1257.00 1335.17 1413.72 1335.18 

10 1413.72 1414.00 1492.25 1570.8 1492.26 

 

 

4. Serbest Titreşim Frekanslarının (Dış/İç) Yarıçap Oranları ve Sınır Şartları ile Değişimi 

 

İlk altı moda ait serbest titreşim frekansının iki farklı silindir geometrisinde sınır şartlarına göre 

değişimi Şekil 3 te sunulmuştur. Şekil 3’ ten (b/a=1.05) ve (b/a=1.5) geometrilerine ve altıncı 

moda ait frekanslar arasında (10:1) oranı gibi büyük bir oran olduğu görülmektedir. 

 

Şekil 4 te ilk altı moda ait serbest titreşim frekansının üç farklı sınır şartı için (serbest-serbest, 

serbest-ankastre, ve ankastre-ankastre) (dış/iç) çap oranı ile (𝜈 = 0.3) değişimi gösterilmiştir. 

Tahmin edilebileceği gibi gerilmesiz yüzeylere sahip olan silindirde boyutsuz frekanslar daha 

küçüktür. Buna karşılık her iki yüzeyde radyal doğrultudaki serbestlik derecesinin engellenmesi 

durumunda en büyük frekanslar elde edilmektedir.  
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Şekil 3. İlk altı moda ait serbest titreşim frekansının iki farklı silindir geometrisinde  

sınır şartlarına göre değişimi (𝜈 = 0.3) 

 

 

 

 
(a)                                                                                        (b) 

 
(c) 

 

Şekil 4. İlk altı moda ait serbest titreşim frekansının (a) serbest-serbest sınır şartı için (b) serbest-ankastre 

sınır şartı için (c) ankastre-ankastre sınır şartı için (dış/iç) çap oranı ile değişimi (𝜈 = 0.3) 



KALIN CİDARLI İÇİ BOŞ SİLİNDİRLERİN DOĞAL FREKANSLARININ  

(DIŞ/İÇ) ÇAP ORANI VE SINIR ŞARTLARI İLE DEĞİŞİMİ 

11 
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5. Sonuç 

 

Bu çalışmada, farklı şekillerde titreşebilen silindirik yapıların sadece eksenel simetrik modları 

hedeflenerek, sonsuz uzunlukta, kalın cidarlı, homojen ve isotrop lineer elastik malzemeden 

yapılmış içi boş silindirlerin serbest titreşim denklemi analitik olarak Lame sabitleri cinsinden 

ve Bessel fonksiyonları yardımıyla kapalı olarak çözülmüştür. Sonuçlar yalnızca eksenel 

simetrik modlara aittir. Dört farklı olası klasik sınır şartı için, karakteristik serbest titreşim 

denklemi kapalı formda sunulmuştur. Ghosh’un [7] serbest-serbest sınır şartı için yaptığı 

parametrik çalışma benzeri bir çalışma diğer olası klasik sınır şartları için gerçekleştirilmiştir 

(𝜈 = 0.3). Boyutsuz serbest titreşim frekanslarının sınır şartları ve silindir (dış çap/iç çap) oranı 

ile değişimleri grafik olarak gösterilmiş, sonuçların bazıları da tablo halinde sunulmuştur.   

 

Bu çalışmanın asıl amaçlarından biri de yukarıda belirtildiği gibi gerek yüksek lisans 

öğrencilerine gerekse mühendislere konu ile ilgili temel bilgileri ve formülasyonu yeterli ve öz 

biçimde sunabilmek, elde edilen sayısal sonuçlarla da benzer konulardaki akademik 

çalışmalarda güvenilir ve kolay ulaşılabilir Türkçe bir referans kaynak oluşturabilmektir.  
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