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OZET

Bu ¢alismada, sonsuz uzunlukta, kalin cidarli, homojen ve izotrop lineer elastik malzemeden yapilmus igi
bos silindirlerin serbest titresim analizi analitik olarak c¢alistlmistir. Oncelikle elastisitenin alan
denklemleri kullanilarak, Lame sabitleri cinsinden hareket denklemi elde edilmis, daha sonra bu denklem
Bessel fonksiyonlar1 yardimiyla kapali olarak ¢o6ziilmiistiir. Her bir olasi klasik siir sarti igin,
karakteristik serbest titresim denklemi kapali formda sunulmustur. Simdiki ¢alismadan elde edilen
sonuglarin mevcut literatiirle dogrulanmasi sonrasi parametrik bir calisma gerceklestirilmistir. Boyutsuz
serbest titresim frekanslarinin sinir sartlar1 ve silindir (dis ¢ap/i¢ ¢ap) orani ile degisimleri grafik olarak
gosterilmis, sonuglarin bazilari da tablo halinde sunulmustur.

Anahtar kelimeler: Serbest Titresim, Dogal Frekans, Silindirik, Bessel Fonksiyonu, Analitik Cozum

ABSTRACT

In this study exact free vibration analysis is performed for thick-walled infinite hollow cylinders made of
an isotropic and homogeneous linear elastic material. Equation of motion in terms of Lame constants is
first derived from field equations of elasticity, and then solved analytically with the help of Bessel’s
functions. For each classical possible boundary condition the characteristic free vibration equation is
presented in closed forms. After verifying the present results with the available literature a parametric
study is conducted. Variation of the dimensionless natural frequencies with respect to the boundary
conditions and the cylinder aspect ratio (outer radius/inner radius) is illustrated graphically and some
numerical results are given in tabular form.

Keywords: Free Vibration, Natural frequency, Cylindrical, Bessel Functions, Analitical Solution

1. Giris
Ince/kalin cidarl igi bos silindirler basta basing kaplar1 ve akiskan tastyici borular olmak iizere

farkli endistrilerde ¢ok c¢esitli amaglar i¢in kullanilmakta olan vazgegilmez temel yapi
elemanlarindandir (Sekil 1).
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Sekil 1. Sonsuz uzunluktaki silindir ve kesit geometrisi

Izotropik ve homojen lineer elastik malzemeden yapilmus silindirlere ait galigmalar 1890 It
yillara kadar uzanmaktadir [1] Greenspon [2] elastisite teorisi ile kalin cidarli silindirlerin
egilme titresimlerini analitik olarak caligmustir. Silindirlerin eksenel-simetrik serbest titresimi
Gladwell ve Tahbildar [3] tarafindan sonlu elemanlar yontemi ile ele alinmistir. Hutchinson igi
dolu [4] ve i¢i bos [5] silindirlerin serbest titresimini incelemistir. Singal ve Williams [6] kalin
cidarl silindirlerin serbest titresimini teorik ve deneysel olarak analiz etmislerdir. Ghosh [7]
Poisson oranina ve (dis/i¢) yarigap oranlarina gore sonsuz uzunluktaki isotropik ve homojen
lineer elastik malzemeden yapilmis ici bos silindirlerde boyutsuz serbest titresim frekanslarini,
silindir i¢ ve dis yiizeyinin gerilmesiz olma durumu igin (serbest-serbest sinir sarti) tablo
halinde sunmustur. Ghosh [7] aymi ¢alismada Laplace dontsimii yardimiyla silindirlerde
zorlanmus titresimi de analitik olarak incelemistir. Silindirik yapilarin ii¢ boyutlu serbest titresim
analizleri ile ilgili [8-13] ve sonlu silindirlerin serbest titresim analizleri ile ilgili [14-16]
caligmalar da literatiirde mevcuttur. Bunlardan Mofakhami ve ark. [16] sonsuz uzunluktaki
silindirlere ait ¢oziimleri ve degiskenlerine ayirma yontemini kullanarak, sonlu uzunluktaki
silindirlere ait titresimleri farkli smir sartlar1 i¢in (ankastre-ankastre ve serbest-serbest)
calismiglardir. Giintimiizde ¢aligmalar ileri malzemeden yapilmis silindirler konularinda hizla
devam etmektedir.

Yildirim [17] s6z konusu kalin cidarli silindirik yapilarin termal yikler ile i¢ ve dis basinglara
maruz kalma ve sabit bir agisal hizla donme durumlarinda eksenel simetrik gerilme ve yer
degistirme analizini analitik olarak incelemis ve her bir statik yiikleme durumu igin ayri ayri
kapali formiiller sunmustur.

Yildirim’in [17] ¢alisgmasinin tamamlayict bir unsuru olan simdiki ¢alisma, silindirlerin radyal
dogrultudaki titresimleri konusunda en temel ¢aligmalarin benzeri bir ¢alismadir. Bu ¢alismada
i¢c yaricapt a ve dis yaricapt b olan kalin cidarl i¢i bos sonsuz uzunlukta bir silindirin serbest
titresim analizi analitik olarak literatiirde mevcut yontemlerle ele alinmistir (Sekil 1). Bu
calismada Ghosh’un [7] ¢alismasi diger sinir sartlarina genisletilmis ve her bir sinir sart1 i¢in
karakteristik denklemler kapali olarak sunulmustur. Calismadan elde edilen sonuglar grafik
olarak ve tablo halinde sunulmustur.

Bu ¢aligmanin asil amaglarindan biri de, gerek yiiksek lisans 6grencilerine gerekse miithendislere
konu ile ilgili temel bilgileri ve formulasyonu yeterli ve 6z bigimde sunabilmek, elde edilen
sayisal sonuglarla da benzer konulardaki bilimsel ¢alismalarda giivenilir ve kolayca ulasilabilir
Tirkce bir referans kaynak olusturabilmektir.
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2. Problemin Formulasyonu ve Cézimi

Eksenel simetrik ylkleme durumunda polar koordinatlarda, (r,0) yer degistirme-gekil
degistirme iligkileri, kiigiik yer degistirmeler kabulii ile asagida verildigi gibidir (Sekil 1).

ou, u (1)

Yukarida ., radyal birim sekil degistirme, -, tegetsel birim sekil degistirme ve u, radyal
dogrultudaki yer degistirmedir. Radyal gerilme o, , tegetsel gerilme o, ile sembolize

edildiginde, Hooke kanunu adi verilen gerilme-sekil degistirme iligkisi isotropik, homojen ve
lineer elastik malzemeden yapilmis sonsuz silindirler i¢in diizlem sekil degistirme halinde
asagidaki hali alir.

6, =Cyp &, +Cyy gy ’ G9g =Cyp &, +Cyy &9 (2)

Burada birim sekil degistirmelerin katsayilart olan malzeme rijitliklerinin Lame sabitleri
cinsinden ifadesi asagida verildigi gibidir.

Ciy =Cp= A1+42p Cip =0 =41 3)

Malzemenin Poisson orami v ve elastisitte modili e olmak Qzere isotropik ve homojen
malzemeler i¢in Lame sabitleri (4) te oldugu gibi tanimlanmaktadir.

1= vE
T (14v)(1-2v)
4)
_E
K=2a+v

Kiitle kuvvetlerinin ihmal edilmesi durumunda, radyal dogrultudaki hareket denklemi asagidaki
hali alir.

10 c, oo (6, -0p) a2u (%)
+ P

Burada , malzeme yogunlugunu, : ise zamani gostermektedir. (1) denklemlerinin (2)
esitliginde yerine konulmasi halinde

ou, u,
o, =Cy — +Cpp, —
or r
(6)
ou, u,
09 =Cpp — +Cyy —

or

Hooke iligkileri gerilme-yer degistirme cinsinden ifade edilebilir. Bu ifadelerin ve radyal
koordinata gore radyal gerilmenin birinci turevinin, (5) nolu hareket denkleminde yerine
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konulmasi sonucu sadece radyal yer degistirmeler cinsinden hareket denklemi, diger adiyla
Navier denklemi elde edilir.

o%u, 10u, 1 p 0%u @
r

+

- —y, = —

r

2 2 2
or r 11 ot

~

or

Bu denklemde radyal yer degistirmeler hem radyal koordinatin hem de zamanin birer
fonksiyonudurlar. Serbest titresim problemi igin, « (rad /s) agisal serbest titresim frekansi olmak
tizere, radyal yerdegistirme igin asagida verilen ¢arpim seklindeki harmonik ¢6zim kabul
edilebilir.

ot @)

u (rt)=u (r)e

Yukarida verilen ¢oziimiin kendisinin ve tiirevlerinin (7) esitliginde yerine konulmasi sonucu
asagida goriilen Bessel denklemi elde edilir [18-21].

1 ldu: d%u; 9)
I ¥ ) O M L
( r2+ )ur+rdr+dr2

Yukarida yer alan Bessel denklemimin ¢oziimii birinci ve ikinci tip Bessel fonksiyonlari
cinsinden, 5, (x) Ve v, (x), esitlik (10) da sunulmustur [17-20].

ui(r)=C,J; (r2) + C,Y,(r2) (10)
Esitlik (9) ve (10) da

p 2 (11)

0% =
A+2,uw

sadelestirmesi yapilmistir. (10) ¢dziimiiniin radyal koordinata gore birinci tiirevi agagida oldugu
gibi C; ve C, integrasyon sabitleri cinsinden yazilabilir.

duy
dr

1 1 (12)
= 561-0(]0(7"-(2) = L(r2)) + ECZQ(Yo(r-Q) =1, (r0))

Tablo 1 de verilen smir sartlarinin uygulanabilmesi i¢in, (10) ¢6ziimii ve Hooke iliskileri
kullanilarak radyal gerilmenin de C; ve C, integrasyon sabitleri cinsinden elde edilmesi gerekir.

. CirA +2w)]o(r2) — 2C, 1, (r2) + C,r2(A + 2u) Yy (r) — 2C,uY, (r2) (13)

Oy

r

Tablo 1. Bu ¢aligmada g6z 6niine alinan sinir sartlari

Serbest-Serbest  Ankastre- Ankastre- Serbest-

Serbest Ankastre Ankastre
Ig yiizeyde (r = a) o (a)=0 ul(a)=0 ul(a)=0 o (a)=0
Dg yiizeyde (r = b) o (b)=0 o (b)=0 u,(b) =0 u, (b) =0
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Karakteristik denklemler (10) nolu ¢dziimde simir kosullarinin yerine konulmasi ile
bulunmaktadir. Ornegin i¢ ve dis yiizeyin gerilmesiz olmas1 durumunda asagidaki denklem elde
edilir.

C) _[1 Q12](Ci) _ (O (14)
ASerbest—Serbest {Cz} - [a21 azz] {CZ} - {0}

Burada katsayilar matrisinin elemanlarinin agik ifadesi asagida verilmistir.

_a(d+2u)0),(a2) — 2pj; (a2)
a; =

a
a(A+2u)0Y,(a2) — 2uY;(a2)

A = a

(15)

_ b(A+2p1)00],(bN2) — 2uJ,(b2)

az1 = b
b(A+ 2u)N2Yy(b2) — 2uY; (b2)

Az =

b

(14) denkleminin serbest titresim frekansi i¢in sifirdan farkli ¢oziimleri, katsayilar matrisinin
determinantin1 sifir yapan degerlerdir. Bu nedenle serbest titresim frekanslarini bulmak igin
katsayilar matrisinin determinant1 sifira esitlenir. Bu sekilde elde edilen denklem, serbest
titresim i¢in karakteristik denklem adini alir. Tablo 1 de yer alan sinir sartlar1 ile elde edilen
kapali formdaki karakteristik denklemler asagida sunulmustur.

|ASerbest—Serbest| = 2.“]1(19-0)(61[2(/1 + Zﬂ)YO(aﬂ) - Zﬂyl (aﬂ)) + b-Q(A (163-)
+21)]o(b2)(2pY; (a2) — a2(A + 2p)Yy (a2)) + (a2(A + 2p)]o(al2)
— 2p1/1(a2))(b2(A + 2p) Yo (b2) — 2puY; (b2) = 0

|A Ankastre-serbest| =Y1(a2) (21 (b2) — b2(A + 2p1)]o(b2)) + J1(a2)(b2(A + 2)Y, (b12) (16b)
—2uY,(b2)) =0

IASerbest—Ankastre I (16c)
= J1(b2)(2uY1(a) — a(A + 21)Yo(a)) + Y1 (b2)(a2(A
+ 2u)o(a) — 2u); (a)) = 0

|Asnkastre-ankastrel = J1(a2)Y1(b2) — Y1 (a2)],(b2) =0 (16d)

Boyutsuz serbest titresim frekansi asagida tarif edilmistir.

S 17)
B \@ w
p

Esitlik (16) da sunulan karakteristik determinantin boyutsuz serbest titresim frekansi ile

degisimi ® isvev-o3 icin Sekil 2 de sunulmustur. Determinantlari sifir yapan frekanslarin
a
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sayisal olarak bulunabilmesi i¢in ¢ok c¢esitli niimerik yontemler olup, bunlardan en ¢ok
kullanilan ikiye bolme yontemidir.

Determinant Det
" 15 <10y . . . .
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c) Serbest-Ankastre (¢, = 0,u, =0) d) Ankastre-Ankastre (u, = 0,u, =0)

. . . . .. .. b
Sekil 2. Karakteristik determinantin boyutsuz serbest titresim frekansi ile degisimi (—=1.5, v = 0.3).
a

3. Sonuclarin Dogrulanmasi

Literatirde genellikle (serbest-serbest) uglar icin kapali ¢oziimler bulunmaktadir. (16)
denklemleri kullanilarak bu c¢alismadan elde edilen sonuglar Tablo 2 de kalin bir silindir i¢in
dort farkl sinir sartinda, Tablo 3 te ise ince cidarl bir silindir i¢in yine dort farkli sinir sartinda
literatiirde mevcut sonuglarla karsilastirmali bir sekilde sunulmustur.

Tablo 2 ve 3 iin incelenmesinden, uglari gerilmesiz uzun silindire ait literatlir sonuglari ile
simdiki ¢alisma sonuglarinin uyum i¢inde oldugu goriilmektedir.

Yine bu tablolardan Serbest-Ankastre ve Ankastre-Serbest smir sartlarinda elde edilen
sonuglarin sayisal olarak farkli olmasina ragmen birbirine ¢cok yakin oldugu goriilmektedir. Ince
cidarli silindirlerde temel frekanstan sonraki frekanslarda c¢ok belirgin bir sekilde artis
goriilmektedir. Bu artis miktar1 kalmn silindirlerde daha kiigiiktiir. Ornegin yiizeyleri gerilmesiz
kalin silindirde boyutsuz ilk frekans 0.633263, onuncu moddaki frekans 28.2822 iken; yiizeyleri
gerilmesiz ince cidarli silindirde bu degerler birinci modda 0.894602, onuncu modda ise
1413.72 degerine ulagmaktadir.
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Tablo 2. Kalin cidarli silindir i¢in simdiki ¢aligma sonuglarinin literatiirle karsilastirilmasi

(v=0.3;b/a =2)
Serbest-Serbest Ankastre-  Ankastre- Serbest-

Serbest Ankastre Ankastre
Modlar  Simdiki Simdiki Simdiki Simdiki
B, Calisma [7] [21] Calisma Calisma Calisma
1 0.633263 0.6335 0.63563 1.633 3.19658 1.75587
2 3.21655 3.218 3.21793 4.74271 6.31235 4.76894
3 6.3193 6.319 6.31999 7.87288 9.44446 7.88733
4 9.44864 9.449 9.44910 11.0092 12.5812 11.0193
5 12.5842 12.58 12.58455 14.1478 15.7199 14.1555
6 15.7222 15.72 15.72249 17.2875 18.8595 17.2938
7 18.8614 18.86 18.86165 20.4278 21.9997 20.4331
8 22.0013 22.00 22.00151 23.5684 25.1402 23.5729
9 25.1416 25.14 25.14180 26.7092 28.281 26.7132
10 28.2822 28.28 28.28239 29.8502 31.4219 29.8538

Tablo 3. Ince cidarls silindir i¢in simdiki calisma sonuglarinin literatiirle karsilagtiriimasi

(v=03;b

Ja =1.02)

Serbest-Serbest Ankastre- Ankastre- Serbest-
Serbest Ankastre Ankastre

Modlar  Simdiki Simdiki Simdiki Simdiki
B, Calisma [7] Calisma Calisma Calisma
1 0.894602 0.89 78.4999 157.082 78.59
2 157.082 157.10 235.606 314.16 235.636
3 314.161 314.20 392.691 471.24 392.709
4 471.24 471.20 549.773 628.319 549.786
5 628.319 628.30 706.854 785.399 706.864
6 785.399 785.40 863.934 942.478 863.943
7 942.478 942.50 1021.01 1099.56 1021.02
8 1099.56 1100.00 1178.09 1256.64 1178.1
9 1256.64 1257.00 1335.17 1413.72 1335.18
10 1413.72 1414.00 1492.25 1570.8 1492.26

4. Serbest Titresim Frekanslarmn (Dis/i¢) Yaricap Oranlari ve Simir Sartlan ile Degisimi

[lk alt1 moda ait serbest titresim frekansmin iki farkl silindir geometrisinde sinir sartlaria gore
degisimi Sekil 3 te sunulmustur. Sekil 3’ ten (b/a=1.05) ve (b/a=1.5) geometrilerine ve altinct
moda ait frekanslar arasinda (10:1) orani gibi biiylik bir oran oldugu goriilmektedir.

Sekil 4 te ilk alti moda ait serbest titresim frekansinin ti¢ farkli sinir sart1 i¢in (serbest-serbest,
serbest-ankastre, ve ankastre-ankastre) (dis/i¢) ¢ap orani ile (v = 0.3) degisimi gOsterilmistir.
Tahmin edilebilecegi gibi gerilmesiz yiizeylere sahip olan silindirde boyutsuz frekanslar daha
kiiciiktiir. Buna karsilik her iki yilizeyde radyal dogrultudaki serbestlik derecesinin engellenmesi
durumunda en biytuk frekanslar elde edilmektedir.
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(DIS CAP/iC CAP)=1.05 (DIS CAP/IC CAP)=1.5

2 2
= X,
§4DO 5-00
S n
S §3U
2 200 2 20
> = 10
6 'Olv
2, & 2, &

1 2 3 1 2 3

SERBEST-SERBEST ANKASTRE-SERBEST ANKASTRE-ANKASTRE SERBEST-SERBEST ANKASTRE-SERBEST ANKASTRE-ANKASTRE

Sekil 3. ilk alt1 moda ait serbest titresim frekansinin iki farkli silindir geometrisinde
sinir sartlarina gore degisimi (v = 0.3)

CURETEES SERBEST-SERBEST swmemees  SERBEST-ANKASTRE
8OO
8OO
700
700
600
600
500
500
400 a00
300 300
200 200
100 100
]
0 1,02 1,05 1,10 1,25 1,50 1,75 2,00
1,02 1,05 1,1 1,25 1,5 1,75 2 :
. DIS CAP/IC CAP
DIS CAP/IC CAP
(@) (b)
T " ANKASTRE-ANKASTRE
900
80O
700
600
500
400
300
200
100
0
1,02 1,05 1,1 1,25 1,5 1,75 2
DIS CARJIC CAP
©

Sekil 4. {1k altt moda ait serbest titresim frekansinin (a) serbest-serbest sinir sart1 igin (b) serbest-ankastre
sinir sart1 igin (c) ankastre-ankastre sinir sart1 igin (dis/i¢) ¢ap orani ile degisimi (v = 0.3)
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5. Sonug

Bu ¢alismada, farkli sekillerde titresebilen silindirik yapilarin sadece eksenel simetrik modlart
hedeflenerek, sonsuz uzunlukta, kalin cidarli, homojen ve isotrop lineer elastik malzemeden
yapilmis i¢i bos silindirlerin serbest titresim denklemi analitik olarak Lame sabitleri cinsinden
ve Bessel fonksiyonlar1 yardimiyla kapali olarak ¢oziilmiistir. Sonuglar yalnizca eksenel
simetrik modlara aittir. Dort farkli olasi klasik sinir sart1 igin, karakteristik serbest titresim
denklemi kapali formda sunulmustur. Ghosh’un [7] serbest-serbest siir sarti i¢in yaptigi
parametrik calisma benzeri bir ¢alisma diger olasi klasik sinir sartlar1 i¢in gergeklestirilmistir
(v = 0.3). Boyutsuz serbest titregim frekanslarinin sinir sartlari ve silindir (dis ¢ap/i¢ ¢ap) orani
ile degisimleri grafik olarak gosterilmis, sonuglarin bazilar1 da tablo halinde sunulmustur.

Bu calismanin asil amagclarindan biri de yukarida belirtildigi gibi gerek yiiksek lisans
ogrencilerine gerekse miihendislere konu ile ilgili temel bilgileri ve formiilasyonu yeterli ve 6z
bicimde sunabilmek, elde edilen sayisal sonuglarla da benzer konulardaki akademik
calismalarda giivenilir ve kolay ulasilabilir Tiirk¢e bir referans kaynak olusturabilmektir.
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