Istatistikciler

_ www.istatistikciler.org Dergisi
Istatistikgiler Dergisi 2 (2009) 1-8

Faiz oraninin rastlant1 degiskeni olmasi durumunda
tam hayat ve donem sigortalari

Esra Satici Cenap Erdemir
Hacettepe Universitesi Hacettepe Universitesi
_Fen Fakiiltesi Fen Fakiiltesi

Istatistik Boliimii Aktiierya Bilimleri Boliimii
eelagoz@hacettepe.edu.tr cenap@hacettepe.edu.tr
Ozet

Sigortacilikta kargilasilan en 6nemli problem faiz oranlarmimn belirsizligidir. Genellikle, kolaylik olmasi
acisindan, faiz oranlari biitiin yillar itibariyle sabit bir deger olarak alinmaktadir. Bununla birlikte, Tiirkiye
gibi gelismekte olan iilkelerde faiz oranlan siirekli degiskenlik gostermektedir. Bu ¢alismada, donem ve tam
hayat sigortalarinda faiz oranlarinin bagimsiz rastlanti degiskeni olmas: durumu incelenmis, faiz oranlarmna
bagli dagilim fonksiyonlar verilmis ve gercek veriler ile bir uygulama yapilmistir. Uygulamada, yillik vadeli
mevduat faiz oranlar ve tiiketici fiyat endeksi oranlar1 géz oniine alinarak, reel faiz oranlar1 izerinden uygun
dagilima karar verilmistir. Hem sabit hem de stokastik faiz oranlar1 ig¢in, CSO 1980 mortalite tablosu
kullanilarak tam hayat sigortasina ait aktiieryal bugiinkii degerler hesaplanmis ve sonuglar karsilastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Faiz orani rastlanti degiskeni, Hayat sigortasi, Aktiieryal bugtinkii deger.

Abstarct
Whole life and term insurance under random rates of interest

The main problem in insurance is unknown interest rate. Typically, for simplicity, it is assumed that
underlying interest rate is fixed and the same for all years. However, the interest rate that will apply in future
years of course neither known nor constant like in Turkey. In this paper, we consider that annual rates of
interest are independent random variables in term insurance and whole life insurance, Distribution functions
of term insurance and whole life insurance are given and results of numerical example based on real data are
discussed. In example, regarding annual interest rates on deposits and consumer price index rates, it has
been decided to use appropriate distribution over real interest rates. For both constant and stochastic interest
rates, by using CSO 1980 mortality table actuarial present values which belong to whole life insurance have
been calculated and the results compared.

Keywords: Random interest rate, Life insurance, Actuarial present value.
1. Giris

Sigortacilikta karsilasilan en 6nemli problemlerden biri, faiz oranlarin belirsizligidir. Sigorta
hizmeti veren bir kurumun yiikiimliilikklerini yerine getirebilmesi i¢in aktiieryal denklik ilkesini
gozeterek, aktiieryal ilkeler 1s18inda kararlar almasi gerekmektedir. Aktiieryal dengeyi en fazla
etkileyen ve belirsizliginden dolay1 riski giderilemeyen en dnemli faktor faiz oranidir. Faiz orani igin
genelde sabit bir deger almarak denklikler kurulmaktadir. Tiirkiye gibi ekonomik belirsizlikleri ve
dalgalanmalar1 yasayan iilkelerde bu sekilde bir yaklasimda bulunmak uygun olmamakta, uzun vadede
aktiieryal dengeyi tehdit etmektedir.
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Faiz oranlar1 degiskenligi hesaplamalara ii¢ sekilde dahil edilebilir;

i) Mevcut ekonomik gelismeler takip edilerek ve ilgili kurumun varlik degerleme performansi dikkate
alimarak bir yada daha fazla sayida faiz senaryosu olusturulabilir. Faiz senaryolari kisaca,
demografik ve ekonomik gostergelere bagl faiz oranlari taslagi bigiminde tanimlanmaktadir. Eldeki
verilerin giivenirligine gore, tek bir senaryo kullanilabilecegi gibi birden ¢ok senaryoda
kullanilabilir.

i)  Faiz oranlarinin bagimh rastlanti degiskeni oldugu varsayimi altinda zaman serisi yaklasimi ile
sonuca gidilebilir veya diger makroekonomik degiskenler de dahil edilerek kapsamli stokastik
modeller olusturulabilir. Bu konudaki deneyimler, faiz oran1t modellemelerinde AR modelinin MA
modeline kiyasla daha basarili sonuglar verdigini géstermistir [2].

iii)  Faiz oranlarinin donemler itibariyle biribirinden bagimsiz oldugu varsayimi altinda ge¢mis veriler
incelenerek uygun dagilima karar verilebilir. Bu dagilima iligkin parametreler 1s18inda aktiieryal
bugiinkii degerler hesaplanabilir.

Bu calismada, faiz oraninin dagilimi bilinen bagimsiz rastlanti degiskeni olmasi durumunda, dénem ve
tam hayat sigortasi fonksiyonlarmin dagilimlar1 hakkinda bilgi verilmis ve konuya iligkin bir uygulama
yapilmigtir. Uygulama kisminda, 1981-2002 yillarina ait yillik mevduat faiz oranlar1 ve Tiiketici Fiyatlar
Endeksi (TUFE) oranlar1 kullanilarak yillik reel faiz oranlar1 elde edilmis, bagimsiz olduklari gosterilmis,
literatiirde siklikla kullanilan logaritmik doniisiim ile reel faiz oranlari i¢in uygun dagilima karar
verilmistir. Buradan aktiieryal bugilinkii deger fonksiyonlarinin temelini olusturan iskonto fonksiyonu
dagilimina ulagilmigtir. Elde edilen dagilima uygun olarak tam hayat sigortasi aktiieryal bugiinkii
degerleri, kullanilan 1980 CSO Mortalite Tablosundaki her yas ic¢in ayr1 ayri ayri hesaplanmigtir.
Sonugclar, uygulamada esas alinan yillarda, iilkemizde uygulanan %9 teknik faiz oranina gore elde edilen
aktiieryal bugilinkii degerler ile karsilastirilmistir. Calisma kapsaminda, sembollerin iizerinde kullanilan
“~” igareti, faizin rastlant1 degiskeni olarak alindigini1 géstermektedir.

2. Tam hayat ve donem sigortalar
Bu boliimde, hayat sigortalarinda riske neden olan asagidaki bilinmezler dikkate alinmistir:

1) Sigortalinin kalan 6mrii
i)  Faiz Oranlarn

I;; [t-1,t) donemine ait, dagilimi bilinen faiz oran1 rastlant1 degiskenidir.

1 i i3 Iy
| | | | |
X x+1 x+2 x+3 x+n+1 X+n

Donem sigortasiin bugiinkii degeri, sabit faiz varsayimi altinda asagidaki gibi ifade edilmektedir:

n—1
1 _ k+1
A = 2 (4" (1)
k=0
k o 1
Faiz orani rastlanti degiskeni oldugunda, v™ yerine, HE 1+ I +1)  ifadesinin kullanilmas: gerekir.
=0

Bu durumda bugiinkii deger,
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n—1 k
~1 . -1
E(4, ;)= 2 ydx ] [EA+ing) @

k=0 t=0
olur [3].
Doénem uzunluguna gore, teminata iligkin donem sigortasinin beklenen degeri, £ (A;:z\ ), igin ig
diyagram asagida verilmistir:

-1
qx *E (1 + ll)

E(Ay, [n=1)

. * (0 birim)

CIx *E(1+il)_l

E(Ziﬁ‘

n=2)

1
: -1
D q)c+1*HE(1+lz+1)
=0
Dot (0 birim)

Bu diyagrama gore, £ (Z;ﬂ ) i¢in asagidaki esitlikler yazilabilir:

~ ~ x+n-2 n—1
E(A)lc:ﬁ‘ ):E(Ali )+qx+n—l'[ Hij{HE(IH,H)‘IJ Vn>2 (3)
k=x

x:n-1 t=0

ol 1 - -
E(A g )=py B )EQ+i) +q.E(1+h) Vn>2 @)

x+Ln—|

n=0 i¢in £ (Z;ﬁ‘ ) = 0 olacag1 unutulmamalidr.

[k y1lin sonunda kisinin durumu (lii ya da yasiyor olmasina gore),

P(Ziﬁ‘ <z)= P(Ziﬁ‘ <z[N =0).P(N =0)+ P(4 iﬁ\ <zN =1).P(N =1)

= P((l + il)_l < z)qx + P{(l + z'l)_1 A < Z].px Q)

x+l:ﬁ‘

olur.

Es.(5)’de N asagidaki gibi tanimlanmistir;
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0, eger x yasindaki sigortali ilk y1l 6liirse (x,x+1)
N= (6)
1, oteki degerler

a’J(CZﬁ)‘ R Zi:ﬁ\ ’in dagilim fonksiyonu olmak tizere, 7; den hareketle, asagidaki sekilde elde edilir [3],

1 .
z ” x+1:n—l\
0, z<0
0‘)((;26)\ - V x=0,1,2,... ®)
1, z20

~

Faiz oranmin rastlanti degiskeni olarak alindigi tam hayat sigortasinda ise, A, 'in dagilimi, dénem

sigortasi A! a 'de n =00 alinarak elde edilebilir. Buna gore beklenen deger,
x.n

~ © k
E(Ax): 2 k\qx-HE(Him)_l )
k=0 t=0

olur.

¢ )(CZ), ;*x 'in birikimli dagilim fonksiyonu olmak {izere, i; kosulu altinda asagidaki gibi elde edilmistir
[3],
. 1 1+
P =g Pl 2= p | CE i dr (10)

r
3. Uygulama

Sigortacilik sektoriinde Tiirk Lirast poligelere ait birikimlerin yapildigi yatinmlardan biri vadeli
mevduatlardir. Caligma kapsaminda 1981-2002 yillarina ait yillik vadeli mevduat faiz oranlar1 alinmistir.
S6z konusu oranlar, ilgili doneme iligkin enflasyon oranindan arindirilarak reel faiz oranlarina ulagilmigtir.
Inceleme reel faiz oranlari iizerinden yapilmugtir. Otokorelasyon testi ile bagimsiz rastlanti degiskeni
olduklar1 gosterilmistir.

k. donem faiz orani ij olarak tammlanmustir. Enflasyon i¢in Tiiketici Fiyatlar1 Endeksi (TUFE) oranlar1

baz alinmis ve ey ile gosterilmistir. k. doneme iliskin reel faiz orani, i;:, asagidaki esitlik kullanilarak

hesaplanmigtir (http://www.treasury.gov.tr/...):
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1+ik

i = 1 (11)

1+€k

Yillik mevduat faiz oranlar, I & » enflasyon oranlari, e; ve reel faiz oranlar, i ]: , EK-1'de sirasiyla ikinci,

ticlincii ve dordiincii siitunlarda verilmistir.

Reel faiz oranlan iizerinden; "anlhk faiz oram" olarak adlandinlan, y; = log(1+i;;), doniigiimii

yapilmigtir. Ham veri ve doniisiim sonucu elde edilen veriler EK-1'de verilmistir. Doniistiiriilmiis veri seti
tizerinde yapilan otokorelasyon testi sonucunda faiz oranlarinin bagimsiz oldugu sonucuna varilms,
normal dagilima uygunluk Kolmogorof-Simirnov testi ile yoklanmistir. Buna gore "p"” olasilik degeri

0,765 olarak bulunmus ve y; 'min 0,0214 ortalama ve 0.0011 varyans ile normal dagildig: goriilmiistiir.

Buna gore, (1+1 ;;) rastlant1 degiskeni asagidaki ortalama ve varyans ile log-normal dagilir:

0.0339

Ortalama: E(+ l,t) =exp(0.0214 + )

=1.0391

Varyans: Var(1+i}) = (¢%9%% —1)exp(0.0428 +0.0339)
=0.0372

n
logv, =— Z log(1+i;) rastlanti degiskeni N(—nu,no 2) dagildigina gore iskonto fonksiyonu,

k=1
. 1
Vn = H(1+i,’;)_ , log-normal dagilimma sahiptir. Ortalamasi ve varyansi asagidaki esitlikler
k=1
kullanilarak hesaplanir:
2
5[5, )= el 2] (12)
~ no? n(—2,u+02)
Var(v,)=|e -1 e (13)

Es. (12) ve Es.(13)’e gore iskonto fonksiyonunun ortalamasi ve varyansi asagida verildigi gibi elde edilir:

—1
E[(l +if) } = exp(— 0.0214+ 0'0339j

=0.99556
Var[(l +if )’1} = (e°-°339 —1Xe‘2<0-0214) - 0.0339)
=1.0265

k. donem faiz oran1 I 1: ve gelecekte kalan dmiir K 'nin tam bagimsiz oldugu varsayimi altinda tam hayat

sigortasi i¢in aktiieryal bugiinkii deger, agagidaki esitlik kullanilarak hesaplanmaktadir [1]:
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~

Ax = E[VKH]
=Ey Egs Vi ]
:E{ ZVKH-kPx-qu} (14)

k=0
Iskonto fonksiyonu log-normal dagilima sahip olduguna gore aktiieryal bugiinkii deger esitligi,

1 < —(,u—O'2 /2Xk+l)
A= Qe kPx9x+k (15)
k=0

olur. 1 =0.0214,6° =0.0011 olduguna gore,

- d
A=Y 0.0209(k +1) )lc+k
k=0

X

olarak bulunur.

Aktiieryal bugiinkii deger hem deterministik hem stokastik faiz orani varsaymm altinda hesaplanmistir.
Mortalite tablosu olarak, Devlet Istatistik Enstitiis{i’niin niifus verilerine dayanarak 2000'li yillarin baginda
yaptig1 ortalama yasam beklentisine yakin sonuglar vermesi agisindan CSO 1980 Erkek Mortalite Tablosu

esas alimmustir. Sonuglarin bir kismi agagidaki ¢izelgede verilmistir.

Tablo 1. Tam hayat sigortasi i¢in aktiieryal bugiinkii degerler

Yas Stokastik Deterministik
Bugiinkii Degerler Bugiinkii Degerler
0 0,2439215 0,0177145
1 0,2459211 0,0151923
2 0,2503127 0,0155062
3 0,2548616 0,0159275
4 0,2595186 0,0163971
5 0,2643007 0,0169389
6 0,2692250 0,0175792
93 0,9409830 0,7846729
94 0,9462234 0,8011972
95 0,9520062 0,8200610
96 0,9583794 0,8416013
97 0,9652616 0,8657005
98 0,9723892 0,8915228
99 0,9793169 0,9174312

Sonuglar incelendiginde, stokastik bugiinkii degerlerin, faiz oranlarindaki dalgalanma riskini de
igerdiginden, deterministik bugilinkii degerden daha yiiksek oldugu goriilmektedir.
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4. Sonug¢ ve yorum

Sonug olarak stokastik faiz varsayimli modelin deterministik modele gore daha yiiksek bugiinkii degerler
verdigi goriilmektedir. Hesaplanan bugiinkii degerlerin, 1 birim tam hayat sigortasi teminatina karsi alinan
primler oldugu diisiiniildiigiinde, stokastik faiz varsayiminin sigortaciy1 faiz oranlarindaki dalgalanmalara
kars1 korumakta oldugu goze carpmaktadir. Bunun yaninda primlerin deterministik faiz oranlarina kiyasla
daha yiiksek olmasi, sigortalinin police satin alma asamasinda ki se¢imini olumsuz yonde etkileyebilir.
Fakat aktiieryal varsayimlarin ve istatistiklerin ihtiyatli belirlenmedigi durumlarda da, yiliksek miktarlara
ulasabilecek ek yiikiimliiliikler nedeniyle, sosyal ve ekonomik dengeler bozuluma ugramaktadir.
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EK-1. Veriler

Doénem Mevduat _Enflasyon Reel Faiz Log. Don.
(Yillar) | Faiz Oranlan | (TUFE) Oranlan Oranlan Faiz Oranlan
1981 0,5 0,361 0,102130786 0,042233134
1982 0,5 0,224 0,225490196 0,088309841
1983 0,425 0,311 0,086956522 0,036212173
1984 0,45 0,483 -0,022252192 -0,009773149
1985 0,5 0,506 -0,003984064 -0,001733713
1986 0,517 0,368 0,108918129 0,044899483
1987 0,481 0,387 0,06777217 0,028478597
1988 0,693 0,737 -0,025331031 -0,01114286
1989 0,657 0,633 0,014696877 0,006336324
1990 0,567 0,603 -0,022457891 -0,009864526
1991 0,783 0,66 0,074096386 0,031043255
1992 0,887 0,701 0,109347443 0,045067587
1993 0,822 0,661 0,096929561 0,04017874
1994 1,214 1,063 0,073194377 0,030678389
1995 0,822 0,936 -0,058884298 -0,02635698
1996 1,089 0,804 0,157982262 0,063701907
1997 1,065 0,857 0,112008616 0,046108152
1998 0,955 0,846 0,059046587 0,024915065
1999 0,467 0,649 -0,110369921 -0,050790542
2000 0,456 0,549 -0,060038735 -0,026890043
2001 0,625 0,545 0,051779935 0,021924882
2002 0,482 0,297 0,142636854 0,057908228

Kaynak: TCMB, DTM, DiE




	Faiz oranları değişkenliği hesaplamalara üç şekilde dahil edilebilir;
	i) Mevcut ekonomik gelişmeler takip edilerek ve ilgili kurumun varlık değerleme performansı dikkate alınarak bir yada daha fazla sayıda faiz senaryosu oluşturulabilir. Faiz senaryoları kısaca, demografik ve ekonomik göstergelere bağlı faiz oranları taslağı biçiminde tanımlanmaktadır. Eldeki verilerin güvenirliğine göre, tek bir senaryo kullanılabileceği gibi birden çok senaryoda kullanılabilir.
	ii) Faiz oranlarının bağımlı rastlantı değişkeni olduğu varsayımı altında zaman serisi yaklaşımı ile sonuca gidilebilir veya diğer makroekonomik değişkenler de dahil edilerek kapsamlı stokastik modeller oluşturulabilir. Bu konudaki deneyimler, faiz oranı modellemelerinde AR modelinin MA modeline kıyasla daha başarılı sonuçlar verdiğini göstermiştir [2].
	iii) Faiz oranlarının dönemler itibariyle biribirinden bağımsız olduğu varsayımı altında geçmiş veriler incelenerek uygun dağılıma karar verilebilir. Bu dağılıma ilişkin parametreler ışığında aktüeryal bugünkü değerler hesaplanabilir.
	Bu çalışmada, faiz oranının dağılımı bilinen bağımsız rastlantı değişkeni olması durumunda, dönem ve tam hayat sigortası fonksiyonlarının dağılımları hakkında bilgi verilmiş ve konuya ilişkin bir uygulama yapılmıştır. Uygulama kısmında, 1981-2002 yıllarına ait yıllık mevduat faiz oranları ve Tüketici Fiyatları Endeksi (TÜFE) oranları kullanılarak yıllık reel faiz oranları elde edilmiş, bağımsız oldukları gösterilmiş, literatürde sıklıkla kullanılan logaritmik dönüşüm ile reel faiz oranları için uygun dağılıma karar verilmiştir. Buradan aktüeryal bugünkü değer fonksiyonlarının temelini oluşturan iskonto fonksiyonu dağılımına ulaşılmıştır. Elde edilen dağılıma uygun olarak tam hayat sigortası aktüeryal bugünkü değerleri, kullanılan 1980 CSO Mortalite Tablosundaki her yaş için ayrı ayrı ayrı hesaplanmıştır. Sonuçlar, uygulamada esas alınan yıllarda, ülkemizde uygulanan %9 teknik faiz oranına göre elde edilen aktüeryal bugünkü değerler ile karşılaştırılmıştır. Çalışma kapsamında, sembollerin üzerinde kullanılan “~” işareti, faizin rastlantı değişkeni olarak alındığını göstermektedir.

