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Ozet

Bu caligmada yar1 parametrik model tahmini iizerine yogunlagilmigtir. Tahmin siireci {i¢ asamadan
olusmaktadir. Ilk asamada parametreler belirli yar1 parametrik tahmin edicilere gore elde edilmekte, ikinci
asamada x"® dogrusal indeks degerleri hesaplanmakta ve son asamada bagimli degisken Y’nin x'f iizerine

“1”

parametrik olmayan regresyonu uygulanarak gozlemlerin bagimli degiskende olarak kodlanan diizeye ait
olma olasiliklar1 tahmin edilmektedir. Literatiirde yer alan sinirh sayidaki caligmada bu asama i¢in klasik
Nadaraya-Watson (NW) tahmin edicisinin kullanildig1 goriilmiistiir. Burada, klasik NW tahmin edicisine
alternatif olabilecek uyarlanabilir NW tahmin edicisinin yar1 parametrik model tahminindeki kullanimi ve bazi
istatistiksel kriterlere gore performansi yapilan bir benzetim ¢aligmasi ile arastirilmsgtir.

Anahtar sozciikler: Uyarlanabilir Nadaraya Watson cekirdek kestiricisi; Yar1 parametrik yaklasim; Klein ve
Spady tahmin edicisi; Iki diizeyli bagimli degisken modeli.

Abstract

A simulation study on the performance of the Nadaraya-Watson kernel estimators in the
semiparametric model estimation

The semi-parametric model estimation is focused in this study. The estimation process is composed of three
parts. In the first step, parameters are obtained according to the specific semi-parametric estimators; in the
second step, linear index values (x'®) are calculated and in the last step, probabilities of observations
belonging to the category coded as ““1” in the dependent variable are estimated by applying the nonparametric
regression of Y on x'B . It is revealed that the classical Nadaraya-Watson (NW) estimator is used for this step

in the limited number of study in the literature. Here, the use of the adaptive NW estimators that may be
alternative to the classical NW estimator in the semi-parametric model estimation and the performance of
them were assessed according to some statistical criteria based on a simulation study.

Keywords: Adaptive Nadaraya Watson kernel estimator; Semiparametric approach; Klein and Spady
estimator, Binary dependent variable model.

1. Giris

Bagimli degiskenin iki diizeyli oldugu olasilik modellerinde parametre tahmini i¢in {i¢ temel yaklagim
vardir. Bunlar, parametrik, parametrik olmayan ve yar1 parametrik yaklagimlardir. Parametrik
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yaklasimda hata terimi ile ilgili bilinen bir dagilim varsayimi yapilirken yar1 parametrik alternatifinde
boyle bir varsayima gereksinim duyulmamaktadir. Yapilan dagilim varsayimimin hatali olmasi
durumunda yaniltict sonuglar verebilen parametrik yaklasimin en Onemli avantaji parametre
tahminlerinin kolay elde edilebilir olmasidir. Yar1 parametrik yaklasim ise daha az varsayim
gerektirmekte, varsayim bozulumlarinda daha dogru tahminler vermekte fakat uygulamada karsilagilan
baz1 problemlerden dolay1r yaygin olarak kullanilmamaktadir. Her iki yaklasimda ortak yapilan tek

varsayim, aciklayici degiskenler arasindaki fonksiyonel yapinin dogrusalligidir (x'p). Parametrik

olmayan yaklasimda hicbir varsayim yapilmamaktadir. Ancak, agiklayici degisken sayisinin ikiden fazla
olmas1 durumunda bu yaklagimda tahmin ve yorum giderek zorlasmaktadir.

Bu gallsmada. yar1 parametrik model tahmini iizerine yogunlagilmigtir. Tahmin siireci {i¢ asamadan
olusmaktadir. Ilk asamada parametreler belirli yar1 parametrik tahmin edicilere gore elde edilmekte, ikinci

asamada XT@ dogrusal indeks degerleri hesaplanmakta ve {iglincli asamada bagimli degisken Y’ nin XT@

iizerine parametrik olmayan ortalama regresyonu uygulanarak gozlemlerin bagiml degiskende “1” olarak
kodlanan diizeye ait olma olasiliklar1 tahmin edilmektedir. Bu asama igin literatiirde sadece sabit bant
genisligini kullanan klasik NW tahmin yontemi kullanilmaktadir. Bagimli degiskenin siirekli olmasi
durumunda regresyon fonksiyonlarimin tahmininde degisen bant genisligini kullanan NWU tahmin
yontemi Demir (2005) tarafindan incelenmistir. Bagimli degiskenin iki diizeyli kategorik bir degisken
olmas1 durumunda bu ydntemin yar1 parametrik model tahminindeki performansinin ortaya ¢ikarilmasi ise
bu ¢aligmanin temel amacini olusturmaktadir [1,4,5,8].

2. Yar1 parametrik model tahmini

Bagimli degiskenin iki diizeyli kategorik bir degisken olmasi durumunda kosullu ortalama fonksiyonu
E (Y|X =x) ’in modellendigi ¢alismalarda asagida verilen bir olasilik ifadesine ulasilir.

E(Y|X=x)=P[Y=1|X=x]=G(x"B) (1)

Burada G, hata terimi icin bilinen bir dagilim fonksiyonunu; x'B ise agiklayici degiskenler arasindaki
fonksiyonel iligkinin dogrusalligini géstermektedir. G igin bilinen bir dagilim varsayimi yapilmadan daha
dogru tahminler elde edebilmek amaciyla gelistirilen yari1 parametrik yaklasimda sadece agiklayici
degiskenler arasindaki fonksiyonel yapinin XTB bi¢ciminde dogrusal oldugu varsayilmaktadir. Bilinmesi

[{P= L]

durumunda G ile gosterilen hata teriminin dagilim fonksiyonu bu yaklasimda bilinmemekte ve “g” ile
ifade edilmektedir. iki diizeyli bagimli degisken igin yar1 parametrik model,

E(Y[X=x)=P[Y=1X=x]=g(x"B) )

biciminde tanimlanmaktadir. Burada ama¢ B ve g’'nin en iyi tahminlerini elde edebilmektir. B i¢cin

literatiirde siklikla kullanilan yontem Klein ve Spady (KS) (1993)’nin Yar1 Parametrik En Cok Olabilirlik
Tahmin Edicisi’dir. Bu yontem ile ilgili detayli bilgiye [9] ve [11]’den ulasilabilir.

3. Klasik ve uyarlanabilir Nadaraya-Watson ¢ekirdek kestiricileri

Yar1 parametrik modellemenin son asamasini olusturan olasilik tahminleri igin parametrik olmayan
regresyon fonksiyonu tahmin edicileri kullanilmaktadir. Tahminlerin daha kolay elde edilebilir
olmasindan dolay1 bu tahmin ediciler arasinda en sik kullanilani ¢ekirdek fonksiyonlari lizerine kurulu
olan NW tahmin edicisidir. Bu yontemde tiim tahminler i¢in ayni bant genisligi (h) kullanilmaktadir.
Ancak bu yontem bazi durumlarda basarisiz olmaktadir. Verilerin sik oldugu bélgelerde yeterli
diizlestirme yapan bu yontem, verilerin seyrek oldugu boélgelerde yeterli diizlestirmeyi yapamamaktadir.
Ayrica, gereginden biiylik bir bant genisligi fazla diizlestirme yapmakta ve dagilimin énemli tepelerini
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yok edebilmekte, gereginden kiiglik bir bant genisligi ise yeterli diizlestirme yapmakta basarisiz
olmaktadir.

Bu problemler dikkate alindiginda klasik ydnteme alternatif yontemler dnerilmistir. ilk olarak olasilik
yogunluk fonksiyonunun tahmininde kullanilan NWU tahmin edicisi, verilerin sik oldugu boélgeler igin
kiigiik bir bant genisligi; seyrek oldugu bolgeler igin ise biiylik bir bant genisligi kullanilmas1 ilkesine
dayanir. Olasilik yogunluk fonksiyonlarinin tahmininde kullamilan bu yontem, Demir (2005) tarafindan
bagimli degiskenin siirekli oldugu regresyon fonksiyonlarmin tahminine uyarlanmstir.

Bu ¢aligmada ise bagimli degiskenin iki diizeyli kategorik bir degisken oldugu durum i¢in NW ve NWU
tahmin edicilerinin yar1 parametrik model tahminindeki performanslar1 arastirilmaktadir.

3.1. Sabit bant genigligini kullanan klasik Nadaraya-Watson ¢ekirdek kestiricisi

X ve Y, f(X,y) bilesik olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip iki rasgele degisken olsun. Y’nin verilen
X =X ’e gore kosullu beklenen degeri,
f(x,y)

E(Y|X=X)=ny(y|X)dy=Iymdy=m(X) ?3)

bi¢ciminde ifade edilmektedir. Burada f (y|x) , Y’nin, verilen X =X ’e gore kosullu olasilik yogunluk

fonksiyonu, fy (x) ise X’in marjinal olasilik yogunluk fonksiyonudur.

Veri kiimesindeki her bir X; i¢in kosullu beklenen deger m(X;) elde edilir ve toplam n tane (1 =1,...,n)

degerden olusan kosullu beklenen degerler kiimesi olusturulur. Boylece, Y ve X’in “ortalama olarak™ nasil
iligkili oldugu ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle asagida verilen m(.) ’in tahmini regresyonda ilgilenilen

temel noktadir.

f(xy) g 2 Jy FOeydy
fx) ()

m(x)=E(Y[X=x)=[y 4)

{Xi ,Yi}, (i=1,...,n) bigiminde verilen goézlemler igin, Esitlik (4)’de f(x,y) ve £ (x)
bilinmemektedir. Tek bir degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu olmasindan dolay1 f (X)’in tahmini
kolaydir [2,12]. Iki degisken X ve Y’nin bilesik olasilik yogunluk fonksiyonu olan f(X,y) ’nin tahmini

icin, “Carpimsal Cekirdekler ile Cekirdek Yogunluk Fonksiyonu” 6zelligi kullanilmaktadir. h ve g
sirastyla X ve Y degiskenlerinin yogunluklarinin tahmininde kullanilan bant genislikleri (diizlestirme
parametreleri) olmak {izere, bu 6zellik kullanilarak elde edilen yogunluk fonksiyonu tahmini asagidaki
bigimde ifade edilmektedir.

. ] n —X. -Y.
f)h,g (XaY)ZHEKh (X h leg (y g IJ (5)

Cekirdek fonksiyonlarinin integralinin 1’1 verdigi ve 0 etrafinda simetrik oldugu bilgisinden yararlanilarak
veri kiimesindeki herhangi bir x i¢in karsilik gelen Y degerinin NW tahmini, asagidaki formiil ile
yapilmaktadir.

n iKh (x=X)Y;
M, (x) = — Q)
nilth (x=X;)
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Burada tiim tahminler i¢in aymi bant genigligi (h) kullanildigindan dolay1 yontem, klasik NW tahmin
yontemi olarak adlandirilmaktadir. Yari parametrik tahminde m@, (x) degerleri, gozlemlerin bagimli
degiskende “1” olarak kodlanan diizeye ait olma olasiliklarinin tahminini vermektedir [6,10,16].

3.2.Degisen bant genisligini kullanan uyarlanabilir Nadaraya-Watson ¢ekirdek kestiricileri

Daha 6nce de belirtildigi gibi parametrik olmayan regresyon fonksiyonlariin tahmini genel olarak Esitlik
(4) ile verilen kosullu ortalama fonksiyonu iizerine kuruludur. Nadaraya ve Watson (1964), pay ve
paydadaki olasilik yogunluk fonksiyonlarinin tahmininde ¢ekirdek kestirimlerinin kullanilmasim
onermistir. Iki degisken durumunda Epanechnikov (1969) tarafindan bilesik olasilik yogunluk
fonksiyonunun ¢ekirdek kestirimi,

= 1 & 1 (x-X y-Y
P(Xay):_z K : ay . (7)
n iz hx hY hx hY

bigiminde verilmistir. Burada K(...) iki degiskenli ¢ekirdek fonksiyonunu géstermekte ve asagida verilen
“Carpimsal Cekirdek Fonksiyonu” kullanilarak elde edilmektedir.

.. - X. -Y. - X. -Y.
K X 1 , y 1 - Kl X 1 K2 y 1 (8)
hX hY hX hY

K; =K, =K olmas1 durumunda iki degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonunun cekirdek kestiricisi

asagidaki bicimde elde edilir.

.. l1a 1 X —X. y-Y,
Bx.y)=— K e ] 9
(x.¥) nghXhY [ h, ] [hY ] ©)

Bu tahmin edici, sabit bant genislikli NW ¢ekirdek kestiricisinin elde edilmesinde kullanilmaktadir.

n gozlemli Ty,...,T, (q boyutlu durumda) degiskenleri i¢in Sain (1994) tarafindan, sabit bant genisligi

yerine degisen bant genisligi kullanilarak ¢ok degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonunun uyarlanabilir
(6rneklem noktasi) ¢arpimsal ¢ekirdek kestiricisi,

. n -T. t, =T
B (tnt) =13 ! K(tl IJK 1= (10)
nSh(T,)..h(T,) | h(T,) h(T,)
bigiminde verilmistir. ki degisken (x ve y) icin Esitlik (10), asagidaki bicime déniisiir.
. n -X. Y.
By=rd k[ X k[ YL (1
niThX)h(Y,)  (h(X) ) (h(Y,)

Esitlik (4)’de paydadaki kestirici yerine,

.. _ln 1 X_Xi
P“(X)'néh(XJK(h(Xi)J (2
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biciminde tanimlanan yogunluk fonksiyonunun uyarlanabilir ¢ekirdek kestiricisi ve paydaki kestirici
yerine, Esitlik (11) ile verilen kestirici koyuldugunda asagida verilen regresyon fonksiyonunun g¢ekirdek
kestiricisi elde edilmektedir [3,13,14].

) i Y, K x—X, n K x—X,
yPu (x,y)d a i=r nh(X,) h(X,) il A h.A

By () =] P (x) T x-X.) ol [(x-X (13)
—2 K 2K
nSh(X) (h(X)) Sxr | ha

A, ’ler yerel bant genisligi ¢arpanlaridir ve elde edilmesinde Silverman (1986) tarafindan verilen {ig
asamali algoritma kullanilmaktadir.

1. Adim: Tiim i’ler i¢in F(X) >0 olacak bigimde F(X .) >0 onsel kestirim bulunur. Bu kestirimler i¢in
genellikle sabit bant genislikli ¢ekirdek kestiricisi kullanilir.

~ 1 ~
2. Adim: g, f(x,)’lerin geometrik ortalamasi, logg=—> logf(x,), logaritmasi, a, (0<a<l)
n’i

duyarlilik parametresi olmak iizere, yerel bant genisligi faktorii A, tanimlanur.

A = {—f(xi)} (14)
g

Burada, o ne kadar biiyiik olursa Onsel kestirimlere duyarlilik da o kadar artar ve 6rneklemin farkli
bolgelerinde kullanilan bant genislikleri arasindaki fark da biiyiir. A,’nin bulunmasinda geometrik

ortalamanin kullanilmasmin nedeni, o noktadaki yogunlugun geometrik ortalamaya gore daha kiigiik
oldugu durum i¢in daha biiyiikk h degeri segmek; daha biiyiikk oldugu durumda ise daha kiigiik bir h
degerinin se¢ilmesini saglamaktir.

3. Adim: h, =hA, bant genisligi ile Esitlik (13) ile verilen uyarlanabilir ¢ekirdek kestiricisi elde edilir
[15].

Bu calismada, bagimli degiskenin iki diizeyli kategorik bir degisken olmasi durumunda sabit bant
genisligini kullanan NW ve geometrik ortalamaya gore yerel bant genisligi ¢arpanini hesaplayan

uyarlanabilir NWU_ 'nin farkli 6rneklem biiyiiklikklerinde yar1 parametrik model tahminindeki

performansi arastirilmistir.
4. Benzetim ¢aliymasi

Bu boliimde, yar1 parametrik model tahmininin ilk agamasindaki 3 parametreler vektoriiniin tahmini igin
KS tahmin edicisi kullanilmustir. ikinci asamada ise sabit bant genisligini kullanan NW ve degisen bant
genisligini kullanan NWU; "nin yar1 parametrik model tahminindeki performansi, Ortalama Hata Kareler
Ortalamasi (OHKO) ve Ortalama Dogru Siniflama Orani (ODSO) kriterlerine gore aragtirilmustir.

4.1. Veri

Calismada, n =25, n =100, n =250 ve n =500 genisliklerinde 6rneklemler, Proenca (2001) tarafindan
da kullanilan,
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Indeks =1+ X, +X, fonksiyonu ve X,~Standart Normal Dagilim; X, ~Bernoulli (0.75) dagilimlarina
gbre tiiretilmistir. indeks degerlerine gore olasiliklar asagidaki fonksiyon ile hesaplanmistir.

Olastlik = —PURCEKS) (indeks)

1+ exp(indeks)

Bagimli degisken Y ise, Y ~Bernoulli (Olasilik) dagilimindan tiiretilmistir. Her bir 6rneklem genisligi igin
1000 tekrar yapilmustir. ilk asamasindaki parametre tahminleri igin kodlar NLogit yazilim ile
olusturulmustur [7]. Caligmada, Gaussian ve Epanechnikov c¢ekirdek fonksiyonlar1 kullanilmis ve
sonuglarin farkli ¢ekirdek fonksiyonlarina gore nasil degisim gosterdigi de aragtirilmigtir.

Cizelge 1. Farkli ¢ekirdek fonksiyonlarina gére OHKO Sonuglar

Gaussian Epanechnikov
NwW NWUg NW NWU¢
n=25 0.0816* 0.0820 0.0923** 0.0942
n=100 0.0987* 0.1003 0.1040%* 0.1062
n=250 0.1147* 0.1161 0.1170%* 0.1186
n=500 0.1220* 0.1230 0.1234%* 0.1246

*  Qaussian ¢ekirdegi i¢in minimum OHKO
** Epanechnikov ¢ekirdegi i¢cin minimum OHKO

Cizelge 1 incelendiginde,

1. Tim Orneklem biiytikliikleri ve her iki ¢ekirdek fonksiyonu i¢in yari parametrik tahminin ikinci
asamasinda kullanilan NW’dan elde edilen OHKO’larin, NWUg’ya oranla daha diisik oldugu
goriilmektedir. Uygulama kolayligi da dikkate alindiginda, birinci asamasi KS ile tahmin edilen yari
parametrik tahminin ikinci asamasinda, NW tahmin edicisinin kullanilmasi1 6nerilmektedir.

2. Epanechnikov ¢ekirdegi kullanilarak elde edilen tahminlerin OHKO’sunun tiim Orneklem
biiyiikliiklerinde, Gaussian ¢ekirdegine oranla daha biiylik oldugu gozlenmistir. Ancak sonuglar
birbirinden ¢ok az farklihik gostermektedir. Bu nedenle kolay uygulanabilen herhangi bir ¢ekirdek
fonksiyonunun kullanilmasi 6nerilmektedir.

Cizelge 2. Farkli ¢ekirdek fonksiyonlarina gore ODSO Sonuglari

. Epanechnikov
Gaussian p

NW NWU NW NWU
n=25 0.8880 0.8885* | 0.8753** | 0.8727

n=100 0.8664* 0.8643 0.8601%* | 0.8560

n=250 0.8454* 0.8428 0.8426** | 0.8395

n=500 0.8352* 0.8329 0.8333** | 0.8305

*  Qaussian ¢ekirdegi i¢in maksimum ODSO
** Epanechnikov ¢ekirdegi i¢in maksimum ODSO

Cizelge 2 incelendiginde,
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Tim orneklem biiylikliiklerinde ODSO’larin yiiksek oldugu, ancak yontemlerin dogru siniflama
oranlarinin hem 6rneklem biiylikliiklerine gére hem de kullanilan ¢ekirdek fonksiyonuna gore énemli
derecede farklilik gostermedigi goriilmektedir. Bu nedenle, burada da goreli olarak daha yiiksek ODSO’ya
sahip olmas1 ve daha kolay uygulanabilir olmas1 bakimindan, yar1 parametrik tahminin ikinci agamasinda
klasik NW tahmin edicisinin kullanilmas1 6nerilmektedir.

Farkl1 6rneklem biiytikliikleri ve farkli ¢ekirdek fonksiyonlarma gére NW ve NWUg tahminlerinin gergek
degerlerden sapmalarini gosteren grafikler asagida verilmektedir.
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Sekil 7. n=500 Gaussian ¢ekirdegi. Sekil 8. =500 Epanechnikov ¢ekirdegi.

Sekiller incelendiginde de her iki g¢ekirdek fonksiyonu i¢in elde edilen sonuglarin birbirinden dnemli
derecede farklilik gostermedigi ve NW sonuglarinin NWUg‘ya yakin oldugu goriilmektedir.

5. Sonug ve oneriler

Bu calismada, iki diizeyli bagimli degisken modelinde yar1 parametrik tahminin ilk asamadaki
parametreler vektorii Klein ve Spady (KS) tahmin edicisi kullanilarak elde edilmistir. NW ve NWUg
tahmin edicilerinin yar1 parametrik model tahminindeki performanslar1 ise farkli 6rneklem biiyiikliikleri
icin yapilan bir benzetim ¢aligmasi ile Ortalama Hata Kareler Ortalamasi (OHKO) ve Ortalama Dogru
Siniflama Oranlar1 (ODSO) kriterlerine gore karsilastirilmistir. Tahminler, Gaussian ve Epanechnikov
cekirdek fonksiyonlarina gore ayri ayri incelenmistir. Benzetim ¢alismasi sonuglari her iki ¢ekirdek
fonksiyonuna gore ayr1 ayn grafiklenmistir. Tiim 6rneklem biiytikliikleri ve her iki ¢ekirdek fonksiyonu
icin NW’dan elde edilen OHKO’larin, NWUg’ya oranla daha diisiikk oldugu goriilmiistiir. Uygulama
kolaylig1 da dikkate alindiginda, birinci asamas1 KS ile tahmin edilen yar1 parametrik modelin ikinci
asamasinda, NW tahmin edicisinin kullanilmasi 6nerilmistir.

Epanechnikov ¢ekirdegi kullanilarak elde edilen tahminlerin OHKO’sunun tim 6rneklem
biiyiikliiklerinde, Gaussian ¢ekirdegine oranla daha biiylik oldugu gozlenmistir. Ancak sonuglar
birbirinden ¢ok az farklilik gosterdiginden dolayi, kolay uygulanabilen herhangi bir c¢ekirdek
fonksiyonunun kullanilmasi &nerilmistir. Ayrica, tiim orneklem biiyiikliiklerinde ODSQO’larin yiiksek
oldugu, ancak yontemlerin dogru smniflama oranlarinin hem Orneklem biiyiikliiklerine gore hem de
kullanilan ¢ekirdek fonksiyonuna gore 6nemli derecede farklilik gdostermedigi goriilmiistiir. Bu nedenle,
burada da goreli olarak daha yiiksek ODSO’ya sahip olmasi ve daha kolay uygulanabilir olmasi
bakimindan yar1 parametrik tahminde sabit bant genisligini kullanan klasik NW tahmin edicisinin
kullanilmas1 6nerilmistir.
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