Istatistikciler Dergisi:
www.istatistikciler.org Istatistik&Aktiierya

_ Istatistikgiler Dergisi:
Istatistik&Aktuerya 6 (2013) 51-69

7\

Aktlierya Dernegi

Hassasiyet Modellemesi Yaklasimu ile Yeni Bir
Diizeltme Yontemi

Funda Kul Meral Sucu
Hacettepe Universitesi Hacettepe Universitesi
Aktiierya Bilimleri Boltimii Aktiierya Bilimleri Boltimii
06800-Beytepe, Ankara, Tiirkiye 06800-Beytepe, Ankara, Tiirkiye
fundakaraman@hacettepe.edu.tr msucu@hacettepe.edu.tr

Ozet

Sosyal giivenlik kuruluslari, emeklilik ve sigorta sirketlerinin sigorta iirlinlerinin fiyatlandirilmasinda prim
ve rezervlerin belirlenmesinde hayat tablolari dnemli bir rol oynamaktadir. Oliimliiliik verisi kullanilarak
hesaplanan kaba Olim hizlarinda rastgele dalgalanmalar goriilmektedir. Bu rastgele dalgalanmalarin
diizeltilmesi, aktiierler ve demograflar agisindan biiyiik 6nem tasimaktadir. Oliim oranlarindaki
dalgalanmalarin modellenmesinde diizeltme yontemleri kullamlmaktadir. Literatiirde yaygin olarak
kullanilan diizeltme yontemlerinde popiilasyonu olusturan bireylerin ayni risk faktdrlerine (yas ve cinsiyet
gibi) maruz kaldig1 varsayilmaktadir. Fakat bireylerin 6liimliiliigiinii etkileyen baska risk faktorleri de soz
konusudur. Bu risk faktorlerinin etkisini dikkate alan modellere hassasiyet modelleri ad1 verilmektedir.

Bu ¢alismada, populasyondaki heterojenligi dikkate alan hassasiyet modeli yaklasimi kullanilarak yeni bir
diizeltme yaklasimi olusturulmustur. Bu yaklasgim, Tiirkiye sigortali kadin ve erkek oliim verisine
uygulanmis ve bulunan sonuglar, kaba Olim hizlarinin diizeltilmesinde heterojenligin dikkate alinmasi
gerektigini gostermistir.

Anahtar sozciikler: Olim hzi; Hassasiyet modeli; Gompertz &liimliiliik modeli; Gamma dagilimi, Ters
gauss dagilimi; Giig varyans fonksiyonu; Pozitif duragan dagilim; Bilesik Poisson dagilimi.

Abstract
A New Graduation Formula By Frailty Modelling Approach

Life tables play considerable role in the rating and the determination of premium and reserves for social
security system, pension and life insurance company insurance products. It is seen that random fluctuations
in calculating mortality rates by using mortality data. Graduation of these random fluctuations is very
important for actuaries and demographers. For that matter, graduation methods are used for smoothing crude
mortality rates. On graduation methods, which are generally used in literature, it is assumed that individuals
in a population are under same risk factors (such as age and gender). However, there are another risk factors
which effect mortality of individuals. The models which take account of this risk factors are called frailty
models.

In this paper, a new graduation approach is constructed by frailty modelling approach which takes care of
heterogeneity. This approach is applied to Turkish insured female and male mortality data and these results
show that heterogeneity is needed to consider on graduation of crude mortality rates.

Keywords: Mortality rate; Frailty Model; Gompertz mortality model; Gamma distribution; Inverse gaussian
distribution; Power variance function, Positive stable distribution; Compound poisson distribution.
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1. Giris

Oliimliiliigiin modellenmesi, sosyal giivenlik kurumlari, hayat sigortas1 ve emeklilik sirketleri agisindan
oldukca oOnemlidir [11]. Bu kuruluslarin iriinlerinin fiyatlandirilmasinda, prim ve rezervlerinin
belirlenmesinde hayat tablolarindan yararlanilmaktadir. Belirli bir popiilasyon igin yaslara gore yillik
O0lim oranlarmin bulundugu ¢izelgelere hayat tablolari  denilmektedir. Hayat tablolarinin
olusturulmasinda yaslar itibariyle 6len kisi sayisinin o yasta yasayan kisi sayisina oranlanmasi ile elde
edilen kaba Olim hizlar1 diizgiin bir egriye uymamaktadir. Bu nedenle kaba o&lim hizlarinin
diizeltilmesinde diizeltme (graduation) yontemleri kullanilmaktadir [16].

Oliimliiliigiin modellenmesi ile ilgili ilk calisma, 1662 yilinda Graund tarafindan yapilmustir. Bu
calismada, Londra igin ilk Sliimliilik modeli olusturulmustur. ikinci ¢alisma ise 1693 yilinda Halley
tarafindan yapilmis ve Breslau i¢in ilk hayat tablosu diizenlenmistir [14].

Oliimliiliik yasasi1 olarak nitelendiren ilk 6nemli calisma, 1725 yilinda De Moivre tarafindan
yapilmstir [14]. Bu modelde, maksimum yasin (w) bilindigi ve (x) yasindaki bir birey igin gelecek yasam
stiresini gosteren T rastlant1 degiskeninin Tekdiize dagilim gosterdigi varsayimi altinda, olasilik yogunluk
fonksiyonu,

f(x):L,0<t<w—x (D)
W —X

seklinde tanimlanmaktadir. Ikinci dnemli ¢alisma 1825 yilinda Benjamin Gompertz tarafindan yapilmistir
[14]. Bu calismada oldukga biiyiik bir yas aralig1 i¢in (bebek Sliimliiliigi ve ileri yas oliimliiliigli harig)
yasa gore Olim hizlar1 istel bir oran ile artacak sekilde modellenmistir. Bu modelde yaslanma siireci,
De Moivre modeline gore daha iyi tamimlamakta ve elde edilen 6liim hizlar1 en son yasa (w) bagh
olmaksizin bulunmaktadir. Bu model, demografi ve diger disiplinlerde de yaygin olarak kullanilmaktadir.
Gompertz modelinde yasa gére 6liim hizi,

X

p,=Bc" ,0<x ()
olarak tamimlanmustir. Burada, x yas1 ,B >0 temel olimliiliigii ve ¢ >0 yasa gore olimliiliikteki sabit
artis oranin1 gostermektedir. 1867 yilinda Makeham tarafindan yapilan ¢alismada, Gompertz modeli ile
tamimlanan Olim hizina, kaza nedeniyle gergeklesen oOliimleri tanimlayan sabit bir parametre (A)
eklenerek Makeham modeli olusturulmustur. Bu modelde 6liim hizi,

p, =A+Bc",0<x 3)

seklinde tanimlanmaktadir. Gompertz ve Makeham modelindeki kullanilan parametrelerin tanim
araliklar1 su sekildedir [13]:

0,001 <A < 0,003 4)
10° <B<10°° 5)
1,08 <c<1,12 (6)

Bu oliimliiliik modelleri yaninda sadece yas etkisini dikkate alan bir¢ok model olusturulmustur [9, 15,16].
Literatiirde yaygin olarak kullanilan bu &liimliilik modellerinde popiilasyonu olusturan bireylerin ayni
risk faktorlerine maruz kaldigi, diger bir deyisle homojen oldugu varsayilmaktadir. Fakat bireylerin
olimliligini etkileyen, yas ve cinsiyetten baska risk faktorleri de bulunmaktadir. Bu risk faktorlerinin
etkisini dikkate alan modellere hassasiyet (kirilganlik, zayiflik- frailty) modelleri ad1 verilmektedir.
Hassasiyet modellerinin iki temel bileseni vardir. Bunlar, dayanak 6liim hizi ve hassasiyet teriminin
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dagilimidir. Literatiirde kullamilan hassasiyet modelleri incelendiginde, dayanak 6liim hiz1 i¢in Gompertz
ve Makeham modeli [2, 3]; hassasiyet teriminin dagilimi i¢in; Gamma dagilimi, Lognormal dagilimu,
Ters Gauss dagilimi, Pozitif Duragan dagilim ve Gii¢ Varyans fonksiyonu kullanilmaktadir [7].

Hassasiyet modelleri, ilk olarak, Vaupel et al. (1979)’1n ¢aligmasinda kullanilmistir [19]. Bu ¢alismada
hassasiyet etkisi teriminin Gamma dagilimma uydugu varsayilarak modelleme yapilmigtir. Hayat
tablolariin olusturulmasinda hassasiyet modellerinin kullanildigr birgok ¢alisma bulunmaktadir [1, 4, 5,
6, 17, 20].

Makalenin birinci boliimiinde hayat tablosu, 6lim hizi kavrami ile 6liimliiliik modelleri agiklanmis; ikinci
boliimiinde hassasiyet modelleri hakkinda bilgi verilmis ve hassasiyet modellemesi yaklagimiyla elde
edilen diizeltme yontemi tanitilmistir. Calismada kullanilan veri ve parametre tahmin yontemi tglincii
boliimde verilmistir. Dordiincli béliimde Tiirkiye kadin ve erkek sigortali 6lim verisi igin elde edilen
parametre tahminleri ve uyum iyiligi testi sonuglar1 elde edilmistir. Beginci boliimde ise elde edilen
sonuglar tartisilmigtir.

2. Hassasiyet Modelleri

2.1. Giris

Oliimliiliik modellemesinde, genel olarak, yas ve cinsiyet agiklayici degiskenleri kullanilmakta, ancak
saglik ve olimliiliik istatistikleri incelendiginde, oliimliligi etkileyen baska acgiklayici degiskenlerin de
bulundugu goriilmektedir. Bu agiklayici degiskenlerin 6liimliililk modeline etkisi, ilgili degiskene iligkin
verinin bulunmamasi veya eksik olmasi nedeniyle dikkate alinamamaktadir. Bu etkinin dikkate
almamamasi, literatiirde yaygin olarak kullanilan olimliliik modelleri i¢cin homojenlik varsayiminin
saglanmamasina neden olmaktadir. Homojenlik varsayiminin saglanmamasi, bazi beklenmedik sonuglara
neden olabilir [3].

Geleneksel oliimliilik modellerinde homojenlik varsayiminin saglanmamasi nedeniyle, Oliimliiliik
modellemesinde dikkate alinmayan agiklayici degiskenlerin etkisini dikkate alan yeni modeller
olusturulmustur. Bu modellerden kullanilan en yaygin model, hassasiyet modelleridir [7]. Hassasiyet
modeli, ilk olarak Vaupel et al. (1979) ¢aligmasinda tanimlanmistir [19].

Hassasiyet modellerinde, dikkate alinamayan agiklayici degiskenlerin etkisi olarak tanimlanan ve yastan
bagimsiz olan hassasiyet teriminin, rastlanti degiskeninin dayanak 6liim hizini ¢arpimsal olarak etkiledigi
varsayilmaktadir. Bu modellerde, dikkate alinmayan agiklayici degiskenlerin etkisinin bilindigi varsayimi
altinda, gdzlemlerin birbirinden bagimsiz oldugu diisiiniilmektedir.

Hassasiyet modellerinde popiilasyonu olusturan bireylerin farkli hassasiyet degerlerine sahip oldugu ve
hassasiyet seviyesi yiiksek olan bireyin, hassasiyeti daha diisiik olan bireye gore, popiilasyondan daha
erken ayrilacagi varsayilmaktadir. Bdylece zaman veya yas ilerledikce hassas bireylerin sistemden erken
ayrilmas1 ve daha giiclii bireylerin sistemde kalmasi nedeniyle popiilasyonun ortalama &lim hizi
azalacaktir [7].

Z hassasiyet seviyesinde ve (0) yasindaki birey i¢in 6liim hiz1, p (t, Z), Taylor serisine acildiginda,

Ho(t,Z) = py(t,0) + “0'(,[, 0)+0o(2)
olarak yazilir. Bu esitligin sag tarafindaki son terim, artik terimi olarak tanimlanmakta ve birinci

dereceden biiyiik dereceler i¢in Taylor agilimini ifade etmektedir. Bu terimin etkisi ihmal edildiginde,
bireysel 6liim hizi fonksiyonu,

o (t, Z) = o (t,0) + Z s, (1, 0)
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seklinde olmaktadir. Z=0 hassasiyet seviyesindeki bireylerin oliimliiliigliniin sifir oldugu varsayildiginda,

Ho(t,Z) = Zp, (1,00~ Z 20 ®Z 1y (1)
By (t,Z) =Z py(t) (7

olarak elde edilmektedir [10]. Burada,

dh(t.2)
Z

1o(t,Z) : Bireysel 6liim hizini
o (1) : (0) yas i¢in dayanak 6liim hizini,

Z : Hassasiyet terimini

gostermektedir. Z hassasiyet seviyesi bilindiginde kosullu yasam fonksiyonu,

S(t| Z) = exp| f o (s, Z)ds | = exp|—Z f uo(s)ds] — exp(—ZH, (1)) @®)

seklinde elde edilir. f, (t|Z) = S(t|Z) i, (z) bilindigi varsayimi altinda olasilik yogunluk fonksiyonu,

f,(t,z)=e""Wzp, = —%S(ﬂz) Q)

olur. Buradan T ve Z rastlant1 degiskenlerinin ¢oklu 6liim hiz1 fonksiyonu,

o (t,2) = £, (1, 2) g,(2) = S(t[z) 1, (2) g,(2) (10)

seklindedir. Hassasiyet modellerinde, (0) yasindaki bir popiilasyon i¢in ortalama yasam fonksiyonu,
bireysel yasam fonksiyonlarmin ortalamasina esittir. Sonug¢ olarak, (0) yasindaki bireylerden (t) yasina
ulasanlarin orant,

S(t) = f S(t|2) g, (2)dz (an

seklindedir. Popiilasyonun (x) yasindaki bireylerden olustugu disiiniildiigiinde, hassasiyet modellerinde
(0) ve (x) yasindaki bireylerin hassasiyet etkileri arasinda,

Z, =7, T, >x

iligkisinin bulundugu, dolayisiyla hassasiyet etkisinin tiim yaslar i¢in ayni oldugu varsayilmaktadir. Bu
varsayim altinda (x) yasindaki birey i¢in hassasiyet rastlanti degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

¢ ()= AliZIE}O Pr{z< ZfoZ—FAz}
o Pr{T0>x|z<ZX§2+A2}Pr{z<ZXgz—l—Az}
i AzPr{T, >x }
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_Sxe@ _ Skxl)ee)
S(x) fo S(x|2)g, (2)dz

(12)

olarak bulunur. Buna bagli olarak, (x) yasindaki bireylerden olusan popiilasyonun 6liim hiz1 da asagidaki
gibidir [18].

[ @sxl2g @iz [T zuSx|og,@dz b, [T 2S8(x|ng,(2)dz

iy (2) = = = =
[ sxlngy (2)dz [ sx|ngy(2)dz [ sx|2es(2)dz
b 28 @z w@SK) [ze(dz )
- o = S =i [ ze.(@dz=7,
(@)=, (13)

Dayanak 6liim hizi, genel olarak, literatiirde yaygin olarak kullanilan Sliimliilik modellerinden elde
edilmektedir [2,3]. Hassasiyet terimi dagiliminin ise; beklenen degeri bir, varyansi sonlu ve saga dogru
uzun kuyruklu bir dagilim olmasi1 beklenmektedir[10]. Hassasiyet terimi dagiliminin varyanst,
heterojenligin 6l¢lim degeri olarak tanimlanmaktadir. Hassasiyet terimi dagiliminin varyansi biiyiidiikge
heterojenlik de artmaktadir. Bu ¢alismada dayanak 6lim hizi igin Gompertz ve Makeham oliimliliik
modelleri kullanilacaktir. Hassasiyet teriminin dagilimi ise, literatiirde yaygin olarak kullanilan Gamma
dagilimi, Pozitif Duragan dagilim, Ters Gauss dagilimi, Gii¢ Varyans Fonksiyonu dagilimi, Bilesik
Poisson dagilimi ve Lognormal dagilimi ile tanimlanacaktir.

2.2. Hassasiyet modeli yaklasimiyla yeni diizeltme yaklasimi

Dayanak 6liim hiz1 olarak Makeham 6liimliilik modeli,
p =o+be”™ ,x>0
seklinde yeniden diizenlendiginde, z hassasiyet etki seviyesinde bulunan (x) yasindaki popiilasyonun
Olim hizi,
e—g+PX

w(@2)=a+— (14)

(1+e )
seklinde elde edilmektedir. oo parametresinin sifir degerini almas1 durumunda, dayanak 6liim hizi
Gompertz modeli ve o parametresinin pozitif deger almasi durumunda dayanak O6liim hizi
Makeham modeline uymaktadir. Esitlik (14)’te ¢ ve o parametrelerinin aldigi degerlere gore
hassasiyet modeli tamimlar1 Cizelge 1°de verilmistir.

Cizelge 1. Hassasiyet Modelleri

Model a=0 o>0

= Gompertz / Gamma Makeham / Gamma

V=1 / 2 Gompertz / Ters Gauss Makeham / Ters Gauss

0<y<«l Gompertz / Pozitif Duragan Makeham / Pozitif Duragan

P>1 Gompertz / Bilesik Poisson Makeham / Bilesik Poisson

V<1 Gompertz / Gilig¢ Varyans Fonksiyonu Makeham / Gii¢ Varyans Fonksiyonu
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Hassasiyet terimi dagiliminin degismesi durumunda (13) esitliginden (14) esitligine gecis
durumlar1 Ek 1°de verilmistir.

3. Uygulama

Bu boéliimde, ¢alismada kullanilan veri kaynagi tanitilacak, bu veriden elde edilen 6liim sayilar1 ve riske
maruz birim sayilar1 ile yas ve cinsiyet ayriminda kaba o6liim oranlar1 elde edilecek ve Kesim 2.2°de
gelistirilen diizeltme yontemiyle parametre tahmini i¢in kullanilacak varsayimlar verilecektir.

3.1. Veri kaynagi

Bu calismada, Tirkiye Hayat ve Hayat Anniiite Tablolarinin Olusturulmasi Projesindeki (2010) veri
kullanilmustir [18].

Tiirkiye Hayat ve Hayat Anniiite Tablolarmin Olusturulmast Projesi (2010)’nde Tiirkiye’de faaliyet
gosteren bes biiyiik hayat sigortasi sirketinin verisinden elde edilen riske maruz sigortali ve dlen sigortali
sayilar1 kullanilmistir. Bu sayilar, 1 Ocak 2004 tarihinden 31 Aralik 2008 tarihine kadar diizenlenmig
toplam 13.332.687 sigorta poligesinden elde edilmistir.

Sigortali veri kiimesindeki eksik ve hatali veri sorununun ortadan kaldirilabilmesi i¢in ilk olarak veri
kaynagina geri doniis yapilarak yeniden sorgulama yapilmistir. Bu sorgulama sonucunda diizeltilemeyen
gozlemler sigortall veri kiimesinden ¢ikarilmistir. Ayn1 bireylerin birden fazla poligesi olmas1 durumunda
tekrarlama hatasimin ortadan kaldirilmasi i¢in sigortalilarin T.C. Kimlik Numaralari’na gore sorgulama
yapilmis ve birden fazla poligesi olan sigortalilarm en uzun vadeli sigorta poligesi dikkate alimustir.
Eksik ve hatali gozlemler ile tekrarlama hatalar1 giderildiginde veri kiimesinde 3.803.022 erkek sigortali
birey ve 999.716 kadin sigortali birey kalmistir. Bu donem i¢inde toplam 6len kisi sayist da 16.726 olarak
elde edilmistir.

3.2. Yaslara gore kaba 6liim hizlarimin elde edilmesi

Bu caligmada, 6liimliigiin yil i¢inde tekdiize dagildig: varsayilarak, (x) yasindaki bireyler i¢cin kaba Slim
hiz1,

D, (15)
"TE Z0,5D.

seklinde elde edilmistir [4, 8]. Burada,

D, : (x) yasinda 6len kisi sayisini,

E_: (x) yasinda riske maruz kalan kisi sayisini

gostermektedir. Yaglara gore riske maruz kalan kisi sayist ise, her takvim yili ig¢in veri
kiimesindeki bireylerin her y1l gbzlem altinda kaldiklar1 tam siire hesaplanarak toplanmis ve dort
yilin ortalamasit alinmistir. (25)-(60) yas araligindaki kadin ve erkek sigortalilar igin Esitlik (15)’den
bulunan yasa gore 6liim hizlari, sirasiyla, Sekil 1 ve Sekil 2°de verilmistir :
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log p

T T | T | T T |
25 30 35 40 45 50 55 60

Yas

Sekil 1. Kadin sigortalilar i¢in kaba 6liim hizlar1

log

T | T | | T | T
25 30 35 40 45 50 55 60

Yas

Sekil 2. Erkek sigortalilar i¢in kaba 6liim hizlar

Sekil 1’e gore, kadin sigortalilarin (25) yasindan (40) yasina kadar oOlim hizlar1 hafif bir artig
gostermektedir. (40) yasindan (60) yasina kadar ise, hem Oliim hizlar1 fazla dalgalanmis hem de
olimlilik egilimi artmistir. Sekil 2 incelendiginde ise, erkek sigortalilarn 6liim hizlarinin, kadin
sigortalilarin 6liim hizlarma gore daha duragan oldugu, ancak (45) yasindan sonra dliimliilitk egiliminin
kadin sigortalilara goére daha hizli arttig1 goriilmektedir.
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3.3. Parametre tahmini

Calismada, yaslara gore Oliim sayisinin, literatiirde de yaygin olarak kabul edildigi iizere, Poisson
dagilimina uydugu varsayillmistir [8]. Makeham o6liimliiliik modelinde kaza nedeniyle olimliligi
tanimlayan sabit terimin bilindigi varsayildiginda, 6lim hizlarimin logaritmik doniigiimii yapilarak
dogrusal olmayan kismi igin Taylor seri agilimi kullanildiginda, diizeltme yontemi [12],

ln(EX W —(x) =In|E, exp(—g+px) 5
(1 +exp(—s+ px))

=In(E,)—g+px— In(l+exp(—s+px))
=In(E,)—g+px—¥(c, + Sk, +~v,)
seklinde diizenlenebilmektedir. Burada,
¢, = In(1+exp(—s +px))

k =exp(—s+px)(1+exp(—s+px))

v, = xk,
S=s-—5,
N=P—Do

seklinde tanimlanmistir [11]. Bu diizeltme yontemine gore parametre tahmininde kullanilacak En Kiigiik
Kareler Yo6nteminin algoritmast MATLAB programlama dili ile yazilmistir [11].

4. Sonuclar ve Yorum

4.1. Diizeltmeden onceki kaba oliim hizlar

Kadim ve erkek sigortalilarm 6liim hizlar1 incelenirken tek ortak risk faktorii yas olarak alindigindan,
yasin Oliim hizlarmi agiklama oranlarmin da incelenmesi gerekmektedir. Bu inceleme, iki sirali degisken
arasindaki iliski derecesinin 6l¢limiinii veren, Spearman’in sira korelasyon katsayisi ile yapilmaktadir.

Kadin sigortalilar i¢in Spearman’in sira korelasyon katsayisi 0,8736 ve erkek sigortali bireyler igin
Spearman’in sira korelasyon katsayisi 0,9802 olarak elde edilmistir. Diger bir deyisle, kadin sigortalilarin
Olim hizlarmdaki degisimi, yas faktorii % 87,36 oraninda ve erkek sigortalilarin 6liim hizlarmdaki
degisimi yas faktorii % 98,02 oraninda agiklayabilmektedir. Bu oranlar kabul edilebilir oldugundan
sadece yas faktorii dikkate alinarak 6liim hizlarina iligkin model arastirmasi yapilabilir.

4.2. Kadn sigortali oliim hizlarinin incelenmesi

Yaslara gore kadin sigortalilarin kaba 6liim hizlarmin, dayanak 6liim hizinin Makeham modeline uydugu
varsayimi altinda Kesim 3.3’te verilen yazilim calistirildiginda belirtme katsayisinin 0,50’nin altinda
kaldig1 gorilmiistiir. Dayanak o6liim hizinin Gompertz modeline uydugu varsayildiginda ise belirtme
katsayisinin aldig1 en yiiksek deger 0,7435 olmaktadir.
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Kadin sigortalilar kaba 6liim hizlar1 i¢in en uygun modelin Gompertz/Ters Gauss hassasiyet modeli (
Vv=10,50 ve o« =0) oldugu gorilmiistir. Gompertz modeli ve Gompertz/Ters Gauss hassasiyet
modeline gore elde edilen parametre ve standart sapma degerleri Cizelge 2’de verilmistir.

Cizelge 2. Sigortali kadin 6liim hizlar1 i¢in parametre tahminleri

Parametreler Gompertz Gompertz-Ters Gauss
1 0,00 0,50

§ 0,000030 0,000510
(0,123542) (0,115704)

c 1,067242 1,129505
(0,005109) (0,004922)

Hassasiyet parametresi - 1000,00
(0,021602)

Belirtme Katsayisi 0,7435 0,8792

Sigortali kadin kaba 6liim hizlarinda dalgalanmanin fazla olmasi nedeniyle, hassasiyet terimi dagiliminin
varyansi yiiksek olmaktadir. Cizelge 2’deki parametre degerleri ve standart sapma degerleri
incelendiginde parametre tahminlerinin %95 giiven diizeyinde anlamli oldugu goriilmektedir.

4.3. Erkek sigortali oliim hizlarinin incelenmesi

Yaslara gore sigortali erkeklerin kaba 6liim hizlarinin dayanak 6liim hizinin Makeham modeline uydugu
varsayimi altinda Kesim 3.3’te verilen yazilim calistirildiginda belirtme katsayisinin 0,60’ altinda
oldugu goriilmiistiir. Dayanak 6liim hiz1 olarak Gompertz modeli kullanildiginda ise belirtme katsayisinin
aldig1 en yiiksek deger 0,9902 olmaktadir.

Sigortali erkek kaba oOlim hizlar1 igin en uygun modelin Gompertz/Gamma hassasiyet modeli (
Vv=1 ve a=0 oldugu durum), oldugu goriilmiistir. Gompertz modeli ve Gompertz/Gamma
hassasiyet modeline gore elde edilen parametre ve standart sapma degerleri Cizelge 3’te verilmistir.

Cizelge 3. Sigortali erkek 6liim hizlar1 i¢in parametre tahminleri

Parametreler Gompertz Gompertz-Gamma
1 0 1

§ 0,000155 0,000443
(0,124293) (0,104255)

c 1,067255 1,098022
(0,006107) (0,005701)

Hassasiyet parametresi - 1,507983
(0,021602)

Belirtme Katsayisi 0,7628 0,9902
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Cizelge 3’teki parametre degerleri ve standart sapma degerleri incelendiginde parametre tahminlerinin
%095 giiven diizeyinde anlamli oldugu goriilmektedir.

Kadin ve erkek sigortali kaba 6liim hizlari igin diizeltilmis degerler Ek 2°de verilmistir.

4.4. Uyum iyiligi testleri

Diizeltme islemi yapildiktan sonra kaba 6liim hizlar ile gelistirilen formiile gore elde edilen 6liim hizlari
arasindaki uyumun test edilmesi gerekmektedir. Diizeltme yontemlerinde modelin gegerli olup olmadigim
test etmek amaciyla artik degerleri incelenmektedir. Sigortali kadin 6liim hizlar1 i¢in Gompertz/Ters
Gauss hassasiyet modeline gore standartlastirilmig artik degerleri Sekil 3’te ve sigortali erkek 6lim hizlar
icin Gompertz/Gamma hassasiyet modeline gore standartlastirilmis artik degerleri Sekil 4’te verilmistir.

Artik Degerleri
o
o

25 30 35 40 45 50 55 60

Yas

Artik Degerleri
0.5
L
°

-1.5

25 30 35 40 45 50 55 60

Sekil 4. Sigortali Erkek- Gompertz /Gamma modeli hassasiyet i¢in artik degerleri
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Oliim hizlarimn diizeltilmesinde artiklar arasinda korelasyon olmasi istenmeyen bir durumdur. Sekil 3 ve
Sekil 4 incelendiginde, artiklarin rastgele dagildigi  ve artiklar arasinda korelasyon olmadigi
goriilmektedir.

Kadin ve erkek sigortali bireyler i¢in standartlagtirilmis artik degerlerinin en kiiglik, en biiyiik ve ortanca
degerleri Cizelge 4’te verilmistir.

Cizelge 4. Standartlastirilmis artiklar icin bazi karakteristikler

Sl%?il:i?h Minimum deger | Ortanca deger Maksimum deger
Erkek -1,52312 0,03264 0,56248
Kadin -2,49561 0,12459 0,96254

Kadin ve erkek sigortali 6liim hizlar1 i¢in standartlastirilmig artik degerleri incelendiginde tiim degerlerin
(-3,13) araliginda yer aldig1 goriilmektedir. Sonug olarak, kadin ve erkek sigortali 6liim hizlar1 hassasiyet
modelleri kullanilarak modellendiginde aykir1 degerler bulunmadigi gorilmiistiir.

Diizeltme yonteminde uyum iyiliginin test edilmesi amaciyla kullanilan diger iki 6nemli test, Wilcoxon’in
Isaret Siralama Testi ve Serisel Korelasyon Testidir. Wilcoxon Isaret Siralama Testi ile, 6liim hizlarmin
ortanca degerleri arasinda fark olup olmadigi ve Serisel Korelasyon Testi ile artiklar arasinda
otokorelasyon olup olmadigi test edilmektedir. Kadin ve erkek sigortali 6liim hizlari igin bu test degerleri
Cizelge 5’te verilmistir.

Cizelge 5. Artiklar i¢in test degerleri

Test Kadin Erkek Test degeri
Wilcoxon isaret siralama testi -1,1469 0,09432 2,575 degerinden kiiglik olmal
Serisel korelasyon testi --0,0364 0,0103 Sifir degerine yakin olmali

Kadin sigortalilarm 6liim hizlar1 i¢in uyum iyiligi testleri incelendiginde, Gompertz/Ters Gauss hassasiyet
modelinin uygun oldugu kabul edilebilir ve bu modele gore tahmin edilen 6lim hizlar1 Sekil 5°te
verilmistir.

0,0025
0,002
0,0015 - A
Kaba Kadin Olim
Hizlari
0,001 w—  Modele Gore
Kadin Olum Hizlar
0,0005
0

25 30 35 40 45 50 S5 60

Sekil 5. Sigortali kadin 6liim hizlari
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Erkek sigortalilarin 6liim hizlar1 i¢in uyum iyiligi testleri incelendiginde, Gompertz/Gamma hassasiyet
modelinin uygun oldugu ve bu model ile tahmin edilen 6liim hizlar1 Sekil 6’da verilmistir.

0,014
0,012
0,01
0,008 Kaba Erkek Olim
Hizlari
0,006
Modele Gore
0,004 Erkek Olum Hizlan
0,002
(0]

25 30 35 40 45 S0 55 60
Sekil 6. Sigortali Erkek 6liim hizlari
5. Tartisma ve Oneriler

Sigortali portfoylindeki risk smiflar1 i¢in Olimliilligiin farkli hassasiyet terimi seviyelerine gore
tanimlanabilmesi durumunda hassasiyet modelleri, sigorta iiriinlerinin fiyatlandirilmasinda kullamlabilir
[18].

Hassasiyet modelleri ile modellenen 6liim hizlarmin,tim yasam siiresi boyunca bireylerin hassasiyet
seviyelerinin sabit olmasi, bireyler arasmdaki oOlumliilik egilimi farkliligini agiklamaya yeterli
olmayabilir. Yas ve cinsiyet disindaki diger agiklayici degiskenlerin de (psikolojik degisimler, sosyolojik
degisimler ve zaman faktoriindeki degisim gibi), hassasiyet terimi {izerindeki etkisinin hesaba katildigi
modeller de olusturulabilir.

Hassasiyet modellerinde her bir gézlemin sisteme girdigi anda hassasiyet seviyesinin belirlendigi ve bu
seviyenin sabit kaldig1 varsayiminin dogru olmadigi insan popiilasyonundaki yaslanma siirecinden de
goriilmektedir. Stokastik siiregler kullanilarak, hassasiyet seviyesinin zaman igerisindeki bu degisiminin
dikkate alindig1 hassasiyet modelleri de olusturulabilir.



F. Kul, M. Sucu / istatistikgiler Dergisi: Istatistik&Aktiierya 6 (2013) 51-69 63

Kaynaklar

[1] Aim S., Fulla S., Laurent J.P., 2005, Mortality Fluctuations Modelling With A Shared Frailty Approach,
Paris Actuarial Congree, France.

[2] Butt Z., Haberman S., 2002, Application Of Frailty-Based Mortality Models To Insurance Data, Actuarial
Research Paper No. 142, Department of Actuarial Science & Statistics , City University, London.

[3] Butt Z., Haberman S., 2004, Application of Frailty-Based Mortality Models Using Generalized Linear
Models, ASTIN Bulletin, Vol 34, Issue 1, 175-197.

[4] Congdon P., 1993, Statistical Graduation In Local Demographic Analysis And Projection, Journal of the
Royal Statistical Society, Series A, Vol. 156, 237-270.

[5] Congdon P., 1994, Analyzing Mortality In London: Life Tables With Frailty, The Statistician, Vol. 43,
277-308.

[6] Congdon P., 1995, Modelling Frailty In Area Mortality, Statistics in Medicine, Vol 14, 1859-1874.

[7] Duchateau L., Janssen P., 2008, The Frailty Model, Statistics for Biology and Health Series, Springer.

[8] Haberman S., Renshaw A.E., 1996, Generalized Linear Models And Actuarial Science, The Statistician,
Vol 45, No:4, 407-436.

[9] Heligman L., Pollard J.H., 1980, The Age Pattern Of Mortality, Journal of the Institute of Actuaries,
Vol 107, 49-80.

[10] Karim M.E., 2008, Frailty Models, Institute of statistical research and training, University of Dhaka,
Dhaka, Bangladesh.

[11] Kul F., Sucu M., 2011, Gézlemlenemeyen Risk Faktorlerinin Oliimliiliik Uzerindeki Etkisi, Hacettepe
Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Yiiksek Lisans Tezi.

[12] Makeham W.M.,1867, On the law of mortality, Journal of the Institute of Actuaries, Vol 8, 301-310.

[13] Neill A.,1983, Life Contingencies, William Heinemann, London.

[14] Olivieri A., 2006, Heterogeneity in survival models : Application to pensions and life annuities, University
of Parma, Italy.

[15] Perks W., 1932, On some experiments on the graduation of mortality statistics, Journal of the Institute of
Actuaries, Vol 63, 12-40.

[16] Renshaw A.E., 1991, Actuarial graduation practice and generalized linear and non-linear models, Journal of
the Institute of Actuaries, Vol. 118, 295-312.

[17] Su S., Sherris M., 2012, Heterogeneity of Australian Population Mortality and Implications for a Viable
Life Annuity Market, Insurance: Mathematics and Economics, Vol. 51, Issue 2, 322-332.

[18] Sigorta Bilgi Merkezi, 2010, Tiirkiye Hayat ve Hayat Anniiite Tablolarinin Olusturulmasi Projesi, Hazine
Miistesarligi.

[19] Vaupel J.W., Manton K.G., Stallard E., 1979, The impact of heterogeneity in individual frailty on the
dynamics of mortality, Demography, Vol 16, 439-454.

[20] Wang S.S., Brown R.L., 1998, A frailty model for projection of human mortality improvement, Journal of
Actuarial Practice, Vol. 6, 221-241.



F. Kul, M. Sucu / istatistikgiler Dergisi: Istatistik&Aktiierya 6 (2013) 51-69

EK 1.

Gompertz/Gamma Hassasivet Modeli
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Gompertz/Ters Gauss Hassasiyet Modeli
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Gompertz / Pozitif Duragan Dagilim Hassasivet Modeli
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Gompertz / Bilesik Poisson Dagilim Hassasiyet Modeli
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Gompertz / Giic Varvans Fonksivonu Hassasiyet Modeli
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Yas

Kadin Sigortali igin

Erkek Sigortali igin Oliim

Oliim Hiz: Hizi
25 0,000182 0,000443
26 0,000188 0,000487
27 0,000196 0,000534
28 0,000206 0,000586
29 0,000216 0,000643
30 0,000228 0,000705
31 0,000241 0,000773
32 0,000256 0,000848
33 0,000272 0,000930
34 0,000289 0,001019
35 0,000308 0,001117
36 0,000329 0,001225
37 0,000351 0,001342
38 0,000375 0,001471
39 0,000401 0,001611
40 0,000429 0,001765
41 0,000459 0,001932
42 0,000492 0,002115
43 0,000527 0,002315
44 0,000564 0,002532
45 0,000605 0,002769
46 0,000648 0,003028
47 0,000695 0,003309
48 0,000745 0,003614
49 0,000799 0,003946
50 0,000857 0,004696
51 0,000920 0,005118
52 0,000986 0,005575
53 0,001058 0,006068
54 0,001136 0,006599
55 0,001219 0,007171
56 0,001308 0,007786
57 0,001403 0,008445
58 0,001506 0,009151
59 0,001616 0,009905
60 0,001735 0,010851
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