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Oz: Sonlu elemanlar yonteminde fiziksel eleman ile mastir eleman arasinda yapilan koordinat déniisiimiinde
meydana gelen doniisiim bozukluklari, mastir elemanmn kenar noktalarinin fiziksel elemandaki gibi
dontstiiriilmesiyle giderilir. Bu ¢alismada, mastir elemanin kenar noktalar1 ayarlanabilir bigimde gelistirilmis
serendip elemanlar kullanilarak elde edilen sonlu eleman algoritmasi sunulmaktadir. Kurulan bu algoritmada,
malzeme davranigini igerecek sekilde von Mises akma kriteri ve elastoplastik gerilme-birim uzama iliskisi
mevcuttur. Onerilen bu algoritma, dogrusal olmayan sonlu eleman analizi olup, 6rneklerle onamas1 yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sonlu Eleman Analizi; plastisite; dogrusal olmayan davranis; doniistim bozukluklar1.

For Nonlinear Materials, Eliminations of Node Mapping Distortions
in Finite Element Solutions

Abstract: In the finite element method, the mapping distortions occurred in the transformation of coordinates of
physical elements to the master elements can be fixed by adjusting the side nodes of the master element similar
to physical element. In this study, a finite element algorithm is presented with improved serendipity element by
adjusting the side nodes of master element. In this developed algorithm, von Mises yield criterion and
elastoplastic behavior is adopted. The proposed algorithm is known as nonlinear finite element analysis and it is
verified by examples.

Keywords: Finite element analysis, nonlinear behavior, mapping distortions.

1. Giris

Sonlu elemanlar yonteminde, gerilme yigilmalarimin belirdigi bolgelerde ¢oziimiin daha dogru elde
edilmesi maksadiyla ag inceltilmesi yapilir. Bu inceltme genellikle ge¢is elemani olarak bilinen
elemanlarin mertebelerini azaltmak veya yiikseltmek yolu ile miimkiin olur. Baska bir yolu ise gegis
bolgesinde, stirekliligi etkilemeyecek sekilde diigiim noktalarinda bir sinir sarti tanimlanmasi ile
olur.

Ag inceltilmesi diigiim noktasinda bir siir sarti tanimlamakla yapilmaktadir. Buna bir alternatif,
genel serendip elemanlari tanimlanmistir [1, 2]. Genel serendip elemanlar:, sonlu elemanlar
yonteminde siklikla kullanilan dikdortgen seklindeki serendip elemanlardan [3] farkli olmayip,
sadece sonlu elemanlarin birbiri arasindaki gecisi saglayan sekil fonksiyonlarin1 haizdir. Bu tiir
serendip elemanlarin kenar diiglim noktalar1 sabit birer koordinatta tanimlidir. Kenar i¢ diigiim
noktalarmin yerlerinin bir sekilde kaymasi veya ag inceltilmesi sirasinda kenar i¢ digim
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noktalarinin izdiisiimlerinin sabitlenmis olan noktalara denk gelmemesi halinde doniisiim
bozukluklari olarak bilinen hatalar ortaya ¢ikar.

I¢ diigiim noktalar1 ayarlanabilir serendip elemanlarin sekil fonksiyonlar1 matematiksel olarak bir
koordinat doniistiirme islemidir. Yapilan ¢alismalarda [4-7], fiziksel elemanla mastir elemanin ig
noktalar1 arasindaki koordinat doniistimleri orantili bir sekilde yapilmistir.

Hem ag inceltilmesi hem de doniistim kaynakli hatalar1 elimine edecek olan sekil fonksiyonlari
gelistirilmistir [4-7]. Gelistirilmis serendip elemanlar1 ile malzeme yoniinden dogrusal olmayan
problemlere uygulanmasi bu makale ile gergeklestirilecektir.

I¢ diigiim noktalar1 ayarlanabilir serendip elemanlara ihtiya¢ duyulmasinin nedeni betonarme
kesitler lizerinde yapilan caligmalarda 6zetlenmistir [8, 9]. Dogrusal olmayan elastisite problemleri
icin serendip elemanlarla bir ¢alisma yapilmistir [10], ancak; elastoplastik malzemelerin analizi igin
ise bugiine kadar gelistirilmis serendip elemanlar i¢in bir ¢alisma mevcut degildir. Bu makalede,
gelistirilmis serendip elemanlar1 ile malzeme yoniinden dogrusal olmayan problemlere uygulamasi
yapilarak sonlu elemanlar yontemindeki donlisim bozukluklart kaynakli hesap hatalar
giderilecektir.

2. Gelistirilmis Serendip Elemanlar

Sonlu elemanlar analizinde, mastir eleman ile fiziksel eleman arasinda yapilan doniisiim Sekil 1°de
gosterilmistir. Mastir elemanda yer alan kenar i¢ noktalarin koordinatlari standart sonlu elemanlarda
sabit kabul edilir. Fiziksel elemandaki digiim noktalart mastir elemandaki yerleri ile orantili
olmayan bir bigimde konuslandirilirsa doniisiim bozukluguna neden olur. Bu da dogal olarak sonlu
eleman hesaplarinda elde edilen deplasman ve gerilmelerin hatali hesap edilmesi demektir.

n+1

z h=-1 T

Sekil 1. Fiziksel elemanin mastir eleman tizerine dontisiimii

Sekil 2’de kenar i¢ noktalar1 sabit olmayan orta noktast kaydirilmis serendip elemani
gosterilmektedir. Sekil 3’te verilen gelistirilmis serendip elemani i¢in genellestirilmek istenirse
sekil fonksiyonlar1 [11] asagidaki bigimde ifade edilirler.

Nl(r, S, I’l, Sl) =

(1—r)(1—s)( n-o S-e _1] o

+
4 -l-a -1-¢
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Sekil 2. Orta noktas1 sabit olmayan genel serendip elemani
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Sekil 3. Gelistirilmis serendip elemant
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(6)

(7)

(8)

Denklemler (1) ve (8) arasi yer alan ri, Iy, I3, 4, S1, S2, S3 Ve S4 fonksiyonlarinin parcali olarak
tanimlart ise r; ve s; fonksiyonlart i=1, 2, 3 ve 4 i¢in parcali fonksiyon bi¢iminde asagidaki gibi

yazilir.

r, Eger a=#l

r(r) =
-1, Eger a=1
r,Eger n=1
r3(r) =
1, Eger n=1
S, Eger e#1
s1(s) =
-1, Eger e=1
S,Eger B#1
S3(s) =
1, Eger B=1

3. Plastisite ve Sonlu Eleman Analizi

r,Eger a=l
) rZ(r)z
1, Eger a=1
r,Eger n=1
' r4(r) =
-1, Eger n=1
S,Eger B#1
o S52(8) =
-1, Eger B=1
S,Eger e 1
. 84(8)=
1, Eger e=1

(9.2)

(9.b)

Bir yapi, notr durumdan yiiklendiginde akma gerilmesine ulasana kadar Hooke yasasina bagh
olarak elastik birim uzamalar ortaya ¢ikar. Yikleme arttikca ve malzeme akmaya basladiginda
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plastik birim uzamalar sistemde gelisecektir. Bir noktada yilik tasima kapasitesi, sonsuz
biiytikliikteki birim uzamalar olusmasi ile yapinin gégmesi gerceklesir. Bu nedenle, plastik davranig
basladiginda gerilmeler ve birim uzamalar arasinda dogrusal bir iliski yoktur. Toplam artimsal
birim uzama, elastik ve plastik birim uzamanin artimsal toplami1 kadardir.

de=de&® +degP (10)

Bu denklemde plastik artimsal birim uzama deP plastik potansiyel fonksiyonu, g ile
iliskilendirilmektedir.

deP =da 9 (11)
oo

Denklem 11°de yer alan di pozitif orantililik ¢arpanidir. g fonksiyonunun deneysel olarak elde
edilmesi gerektiginden, uygulamada bu fonksiyonun akma fonksiyonuna esit oldugu kabul edilir.
Literatiirde buna esdeger akma kurali denilmektedir. Bu kurala gore denklem (11) yeniden
yazilacak olursa

de® =dﬂﬂ (12)
oo

seklinde artimsal plastik birim uzama denklemi elde edilir. Hesaplamali elastoplastik analizde
hesaplamalar, artimsal bir yiik artis1 uygulanarak ilerler. Bu durum bir yer degistirme artis1 ve

dolayisiyla da toplam bir gerilme artis1 meydana getirir. Artimsal olarak gerilme ile birim uzama
arasindaki bilinye bagintisi

do =D*de (13)

seklinde ifade edilir. Bu denklemde D* elastoplastik davramisi igeren biinye matrisidir. Hooke
yasasi kullanilarak denklem (13) yeniden yazilacak olursa asagidaki formda yazilabilir.

dczD(dg—dep) (14)

Pozitif orantililik ¢arpani denklem (14)’de yerine yazilarak artimsal gerilme ve birim uzama
arasindaki bagint1 asagidaki bicimde son halini alir.

.
Dﬁg(ﬂ D
__Oo\do
T
(ﬁj D%
oo oo
Bu denklemde parantez iginde kalan kisim elastoplastik biinye matrisi D* olarak tanimlanir [12-14].

.
Dag(ﬁf) D
oo\ 0o

-
%)%
oo oo
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Sonlu elemanlar ile modellenmis sistemde global denge denklemi

Ku=f a7
ile ifade edilir. Bu denklemde K rijitlik matrisini, u deplasman matrisini ve f ise dis yiik vektoriinii
gosterir. Rijitlik matrisi ise

— TRyep

K = jQB D*BdQ (18)

biciminde ifade edilir. Bu denklemde B matrisi birim uzamalar ile deplasmanlar arasindaki iligkiyi,
D* ise elastoplastik davramistaki biinye bagmtisin1 gdsterir. Elastoplastik davranista analizler

artimsal bagintilar ile yapilmaktadir. Bagka bir deyisle artimsal ylikleme yapilarak bu yliklemedeki
deplasmanlar elde edilir.

K AU = Af (19)

Bu denklemde K; teget rijitlik matrisi olup, Sekil 4’de gosterildigi iizere hesaplama yapilacak
adimdaki teget ¢izilerek dogrusallastirilmis rijitlik matrisini géstermektedir.

f
\ KAu=Af _g(u)=f

I -

P =

Sekil 4. Dogrusal olmayan analizde artimsal adimlarin grafiksel gosterimi

Denklem (19)'da hesap edilen artik kuvvetler i¢in miisaade edilebilir miktarda sifira yakin degerde
bir yiikkleme tanimlanarak belirli bir hassasiyette islemler yapilir. Bu islemler Sekil 4'te grafiksel
olarak gosterilen ve Newton-Raphson olarak bilinen bir takim ardigik islemler algoritmasindan
ibarettir.

4. Sayisal Uygulamalar

Bu boéliimde, elastoplastik analiz i¢in kalin halka seklinde bir silindir i¢ basing etkisi altinda mevcut
analitik ¢oziimler ile karsilastirllmaktadir. Analizde von Mises akma kriteri kullanilmaktadir.
Sonraki Ornekte ise i¢ basing etkisi altindaki kalin halka seklindeki silindir 6rneginin plastik
analizdeki davraniginda doniisiim bozukluklarinin etkisi ve bunlarin diizeltilmesi sonucu elde edilen
sonuclar incelenmektedir.

4.1. Elastoplastik Analiz Ornegi

Bu ornekte, i¢ basing etkisi altinda kalin halka seklindeki bir silindirin (Sekil 5) elastoplastik analizi
icin mevcut analitik ¢oziimler ile sonlu elemanlar ¢oziimii karsilagtirllmaktadir. Bu analizde von
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Mises akma kriteri kullanilmaktadir. Sekil 5’te verilen problemin elastisite ¢oziimleri [16, 17]’de

2 2
verilmekte olup, radyal gerilme (o,) ve cembersel gerilme (o,) cinsinden o, = ba P (1—b—2j ve

2_g2 r
a.2p b2
o, = b7 o7 [1+—2j olarak tiiretilmistir. Radyal yondeki deplasman ise analitik olarak
-a r
a‘pr b
0, =—7— 5| @-V)+(@+V)— | bagintisi ile tanimlanmaktadir.
E(b*-a’) r

Sekil 5. i¢ basing etkisi altindaki kalin halka silindir

Sekil 5’te tanimli problem, simetriden dolayr '4’li ele alinarak ve Sekil 6’da tanimli siir sartlar
uygulanarak incelenebilir.

Sekil 6. Kalin halka silindirin %41

Mevcut algoritmanin onanmasi igin; i¢ yarigap a = 100 mm, dis yarigap b = 200 mm, elastisite
modiili E = 2.1x 10* MPa, Poisson oran1 v =0.3, akma gerilmesi o, =24.0 MPa degerleriyle,

peklesme olmadan von Mises akma kriterine gore elastoplastik analiz yapilarak, literatiir [15]
sonuglart ile karsilagtirilmaktadir.

I¢ basing p = 8MPa oldugu durumda, radyal gerilmenin radyal mesafe ile degisimi Sekil 7’de
karsilastirilmaktadir. p = 8MPa igin sistem elastik davranmakta, dolayisiyla Sekil 7°deki dagilim
yukarida verilen analitik denklemler ile ayn1 sonuglar1 vermektedir.

I¢c basing p = 12 MPa oldugu durumda radyal gerilmenin radyal mesafe ile degisimi Sekil 8’de,
gosterildigi gibi gerilme seviyelerinde plastik bolgeye ulagilmis olup, sonlu eleman ¢oziimleri ile
referans sonuglari [15] birbiriyle 6rtiismektedir.
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Sekil 7. I¢ basing 8MPa oldugunda kenar boyunca radyal gerilme dagilimi
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Sekil 8. I¢ basing 12MPa oldugunda kenar boyunca radyal gerilme dagilimi

radyal mesafe (mm)
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Sekil 9. i¢ basing 8MPa oldugunda kenar boyunca ¢cembersel gerilme dagilimi
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I¢ basing p’nin 8MPa ve 12MPa oldugu durumda, ¢embersel gerilme dagilimlari sirastyla Sekil 9 ve
Sekil 10’da karsilastirilmaktadir. Bu karsilastirmada da elde edilen sonlu eleman ¢oziimleri ile
referans sonuglari [15] birbirleriyle ortiismektedir.

radyal mesafe (mm)
140 160

100 120 180 200

20

18
a el
2 14 S S
2 1) | T e
S 10 - TS e _
50 - -
T 8 -==1
()
g 6 - 4 Kaynak (15)
QE, 4 - = == Sonlu eleman ¢6zimi
o

2 R

0 -

p =12MPa

Sekil 10. I¢ basing 12MPa oldugunda kenar boyunca cembersel gerilme dagilim1

4.2. Doniisiim Bozuklugunun Artirllarak incelenmesi

Bu boliimde; Bolim 4.1°deki 6rnek kalin halka silindir, geometri ve malzeme 06zellikleri ayni
kalmak suretiyle sonlu eleman aginda 20 ve 24 adet serendip eleman kullanilarak analiz edilmistir.

Tablo 1. Sonuglarin karsilastirilmasi

Sekil 12 Sekil 13 . Sekil 12 Sekil 13 .
(standart  (standart Sekil 11— Jictirilmis  (gelistirilmis Sekil 14
.. .. (kaydirma .. .. (24 elemanh
formiilasyon formiilasyon formiilasyon formiilasyon -
. . - . yok) - . . . referans ¢oziim)
coziimleri) coziimleri) ¢oziimleri) ¢oziimleri)
Us 0.117908 0.091585 0.127125 0.127117 0.127122 0.127117
Vig 0.117909 0.091586 0.127120 0.127108 0.127107 0.127117
Rady(i;ggg"me -9.0406 5.5062 -9.1617 -9.1294 -9.1126 -9.1991
Gembersel gerilme 1 g 1 g3 144774 18.2514 18.2787 18.2021 18.2893

(MPa)

Sekil 11°de herhangi bir kaydirma yapilmamustir. Sekil 12°de, orta diiglim noktalar1 1/4 oraninda
ayni yonde kenara yakin, Sekil 13’de orta diiglim noktalar1 1/8 oraninda ayni yonde kenara yakin
olarak doniisiim bozuklugu elde edilmistir. Elde edilen sonuglar Tablo 1°de verilmistir.

Elde edilen sonuglar incelenirse; standart sekil fonksiyonlarinin kullanildigi durumda, orta noktalar
kenarlara dogru kayarsa sonuglarin bozuldugunu goriiriiz. Kenara ¢ok yakin durumda (1/8 oraninda
kaydiginda) sonuc¢lar daha da bozulmaktadir. Ancak; gelistirilmis genel serendip elemanlari
kullanirsak, doniisiim bozukluklart yok olmaktadir ve sonuglar anlamli derecede birbirine yakindir.
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Sekil 11. 20 elemanl problemin geometrisi, ag, eleman ve diiglim noktasi 6zellikleri

200 -
190 A
180 A
170 ~
160
150 A
140 ~
130 A
120 A
110 ~
100 A

T T T T T T
100 120 140 160 180 200

Sekil 12. 20 elemanl problem: orta diigiim noktalari 1/4 oraninda ayni yonde kenara yakin

200
190 +
180
170 4
160
150 +
140 +
130 A
120 A
110 4
100 +

T T T T T T
100 120 140 160 180 200

Sekil 13. 20 elemanli problem: orta diiglim noktalar1 1/8 oraninda ayn1 yonde kenara yakin
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200 4
190 A
180 ~
170 ~
160 -
150
140 ~
130
120 A
110 4
100 ~

T T T T T T
100 120 140 160 180 200

Sekil 14. 24 elemanli problemin geometrisi, ag, eleman ve diiglim noktasi 6zellikleri

5. Sonuclar

Bu makalede, doniisiim bozukluklart orta noktalar1 ayarlanabilir sekil fonksiyonlari ile elastoplastik
problemler icin giderilmistir. Bunun i¢in ¢alismada, orta noktalar1 ayarlanabilir sekil fonksiyonlar

olan

parabol mertebeli (8 noktali) elemanlar kullanilmistir. Onerilen dogrusal sonlu eleman

algoritmast ile ¢ok bilinmeyenli yap1 sistemlerinin analizinde gerilme ve deplasman degerlerinde
dogruluk derecesi artmakta olup, bunun yaninda modellemede dogabilecek fiziksel eleman ile
mastir eleman arasindaki doniisiim bozukluklari otomatik olarak elimine edilmektedir. Sayisal
uygulamalar ile onerilen algoritmanin dogrulugu sinanarak iyi sonuglar elde edilmistir.
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