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Oz: Bu ¢alisma, Fibonacci, Pascal, Stirling ve Bell sayilar1 gibi 6zel say1 dizilerini tanitmak, bu say1
dizilerinin elemanlar1 kullanilarak olusturulan matrisleri tanimlamak ve bu matrisler arasindaki bazi
kombinasyonel 6zdeslikleri arastirmak icin yapilmustir.

Anahtar Kelimeler: Bell matrisi, Fibonacci matrisi, Kombinasyonel 6zdeslikler, Pascal matrisi,

Stirling matrisleri

Some Special Matrices and Combinatorial Identities

Abstract: In the present study, the main aim is to introduce specific number sequences, such as
Fibonacci, Pascal, Stirling, and Bell numbers, to define matrices created using the elements of these number
sequences and to investigate some combinational identities among these matrices.

Keywords: Bell matrix, Fibonacci matrix, Combinatorial identities, Pascal matrix, Stirling matrices

1. Giris
Fibonacci sayisi, Pascal sayisi, 1. ve 2. tip
Stirling

sayitlart ~ ve  Bell say1s1

kombinasyonel o6zdesliklerin insas1  ve
analizinde ¢ok Onemli yer tutmaktadir.
Literatiirde bu sayilar ve diziler kullanilarak
elde edilen pek c¢ok calisma mevcuttur.
Vajda (1987), Fibonacci ve Lucas sayilarina
ait temel kavramlari, teoremleri ve genel
ozellikleri ele almig ve bu sayilar arasindaki
doniisim  bagmtilarin1  incelemistir.  Ote
yandan Ayber (2003), calismasinda gercel
sayr kiimesi {lizerinde tanimlanmis bir
islemin Fibonacci sayilarina uygulanmasina
yer vermis, Fibonacci sayilar ile ilgili temel

kavram ve ozellikleri gozden gegirmistir.

Roger (1977), calismasinda Pascal iliggenine
benzer aritmetik Ozelliklere sahip olan bir
gesit iicgen dizinin teorisini gelistirmistir.
Cam (2005), 1. ve 2. tip Stirling sayilari
tizerine calismis, bu iki tip Stirling sayilari
Aigner

arasindaki bagintiyr incelemistir.

(1999), Hankel matrislerinin
determinantlarindan  yararlanarak  Bell
sayilarindan olusan dizinin bir

karakterizasyonunu saglamstir.

Bu ¢alismalarin yani sira Fibonacci, Pascal,
1. ve 2. tip Stirling ve Bell say:1 dizilerinin
elemanlar1 kullanilarak insa edilen 06zel
matrislerin birbirleriyle olan kombinasyonel
0zdeslikleri pek ¢ok arastirmacinin dikkatini

cekmigstir. Lee ve ark. (2003), Pascal, 1. ve
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2. tip Stirling ve Fibonacci matrislerinden

yararlanarak, bu matrisler arasindaki

kombinasyonel 6zdeslikleri incelemislerdir.
Wang ve Wang (2008), Bell matrisi ve
Fibonacci matrisi  arasindaki  iliskileri
incelemis, 1. ve 2. tip Stirling matrisleri, Lah
matrisi ve genellestirilmis Pascal matrisi
matrislerin

gibi  bazi alt  tlicgen

benzestirilmelerini saglama lizerine

caligmalar yapmis ve c¢esitli Ozdeslikler

tiretmislerdir. Tang ve ark. (2004)
calismalarinda Pascal matrisini nXn
boyutundaki matrislerin c¢arpimi olarak
ayristirtlmasinin ~ birkag ~ farkli  yoluna

deginmis, bu ayrisgimlara dayanarak bir
Pascal matrisi ve kompleks bir vektoriin
carpimin1 kolaylastiracak hizli algoritmalar
iiretmislerdir. Bunun yani sira, Edelman ve
Strang (1993) calismalarinda Pascal matrisi
ile ilgili temel kavramlara, teoremlere, bu
matrisin ¢esitli formlarina ve bu formlarin

birbirleriyle olan iligkilerine yer vermis,

2. Materyal ve Metot

ayrica, Pascal matrislerinin kuvvetlerini,
terslerini, logaritmalarint ve O6zdegerlerini
incelemiglerdir. Cheon ve Kim (2001)’e ait
bir c¢alismada 1. ve 2. tip Stirling
sayilarindan Pascal tipi matris elde etmeye
calisilmis, bu matrislerin, Pascal matrisi
aracilifiyla c¢arpanlara ayrilabilir oldugu
gosterilmistir. Son  olarak, Stirling
sayllarinin matris gosteriminden bazi iyi
tanimli kombinasyonel ozdeslikler elde
edilmistir.

Bu calismada, ilk olarak, Fibonnaci, Pascal,
Stirling ve Bell sayilar1 gibi baz1 6zel say
dizileri tamitilmis, bu say1 dizilerinin
elemanlar1 kullanilarak Fibonacci, Pascal,
Stirling ve Bell matrisleri olusturulmustur.
Fibonacci matrislerinin {izerinde ozellikle
durulmus ve bu matrislerin, Pascal, Stirling
ve Bell matrisleri ile arasindaki ikili
bagntilar1 incelenmis, ayrica bu matrisler
aracilifiyla baz1 kombinasyonel 6zdeslikler

ve esitsizlikler tretilmistir.

Tamm 2.1. Fibonacci sayilari; Fo =0, F; =1 baslangi¢ degerleri icin lineer rekiirans
bagintist kullamilarak F, = F,_ + F,,_, seklinde tanimlanir (Vajda, 1987).

Tanum 2.2. E,;; n. Fibonacci sayist olmak iizere, Fibonacci matrisi, elemanlari

Fi_jy1,

fij=

i—j+1>0

G,j=012,...,n)

0, i—j+1<0

olacak sekilde Fy, = (fy;) ile tammlanir (Lee, 2000).



Baz1 Ozel Matrisler ve Kombinasyonel Ozdeslikler

Fibonacci matrisinin agik yazilimi;

F,L, F,, 0 0 0
{Fz F; F, 0 0 \‘

F. F F. F, 0
Fn — 3 2 1 0 |
Fy Foi Fuop Fus = F /

Tamm 2.3. A,,, n X n alt iiggen matrisi, elemanlar

1, i=j
aij={—1, l_ZS]Sl_l (i,j=0,1,2,...,n)
0, diger durumlarda

olacak sekilde A, = (a;;) ile tanimlanir (Wang, 2008).

A, matrisinin ag¢ik yazilimi;

1 0 0
/—1 1 0 0\
|-1 -1 1 o0 0 |
An=i 0 -1 -1 1 i
\0 0 -1 -1 1/

ve A, matrisinin tersi;
1 0 0
/1 1 0 - 0\
|2 1 1 0 0 |
2

Al=13

DR
LR

Bu matris, siitunlar1 Fibonacci dizisinin elemanlarindan olusan Fibonacci matrisidir.

Teorem 2.1. ; F,, Fibonacci matrisi olmak iizere, F,, in tersi, elemanlari

1, i=j
f’l]: _1, l_ZS]Sl_l (i;j:()lllzl"'ﬂn)
0, diger durumlarda

olacak sekilde Fy* = (f';)) ile tanimlanir (Wang, 2008).

1)
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Tamm 2.4. 0 < i,j < n — 1 igin elemanlar g;; = (1 _:_ ]) olacak sekilde G,, = (g;;)
matrisine simetrik Pascal matrisi denir (Edelman, 1993).

Tanim 2.5. 0 < i,j < n — 1 i¢in elemanlar

0, i>j
olacak sekilde, U,, = (u;;) matrisine iist iiggen Pascal matrisi denir (Edelman, 1993).
Tanmm 2.6. 0 < i,j < n i¢in elemanlari

i—1 C
(i—l)’ t=J

pbij =
0, i <j

olacak sekilde, Py, = (p;;) matrisine alt iiggen Pascal matrisi denir (Cheon, 2001).

Binom katsayilar1 C = n'(r_n)'; r=20,12,:- n=0,1,2,--,r olmak iizere, simetrik, tst
ticgen ve alt liggen Pascal matrislerinin agik yazilimi agagidaki gibidir;
1 1 1 1 e Gy
/ 1 2 3 4 e CE \
1 3 6 10 e CEq
G,=11 4 10 20 - C3,,
Cr?—l Cr% Cr%+1 C3+2 Cgln_—lz
1 1 1 1 Cr-1 1 0 0 O 0
0O 1 2 3 cl_, / 1 1 0 0 0 \
| 0O 0 1 3 C:_, | | 1 2 1 0 0 |
Un =1lo 0 0 1 Cr?—l ve Pn =11 3 3 1 0 |
0 0 0 0 - Cv} ka‘% i i ocy o c:z/

G,,; simetrik Pascal matrisini, U,,; iist liggen Pascal matrisini ve P,,; alt liggen Pascal matrisini
gostermek lizere, Pascal matrislerinin bazi1 6zellikleri asagidaki gibidir.

« det(G,) = 1, det(U,) = 1, det(P,) = 1,

U, =Pl'veP, =UT,
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* G, =U,P, ve G, = P,U,, (Edelman, 1993).
Tanim 2.7. n ve k pozitif tam sayilart igin 1. ve 2. tip Stirling sayilari;

_(x(x=1)(x—n+1,) n=1
[l = {7 "z

olmak iizere [x], = Yhr_o (w1 *s(n, k)x* ve x™ =Y, S(n, k)[x]y seri acilimindaki
x’in katsayilart sirasiyla s(n, k) ve S(n, k) olarak tanimlanwr (Cheon, 2001).

n ve k pozitif tam sayilari ve s(n,0) = s(0,k) = S(n,0) = S(0,k) = [0], = 0ve s(0,0) =
S$(0,0) = 1i¢in s(n, k), S(n, k) ve [n]y;

smk)=s(in—1L,k—-—1)+n—-1Dsn-1,k),
Smk)y=Snm—1,k—-1)+kS(n—1,k),
[n]k = [n = 1]k + k[n — 1],
ile verilen Pascal tipi rekiirans bagintilarini saglarlar ve buna ek olarak;

seuk) =it (M 1)s(e.k-1) (Cheon,2001). @)

Tanmm 2.8. s(i,j) ve S(i,j) swraswla 1. ve 2. tip Stirling sayilart ve elemanlart

s(i,j), i=j
Sij = (i,j=012,...,n) (3)
0, diger durumlarda
ve
S, j), i=j
Sij = (l,] = 0,1,2,...,7’1) (4)
0, diger durumlarda

olacak sekilde n x n boyutlu 1. ve 2. tip Stirling matrisleri $,,(1) = (s;;) ve $,(2) = (Si;)
olarak tanimlanir (Cheon, 2001).

Tamm 2.9. Bell sayilari, By = 1 baslangi¢ degeri icin lineer rekiirans bagintilari

kullanilarak
-1

S

B, = Bk(”zl)

0

&
1]

seklinde tanimlanir (Wang, 2008).
Bell sayilar1 arasinda pek ¢ok baginti vardir, bunlardan bazilari asagida verilmistir:

* Her bir Bell sayisi 2. tip Stirling sayilar1 toplamudir; B, = Y.3-, S(n, k).
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* Bell sayilar1 f(x) = e fonksiyonunun Mc Lauren agiliminin katsayilaridir;
2x? 5x3

x x
e —e(l4+ -4+ — 4+ 4...).
e e(+1+2!+3!+)
Tamm 2.10. B,; n. Bell sayisi ve elemanlart
Bi_j, i—j=0
bij = (5)
0, i—j<o0

olacak sekilde Bell matrisi B,, = (b;;) olarak tanimlanmir (Wang, 2008).

Bell matrisinin agik yazilimi;

By, O 0 0 0

/ B, B 0 0 0\
B, B B, O 0 |
Bn =1, : : : .o
\Bn_1 By Bns Baa ~ B /

3. Arastirma Sonuglari ve Tartisma

Calismanin bu kisminda, Materyal ve Metot boliimiinde tanimlanan Fibonacci matrisinin,
sirastyla Pascal, Stirling ve Bell matrisleri ile arasindaki kombinasyonel 6zdesliklerin elde

edilisi lizerinde durulmustur.

3.1. Fibonacci Matrisi ve Pascal Matrisi Arasindaki Ozdeslikler

Tamm 3.1. L, = (l;;) matrisi, elemanlar

i—1 i—2 i—3
w=(21)=(-1)-(1) ©
olacak sekilde, 1,1, =1, j = 2 igin l1; =0; ;3 =0, l,, =1, j =3 igin l,; =0; i = 3 igin
lin=—-1veli,j=2iginly; = li_4j_1 + li_y ile tammlanwr (Lee, 2003).

Teorem 3.1. P,; Pascal matrisi, F,,;; Fibonacci matrisi, L,,; elemanlart Tanim 3.1 ile verilen

matris olmak iizere
P, =F,L, (Lee, 2003). @)

Ispat. F;1P, = L,, oldugunu gostermemiz yeterlidir. Teorem 2.1’den Fibonacci matrisinin
tersinin varoldugunu ve F;* = (f';;) seklinde tanimlandigini biliyoruz. j > 2 igin f'y; = 0,
fiipii=1 ve Iy =1=3p_ flkPra- j=2 igin p;; =0 ve f;=0, j=2 igin
Yk=1 flxpkj =0 =1 j=3icinf'5; =0, f'31 = =1, f'2o = 1, X1 f 2Pk = lo1
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Ote yandan, Teorem 2.1°den i = 3,4,---,n icin Yoy f ixPx1 = lix. £ =3 ve j =2 igin,
Teorem 2.1°den ve [;;’in rekiirans bagmtisindan Y.2_; f’ixpy; = l;j. Dolayisiyla F; p, =
L,.

Sonug¢ 3.1.1. 1 <7r < nigin,

n—1y _yn (k=3)(r(k=1)—2(r—1)—(k-1)2)
(r _ 1) = Yk=r Fn-k+1 - Dik—)! ) ®)

Ozellikle, = 1icin Fy + Fy + -+ Fp_y = F, — 1 (Lee, 2003).

Ispat. F; = F, =1,i < j + 1igin lij = 0 ve P, = F, L, carpimindan;

(2:})=pnr=

Tanim 2.2’den yararlanarak 6zdesligi diizenlersek;

n
fnklkr = fnlllr + f‘I‘LZZZT + et fn,n—zln—z,r + fn,n—lln—l,r + fnnlnr-
k=1
n
n—1
(T‘ _ 1) =DPnr = Z Fokriler = Blir + Foqlop + o+ Bl o + Foly g + Filyy
k=1

Ly =1,l41,=7—1Vvek =1+ 2 i¢in;

(k=1 (k=2 (k—=3\_ k-1  (k=2)!  (k=3)!
Lier = (r — 1) (r — 1) (r — 1) T (k-MI(r-1)!  (k-r-DI(r-1)!  (k—-r—2)I(r—1)!

_ (k=3)\(r(k=1)—2(r—1)—(k-1)?%)

(r=1)!(k—1)!
Ote yandan, 6zellikle 7 = 1 oldugu zaman l;; = 1, l,; = 0vei = 3,4,---,ni¢in [;; = —1.
Dolayisiyla;
1=pn=FKli+Fqlby +Falsn + o+ Flyps + Folyo11 + Filyg,
1l=py1 =F1+F,_10+F,_,(—1)+ -+ F;(—=1)+ F,(—1) + F;(—1).
Sonug olarak F; + F, + F3 + -+ F,_, = F, — 1. 0

Tamim 3.2. L, matrisinin tersi, elemanlari

'y = Yhej (=DF (;(i 11) Fr—j1 )

olacak sekilde Ly,* = (U';)) olarak tamimlanir (Lee, 2003).

j =2 igin l,ij = l’i—l,j—l — l,l'—l,j ve (=3 igin l,il = (—1)i+1Fi_2. F, = PnLr_ll
esitliginden

n
Fo= X3 (1%, " ) Fier  (Lee, 2003).
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Ayrica, (8) ve (9)’dan asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.1.2. F,, n. Fibonacci sayist olmak tizere n = 3 icin;

m—1
Fy= 1430, (-1)/* (7_ 1) Fioy = 22 = Y73 F2"k3  (Lee,2003).

Ispat. By = (fij) = Polyt Ve fo1 = F, icin F, = X7 pyjliy. Ayrica, 13, =1, 15, =0 ve
l]{1 = (_1)]+1F}.—2 i(;in,
E, = 27=1 pnjl’jl = Pnal'11 + Pn2l'21 + Z?=3 pnjl,jl =1+ Z;'l=3 pnjl,jl'
n—1

= b+ Ees (D = 1+ Ey D (1) B

Simdi, ikinci 6zdesligi ispatlayalim; E,, = (1,1,1,---,1)T ve Teorem 3.1’den P,E,, = F,L,E,,.
Oncelikle L,, ve E,, carpimindan n > 4 icin Ly + L, + Lz + -+ + Ly, = 2773, Bulunan ifade
F, ile carpildiginda, n > 4 i¢in

FoLEp =E + Fpq + Fp oy + X0y F 32V MY =F + Fy_ + Fppy + Y323 F 272,
> . PO 1’l—1 n -_ 1
Ote yandan 6zdesligin sol tarafi P, E, = (1,2,4,8,-, X120 ( K

arasindaki iliskiden Y}FZJ (n ; 1) =271 oldugundan P,E, = (1,2,4,8,-,2" )T,
Dolayisiyla,

))T. Binom katsayilar

n=3 igin 2n—1 = Fn + Fn—l + Fn—2 + Zﬁ;f szn—k—z.

Sonu¢ 3.1.1, Sonug¢ 3.1.2 ve Y, (n l_ 1) = F,,1 kombinasyonel 06zdesliginden {F,}
Fibonacci dizisinin ilk n teriminin toplami;
n+ 1)

Fi +F, + -+ F, = X722 (-1)/* (j 1) B2 =2" = ko B2 -1

J

3.2. Fibonacci Matrisi ve 2. Stirling Matrisi Arasindaki Ozdeslikler
Tamm 3.3. M,, = (m;;); elemanlar
my = S(i,) = S — 1,/) = SG - 2,)) (10)

olmak iizere, my; =1, j =2 2 i¢cin my; = 0; myy =0, myy; =1, j =3 igin my; =0; i =3
icinmy; = —1; l,] = 2 icin mi; =m;_q 1 +jml-_1,j (Lee, 2003)

Teorem 3.2. M,,; elemanlart Tanim 3.3 ile verilen n X n matris, S, (2); 2. tip Stirling matrisi
ve F,,; Fibonacci matrisi olmak tizere

S.(2) = F,M, (Lee,2003). (11)
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Ispat. F;1S,(2) = M,, oldugunu godstermemiz yeterlidir. F,! = (fl']) F,’in tersi olmak

lizere j > 2 igin fl'j =0, fi1S11=1=myy; j =2 i¢in §;; =0 ve fl'j =0, Xk=1 fikSkj =

0=my;.j =3 igin f'5; =0; '3y = il Ve [l =1, k=1 [2kSk1 = 0 = myq. (1)’den i =

3,4,-,n i¢in Yjp_q fixSk1 = my;. Ote yandan, i >3 ve j=2 igin (4) ve (10)’dan
k=1 fixSkj = my;. Sonug olarak F;'S,(2) = M,, yani S,(2) = F,M,. S, =Sn,k) =
"1 furMy Ve i = 3 igin

1 . . .
ma =2 > 0 () -0 - k-0 - (k- 07,

oldugunda asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonu¢ 3.2.1. 1 < k < ni¢in;

S k) = Xisk Fita (%Zost’sk (—1)f (l;) (k=) — (k=)' — (k- f)i‘z))
(Lee,2003).

Lemma 3.3. S§,_1(2); (n—1) X (n—1) boyutlu 2. tip Stirling matrisi, L, elemanlar
Tamim3.1 ile verilen matris ve M,,; elemanlart Tanim 3.3 ile verilen matris olmak iizere

My, = L,([1] © Sn-1(2)) (Lee, 2003).

Ispat. D, = (d;;) = L([1] @ Sp—1(2)) olsun, (6) ve (10y’dan l;; =1 =my,, l,; =0 =
m,q VE l22 = 5(1,1) =1= myo, i = 1,2 lg:m dU = mU i>3 lgln

i—

5= 30 (055000 (53)505- 0= ()5 0]

=

Ve (2)’(1611 dl] = S(l,]) - S(l - 1,]) - S(l - 2,]) = ml]
Dolayistyla, M, = L, ([1] D S,,_1(2)).
Asagidaki sonu¢ Lemma 3.3’iin dogrudan sonucudur.

Sonug 3.3.1. S,,(2); 2. Stirling matrisi, F,,; Fibonacci matrisi, L,,; elemanlart Tanim 3.1 ile
verilen matris olmak iizere n = 2 i¢in $,(2) = F,L,([1] @ S,,-1(2)) (Lee, 2003).

Ispat. Teorem 3.1’den F,L, = P,. Burada n xn Pascal matrisi olmak iizere S,(2) =
P,([1] D S,,-1(2)). i =j = 1 kosuluyla (i,j) baslangi¢c degeri icin [1] D S,,_1(2); S(i —
1,j — 1). Matris ¢carpimi tanimindan ve (2)’den

i— ; i— i—1 . ..
Po([1] © S,-1(2))ij = Z4Thoy PresaSCLJ — 1) = BTk, ( / )S(j—1) =) =
S.(2).

Tamm 3.4. P, ; k X k Pascal matrisi ve I,,_,; (n — k). dereceden birim matris olmak iizere,
Py; nxXnmatris P, = I,,_; @ Py ile tamimlanir. Buradan P,, = P,, ve P,I,, (Lee,2003).
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Sonuc 3.3.2. S,,(2); 2. Stirling matrisi ve P,,; Tamm 3.4 ile tanimlanan Pascal matrisi olmak
tizere $y,(2), Py, araciligiyla S,,(2) = P,,P,,_; -- P, P4 seklinde iiretilir.

Fy; k X k Pascal matrisi ve Ly; elemanlart Tanim 3.1 ile verilen k X k matris olmak iizere
n X n, F.L, matrisi, F,L, = I,,_; @ F;Lj ile tanimlanir. F,L,, = F,,L,, ve F,L; = I, i¢in,

$n(2) = (FpLp)(FpqLy—1) - FiL;  (Lee, 2003).
3.3 . Fibonacci Matrisi ve 1. Stirling Matrisi Arasindaki Ozdeslikler
Tamm 3.5. Q,, = (q;;),; elemanlar
qij = (i) = s@j+1) = s(i,j + 2) (12)

olmak tizere, q11 =1, j 2 2 i¢in q1; = 0; g1 =0, g =1 Vve j =3 igin q,; =0; i,j =2
icin q;j = qi-1,j-1 + (I — 1)q;—1,; (Lee, 2003).

Teorem 3.4. Q,,; elemanlar: Tamim 3.5 ile verilen n X n matris, $,,(1); 1. tip Stirling matrisi
ve F,,; Fibonacci matrisi olmak iizere,

S, (1) = Q,F, (Lee,2003).

Ispat. S, (1)F;* = Q, oldugunu géstermemiz yeterlidir. F;* = ( fl']), F,,’in tersi olmak iizere
iz1vej=12,-+,n—2i¢in ¥y_1 Spf'xj = qij- j=n—1 i¢in ¥y_y Sixf'xn-1=0=
Gin-1 V€ j =N i¢in Y-y Sixfun = Sin = S(i,n) = qip,. Sonug olarak S, (DF,! = Q,, yani
S,(1) = Q,F,.
Teorem 3.4’den S,,(1) = Q,F,, oldugunu biliyoruz. S,,(1)E,, = Q, F,E, icin

nl=Yr_, (s(nk) —s(nk+1)—s(n,k+ 2))(Feyr — 1).

S;1(1); 1. Stirling matrisinin tersi, S;1(2); 2. Stirling matrisinin tersi, ve P,; Pascal
matrisinin tersidir ve S;'(2) = [(=1)""/s;;] ve S;'(1) = [(=1)'7/S;;]. Buradan, P;! =

(-0 (1)1 isin SaD) = (111 @ $,2 (V)P Yani, Py = S,2)([1] @ 572,(2)) ve
P, = ([1] @ S24 (1))S (D).

Buradan yola ¢ikarak asagida verilen teorem elde edilir.

Teorem 3.5. F,,; Fibonacci matrisi, S,,(1); 1. tip Stirling matrisi ve L,,,; elemanlar: Tanim
3.1 ile verilen matris olmak tizere

$p(1) = (1] ® Sp—1(1))FyL, = PP, P, (Lee,2003).

Asagidaki sonug, Teorem 3.4 ve Teorem 3.5’den elde edilir.

Sonug 3.5.11 < k < nigin s(n, k) = Thoiy s —1,)(, ¢ )
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3.4. Fibonacci Matrisi ve Bell Matrisi Arasindaki Ozdeslikler

Tanim 3.6. bij; Tamim 2.10 ile verilen Bell matrisinin elemanlari olmak iizere, i,j =
1,2, -+, n icin elemanlart
qij = bij = bi—1; = bi—3 (13)
Zij = bjj — by ji1 — b j42 (14)

olacak sekilde N, = (q;;) Ve R,, = (z;;) matrisleri tanimlamir (Wang, 2008).

Lemma 3.6 B,,; Bell matrisi, A,,; Tanim 2.3 ile verilen tersi Fibonacci matrisini veren matris
ve N,, ile R,,; Tanim 3.6 ile verilen matrisler olmak tizere

A,B, =N, ve B,A, =R, (Wang 2008). (15)

Ispat. Oncelikle Tanim 3.6 ile verilen N, matrisinin elemanlarmi (13) bagintis1 ile
belirleyelim. q11 = byq, j = 2 i¢in g4 = 0; q21 = by —byq, q22 = by, Ve j = 3 igin gy =
0. Benzer sekilde R,, matrisinin elemanlar1 (14) bagintisi ile belirlenebilir. Simdi A,B, = N,,
denklemini ele alalim. Tamm 2.3’ten A, = F;* = ('3 oldugu bilinmektedir ve Fy'B,, = N,
oldugunu gostermemiz yeterlidir. f'y; = 1, Yp—q f'1xbxs = f11b11 = b11 = qq1 Ve j = 2 igin
f’1j = b1j =0, ZE=1 f1’kbkj = f1,1b1j =0= d1j- f0 =1, f3, =1, Zﬂ=1 fzlkbk1 = f31byq +
f32b21 = ba1 — b1y = qa1, Xkt foxbre = 31b12 + £3,b22 = bay = @z, Ve j = 3 icin lej =0,
ve YRo; foubyy = fy1byj + f5obyy =0=qy. Ote yandan i>3 igin (1) ve (5)’den
Yk=1 fixbiy = fiiby + fi_1bi—1j + f;_2bi—25 = byj — bi_1j — bi_2j = ;. Dolayistyla
A, B, = N,,. Benzer sekilde B,A,, = R, oldugu gosterilir.

F,; Fibonacci matrisi, Tanim 2.3 ile verilen A,, matrisinin tersine esit oldugu i¢in asagidaki
teorem dogrudan saglanir.

Teorem 3.7. B,,; Bell matrisi olmak iizere
B, = F,N, = R,F,
seklinde ¢carpanlarina ayrilabilir (Wang,2008). Bu faktorizasyonlar, 1 < k < n i¢in
buk = Xi=k Fno41(bex — bp—1x — be—2) = L= (bne = bnes1 — bnos2) Fo—pr1- (16)
E, = (1,1,--,1)T olmak iizere, B, E, = R, F,E, ve Sonu¢ 3.1.1 den
Fi+F,+-+F,_, =F, —1olurve (16) dan
k=1 bk = Xk=1 (bnk — bnks1 — brgr2) (Fyz — 1) (Wang,2008).

4. Sonug ve Oneriler

Bu c¢alismada Fibonacci, Pascal, Stirling ve Bell matrisleri ile ilgili bazi kombinasyonel
Ozdeslikler incelenmistir. Bu 6zel yapidaki matrislerin ¢esitli normlart ve sart sayilari

hesaplanabilir, ayrica bu matrislere benzer yapida elemanlar1 olan Lucas, Harmonik ve
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Catalan matrisleri tanimlanarak aralarindaki iligkiler ve yeni kombinasyonel 6zdeslikler

incelenebilir.

Kaynaklar

Aigner M (1999). A characterization of the Bell numbers, Discrete Mathematics 205: 207-
210.

Ayber N (2003). Fibonacci sayilar1, Matematik Diinyasi Dergisi Kis: 56-57.

Cheon GS, Kim JS (2001). Stirling matrix via Pascal matrix, Linear Algebra and Its
Applications 329: 49-59.

Cam S (2005). Stirling sayilar1, Matematik Diinyasi1 Dergisi Bahar: 30-34.

Edelman A, Strang G (1993). Pascal matrices, American Mathematical Monhtly 100: 372—
376.

Lee GY, Kim JS, Cho SH (2003). Some combinatorial identities via Fibonacci numbers,
Discrete Applied Mathematics 13: 527-534.

Lee GY, Kim JS, Lee SG (2002). Factorizations and eigenvalues of Fibonacci and symmetric
Fibonacci matrices, Fibonacci Quarterly 40(3): 203-211.

Rogers DG (1977). Pascal triangles, Catalan numbers and renewal arrays, Discrete
Mathematics 22: 301-310.

Tang Z, Duraiswami R, Gumerov N (2004). Fast algorithms to compute matrix vector
products for Pascal matrices, UMIACS-TR-08, CS-TR-4363.

Vajda S (1987). Fibonacci & Lucas numbers and the golden section theory and applications,
John Wiley & Sons, London.

Wang W, Wang T (2008). Identities via Bell matrix and Fibonacci matrix, Discrete Applied
Mathematics 156: 2793-2803.

NOT: Bu calisma “Baz1 Ozel Matrisler ve Kombinasyonel Ozdeslikler” bashkh yiiksek
lisans tezinden tiretilmistir.

12



