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ORNEK ORTALAMA VE ORANLARININ DENEYSEL BAYES ANALIZI

Dr.Filiz CAKIR
M.U. S.B.M.Y.0., Ogretim Gorevlisi

Abstract: The Empirical Bayes Analysis aims at the prediction
of the last possibility values of the sample while the first
possibility values are already available (known). In this article,
the application of the Empirical Bayes Analysis in predicting
the last possibility values of the sample’s averages and
proportions has been mentioned.

I-GIRIS

Istatistikse] arastirmalarm c¢ogu, benzer nitelikteki
olaylar ile ilgili tahmin islemlerine yoneliktir. Farkh
bolgelerde faaliyet gosteren firmalarn  yillik  gelir
tahminleri, sigorta sirketlerinin gruplar bazinda risk
oranlarini tahmin etmesi ya da ayn! isyerinde degisik
alanlarda kullanilan makinelerin bozulma oranlarinin
tahmin edilmesi gibi olaylarda, istatistiksel tahmin
yontemlerini kullanarak bir karar problemi olusturulmak-
tadir. Arastirmacinin  amaci, sahip oldugu Ornegi
kullanmak suretiyle, bilinmeyen parametre hakkinda bilgi
edinmektir. Parametre degerinin ilk degerlerinin bilinme-
si, 8rnege ait son olasilik degerlerini ortaya koymaktadir.
Deneysel Bayes analizinin konusu bu tip olaylardur.
Klasik Bayes analizinden farkli olarak, deneysel bayes
analizinde, bir dagilima sahip olan x tesadiifi degiskenine
ait O parametresinin de dagilimi dikkate ahnmakta, bu
parametrenin sahip oldugu olasilik dagiliminin 6zelligine
gore, hiperparametreler olarak tanimlanan parametrenin
parametreleri tahmin edilmekte ve son olasilik degerinin
elde edilmesi amaglanmaktadir.

Bilindigi gibi, X tesadlifi degiskeninin sahip
oldugu Ax/6) olasihk fonksiyonu ile 6 parametresinin
sahip oldugu 7(0) olasilik fonksiyonunun bilesik olasilik
dagilimi,

P(x,8) = f(x/0) (0)

seklinde ifade edilmektedir. Bu durumda X tesadiifi
degiskeninin marjinal olasiligy, siirekli durumlarda,

P(x) = j £(x/8) 7(8) dB

kesikli durumlarda ise,
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olarak tamimlanmaktadir. X tesadiifi degiskeni ve 6
parametresine ait olasihik dagilimlarinin normal dagilim
oldugu varsayumt altinda ise,

X ~N (0, 62¢)

m(®) ~ N (g, o%y)
X tesadiifi degiskeninin marjinal son olasihgt,
P(x) ~ N (1 , 025 + 62¢)

seklinde ifade edilmektedir [1]. Klasik Bayes analizine
gore, ilk olasiliklar olarak tanimlanan marjinal olastliklar,
Bayes analizinin bir 6zelligi olarak, ya verinin kendisi
kullanilarak ,baska bir deyisle objektif bilgiler ile, ya da
subjektif  bilgilere  basvurularak  belirlenmektedir.
Subjektif bilgiler, arastirma yapan kisilerin kendi deney
ve tecriibelerine dayanarak olusturulan, eski dénemlere ait
bilgileri kullanarak . elde edilen bilgilerdir. Objektif
bilgiler ise, verinin kendisinden elde edilmektedir. p
sayidaki X tesadiifi degiskeni s6z konusu oldugunda, yine
p sayida 0 parametresi de olacagindan, her bir x; tesadiifi

degiskeninin marjinal olasihigi, i = [.2,...., p olmak iizere,
Po(xi) = J. f (x/0)) mg(0;) dagilimu ile agiklanacaktir.

Buna gore, x tesadiifi degiskeninin marjinal ofasthg ise. p
sayida tesadiifi degisken oldugu diistiniildiigiinde,

P(x) j F(x/8) 1(8) dO

P

I [II:[ J'(Xi/ei)] [H ro®;) ] de

i=l

P
[T [ rvepmoepde

i=1

»
[T Poc
i=1
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seklinde ifade edilmektedir. Deneysel Bayes analizinde, x
tesadiifi degiskenine ait 0y, 8o, .....0 p parametreleri

arasindaki iliskiler bilinmekte ve bu parametre vektori,
ilk olasiliklarin belirlenmesinde kullaniimaktadir.

Deneysel Bayes analizinde, 6;, genel olarak
ortalama ve oran gibi Slgiilerdir. Ornegin, 6;, ayn1 endiistri
dalinda cahsan firmalarda meydana gelen is¢i kazalar
ortalamasi ya da bir fabrikanin farkli alanlarinda
kullantlan bir driine ait bozulma oranlan olarak
tanimlanabilmektedir. Uygulamada daha ziyade, bir iiriin
icin bozulma oranlarinin incelenmesinde deneysel bayes
yontemleri dzellikle kullaniimaktadir.

Bu makalenin amaci, deneyse! bayes analizinin
genel  teorisini  anlatarak, uygulamadaki  yerinin
belirlenmesi ve bu analizin 6rnek bir olaya uygulanisimi
gostermektir. Bu amagla, ilk bolimde, genel teori
verilmistir. Daha sonra ise, analizin normal siiregte ve
tissel dagilimlarda , en yaygin olarak ele alinan Poisson
siirecindeki isleyisi anlatilmis ve son olarak bir uygulama
yaptmistir.

II. GENEL TEORI

Deneysel Bayes analizi iki stokastik stire¢ ile
ilgilenmektedir. Bunlarin birincisi, verinin kendisi, yani X
tesadiifi degiskeni ve bu degiskene ait olasilik fonksiyonu,
fix/0) , digeri ise, bu degisken kumesine ait parametre
vektorii ve olasihk fonksiyonu, w(0) dur [2]. Bu iki

stokastik siirece ait olasihk dagilinlari bilindiginde, 6

parametresinin tahmin edilmesi, bu parametreye ait
olasihk dagiliminin parametrelerinin tahmin edilmesi ile
yapilmaktadir. Hiperparametre olarak tanimlanan bu
parametreler bilinmemekte, dogrudan verinin kendisinden
elde edilmektedir [3]. Bu tahmin isleminde ise, ya
momentler yontemi ya da maksimum benzerlik ydntemi
kullanilmaktadir. Hiperparametrelerin tahmin
edilmesinden sonra, © parametresinin son olasilik
dagihimini elde etmek miimkiin olmaktadir.

Deneysel Bayes analizi, parametrik ve parametrik
olmayan deneysel bayes analizi olmak tizere iki grupta
incelenebilmektedir.  Parametrik  deneysel  bayes
analizinde, x tesadiifi degisken kiimesine ait bilgiler,
parametrenin ilk olasilik degerlerini tahmin etmekte
kullaniimakta, bilinmeyen hiperparametrelerin tahmin
edilmesi ile de, © parametresinin son dagihmi elde
edilmektedir. Parametrik olmayan deneysel bayes
analizinde ise, parametreler ile ilgilenilmemekte, verinin
kendisi ilk olasilik dagiliminin tahmininde
kullanimaktadir. Bu nedenle, parametrik olmayan
deneysel bayes analizinin, Bayesyen teori ile benzerlik
gosterdigi soylenebilmektedir [2]. Klasik Bayes teorisinde
de, genellikle objektif olasiliklar olmak iizere, bilinmeyen
parametrelere bir ilk deger tayin edilmekte, bu
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parametreler  i¢in, ikinci bir olasihk  modeli

uygulanmamaktadir.
11.1. Normal Siirecte Deneysel Bayes Analizi

X tesadiifi deiskeni ile bu degisken kiimesine ait
0 parametre setinin normal dagildig1 varsayim altinda,
deneysel bayes analizi ile ilgili ilk islem, §
parametrelerinin hiperparametrelerini tahmin etmektir.
i = 12,.,p olmak iizere, X; ~ N (8;, 02f ) ve

0i ~ N (ug » Gzn ) seklinde tamimlandiginda, tesadiifi

degiskenin varyansmin bilindigi, ancak 9; parametresinin

ortalama ve varyansinin bilinmedigi varsayilmaktadir [3].

Bu hiperparametreler, deneysel bayes analizinin bir

ozelligi olrrak, ya momentler yodntemi ile ya da

maksimum benzerlik yéntemine gore tahmin edilmektedir

[5]. Buna gore, hiperparametrelerin tahminleri, momentler
2

. . . A — ~2 2 .
yontemine gore, i, =X V€ O, = —o; seklinde

aciklanirken, maksimum benzerlik yontemine

2

gore,
i, =X ve &3 =S——a£ seklinde ifade edilmektedir.
p

p
Bilindigi  gibi, s? =Z(xi -X;) esitlizi  ile
i=]

bulunmaktadir {8]. Bu iki hiperparametrenin yukarida
agiklanan tahmin ydntemleri ile tahmin edilmesinden
sonra, ©; parametresinin son olasthk  dagilimi
agiklanabilmektedir. Buna gore, 8; parametresinin son
olasihk dagihmi da normal olmaktadir ve bu dagilim N
(u;(x i, V) seklinde ifade edilmektedir. Son olasilik

dagiliminin parametre degerleri ise,
pi(x )= x5~ ( 0‘2f/ 02f+ 027[ ) (Xj-Hg)
V= ozﬂ sz/ czn + sz = 02f (1- (02f /021r + czf)

seklinde tanimlanmaktadir [4]. Deneysel Bayes analizi ile
ilgili olarak ilk ¢ahgmalardan birini yapan Carl
N.MORRIS tarafindan 1983 yilinda yaynlanan makalede,
degisken sayisi olarak ifade edilen p sayisinin, p>4 olmasi
durumunda, hiperparametreler,

Hix = Xif— B (Xi';)
Vix) =2 (1 - (p-1/p) B) + 2/ p-3) B2 (xj-x)2

seklinde tanimlanmigtir [2]. Formiillerde yer alan B ‘nin
esiti,

B =(p-3/p-1)(02¢/ o2p+c2y)
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olarak ifade edilmektedir.

IL.2. Poisson Siirecinde Ornek Oranlarmn
Deneysel Bayes Analizi

Deneysel Bayes analizi, 6rnek ortalamalari ile
ilgili uygulamalarda degisken degerlerinin  normal
dagildigi varsayimi altinda incelenebildig; gibi, herhangi
bir ornege ait basarisizlik ya da bozulma oranlarmni
gosteren veri kiimest ile parametrenin tahmin edilmesinde
de kullanilabilmektedir. Genel olarak bozulma oranlarinin
nadir olarak ortaya ¢iktigi durumlarda dagilim Poisson
strecine daha uygun oolmaktadir. Dolayisiyla burada
iissel bir siiregte deneysel bayes analizinin uygulanisi ele
alinmistir. Poisson siireci, ortalama basari oranmni ifade
eden A parametresi ile tek parametreli bir dagilim
oldugundan oncelikle bu parametrenin tahmin edilmesi
gerekmektedir [5] .

Genel olarak, oranlar ile ilgili uygulamalarda, x
tesadiifi degiskenine ait degerler, bozulma sayilari ve
bozulma dénemleri ( yil, ay, glin v.b. ) olarak
verilmektedir. Buna gore, si degerleri, bozulma sayilarin,
ti degerleri ise, bozulma zamanlarini ifade etmek lizere,
ri=si/ti degerleri s6z konusu olacaktir. Bagka bir deyisle,
ri degerleri, bozulma oranlarini gostermektedir ve bu
degerler A parametresinin ilk degerleridir. Poisson
stirecinde, xi tesadiifi degiskenine ait bilinmeyen
parametre olan Ai parametresinin Gamma dagilimina
sahip oldugu varsayilmaktadir. ri degerlerine ait beklenen
deger ve varyans,

E[ri] = E[A]
Var(ri] = Var[A] + E[A] (1/ti)

seklinde ifade edilmektedir. A parametresinin
beklenen deger ve varyansi ise, moment ybntemine gore,

E[M] = ri

— yid
Varfd]=s2- r (1p D 14i)

i=]

denklemleri ile elde edilmektedir [6] . A parametresinin
dagimi Gamma dagihmi ve hiperparametreler ise
Gamma dagilimmin parametreleri olan o ve B oldugu
icin, Gamma dagihm1 i¢in beklenen deger ve varyans,

E[A]= B/a
Var[A] = B/ o2

seklinde agiklanmaktadir. A parametresinin hiperparamet-
releri o ve B’nim ilk tahmini degerleri momentler yonte-

mine gore tahmin edildiginde, ilk olasiliklarinin belirlen-
mesi ve hiperparametrelerinin elde edilmesinden sonraki
adim, Ai parametresine ait son olasilik dagilimi,
dolayisiyla bu dagihmin  parametrelerini  tahmin
etmektir.Hiperparametrelerin elde edilen son degerleri ise.
A parametresinin son olasihk dagilimini belirlemede
kullanilmaktadir. Gamma dagiliminda, Ai parametresine
ait son olasilik dagiliminin beklenen degeri ve varyansi.

E[Li/si]=(si+B)/(ti+a)

Var[Ai/si]=(si+B)/(ti+a)2
seklinde ifade edilmektedir.

Deneysel Bayes analizinin uygulanisin genel
olarak tekrar ifade etmek gerekirse; Deneysel Bayes
analizinin normal ve issel siireg icindeki uygulamalar
oncelikle yukarida da izah edildigi gibi, tesadiifi degisken
kiimesinin ~ dagilimina ve dolayisiyla  parametre
degerlerinin  dagilimina bagh olarak yapilmaktadir.
Bilinmeyen hiperparametre degerlerinin tahmin edilmesi
ise, momentler ya da maksimum benzerlik yontemine
gore belirlenmekte, bu hiperparametrelerin - tahmin
edilmesinden sonra, parametrenin son olasilik degerleri
elde edilmektedir.

INLUYGULAMA

Deneysel Bayes analizinin 6rnek oranlarma
uygulanmasini gostermek amaci ile, 10 farklt modeldeki
fotokopi makinelerinde kullanilan aynt tip parganin
bozulma oranlari veri olarak alinmis ve test edilmistir.
Her bir makinenin ilk alindigi giinden itibaren kullanildig;
stire icindeki gekim sayilari, 0 makineye ait zaman yani ti
degerlerini, bu siire igindeki bozulma sayilarr ise  si
degerlerini gostermektedir.Asagidaki tabloda bu veriler
goriilmektedir.

Tablo.1
Makine No Bozulma Sayilart | Cekim Sayis |
1 16 665.573
2 4 209.855
3 7 515.285
4 3 135.440
5 12 604.115
6 9 617.095
7 21 743.140
8 5 743.165
9 12 294.850
10 14 184.651

Cekim sayisi, yapilan hesaplamalarda ti’10000
olarak almmustir. si ve ti degerlerini kullanarak bulunan
ri=si/ti degerleri X parametresinin ilk degerlerini ifade
etmektedir. Bu verileri temel alarak |, yapilan islemler
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sonucunda elde edilen degerler asagidaki tabloda toplu

olarak goriilmektedir.

Tablo.2

1 2 3 4 5 6 7
Makine | B.Sayilart C.Sayilar 1lk Degerler
No Si 1 ri=si/ti St.Sapma Son Degerler St.Sapma
1 16 66,5573 0,240 0,25 0,235 0,248
2 4 20,9855 0,190 0,50 0,180 0,484
3 7 51,5285 0,135 0,38 0,134 0,371
4 3 13,544 0,221 0,58 0,201 0,553
5 12 60,4115 0,198 0,29 0,194 0,286
6 9 61,7095 0,145 0,33 0,143 0,32
7 21 74,314 0,282 0,22 0,276 0,217
8 5 74,3165 0,067 0,45 0,068 0,436
9 12 29,485 0,406 0,29 0,381 0,286
10 14 18,4651 0,758 0,27 0,675 0,265

o ve B hiperparametrelerinin ilk tahmini degerleri, Grafik.1
momentler yoéntemine gore hesaplanmistir. Buna gore,
o = 2,638 ve p = 0,264 olarak hesaplanmistir. Tabloda
yer alan tahmin degerlerinin agiklamalar sirasiyla asagida 0.4
verilmigtir. 0,35

. 03

Ik Degerler : A parametresine ait ilk degerler, veri 0,25
degerleri kullanilarak bulunmustur. flk degerleri ifade 0.2 '
eden ri degerleri, si/ti degerlerine esittir. 0.15 Seriler 1

Standart Sapma: A parametresine ait ilk standart 000’;
sapmay1 ifade etmektedir. ’ 0

-0,05

Son Degerler : A\ parametresine ait, Gamma
olasilik dagilimmin son parametre degerlerini kullanarak
hesaplanan son beklenen degeri ifade etmektedir. -

Standart Sapma : A parametresinin son standart
sapmasini ifade etmektedir.

Asagidaki M

hiperparametrelerinin son degerlerini elde ettikten sonra ,
bu parametrenin son olasihik degerlerini gostermektedir.

grafik, parametresinin
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IV. SONUC

Ornek ortalamalari ve oranlarina ait bir veri
kiimesinde  deneysel bayes analizi  kullanilarak,
bilinmeyen parametrelerin son olasilik dagilimmmn tahmin
edilmesi, tesadiifi degisken sayisinin fazla oldugu
durumlarda, klasik bayes ydntemine gore daha uygun
olacaktir[7,5.840]. Bir karsilastirma yapmak gerekirse,
bayes yonteminde ilk olasiliklarin belirlenmesinde
objektif ve subjektif olasiliklar kullanihirken, deneysel
bayes analizinde marjinal olasiliklar dikkate alinarak
hiperparametrelerin tahmini verinin kendisinden elde
edilmektedir. Deneysel Bayes analizi, 6i parametresi i¢in
bir olasilik modeli 6nermekte ve bu olasihk modelini
kullanarak hiperparametreleri tahmin etmektedir. Bu
tahminler, son olasihik dagihmmin parametrelerini
belirlemede kullanilmaktadir.

Degisken sayisinin az oldugu durumlarda klasik
bayes yontemlerinin kullanilmasi daha uygun goriinse de,



bu sayinin fazla oldugu uygulamalarda, bilesik olasilik
dagiliminin elde edilmesinde goriilen zorluklar nedeniyle,
deneysel bayes yontemlerinin kullanilmas:,
parametrelerin son olasilik dagilimm elde etmede daha
kolay olabilecektir.
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