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Oz

Sistemler arasindaki bilgi akisini sistem durumlari kullanilarak entropiden tiiretilen dlgiiler yardimi
ile nicelendirebiliriz. Bu ¢alismada birbirine baglanmis Gauss siireclerinin ortak bilgi 6l¢iisii, aktarim
entropisi ve iki durumlu sistemin entropisi bu amagla kestirilmistir. Sistemlerin bilgi o&l¢iileri
histogram, ¢ekirdek yogunluk kestirimcisi, k-en yakin komsuluklu entropi kestirimcisi ve kpN entropi
kestirimcisinin farkh parametreleri icin elde edilmistir. Olciilerin kestirim basarimini belirlemek igin
normalize olmus kestirim yanlilik ve normalize olmus standart hata degerleri hesaplanmistir.
Kestirimcilerin en iyi parametreleri bu olgiiler igin saptanmistir. k-en yakin komsuluklu
kestirimcisinin birbirine baglanmis Gauss siiregleri icin en iyi performansa sahip oldugu
gosterilmistir. Buna ek olarak, dogrusal olmayan iki durumlu sistemin entropisi kestirilmistir.
Cekirdek yogunluk kestirimcisi ve kpN entropi kestirimcisi bu sistem i¢in entropi kestiriminde
basarili oldugu, histogram ve k-en yakin komsuluklu entropi kestirimcilerinin normalize olmus
kestirim yanlihiginin ve normalize olmus standart hata oranlarinin yiiksek oldugu gdsterilmistir.
Entropi kestirimlerinin bulunan en iyi parametreleri kullanildiginda birbirine baglanmis dinamik
sistemlerin entropi kestirimleri yiiksek dogrulukla Kkestirilir. Aktarim entropisi bahsedilen entropi
yontemleri kullanilarak gergek bir veri kiimesi i¢cin kestirilmis ve hipotez testleri yardimi ile aktarim
entropisini kestiren yontemlerin istatiksel 6nem dereceleri incelenmistir. Bu ¢alisma sistemlerin
belirsizligi ve sistemler arasindaki bilgi akisini temsil eden bilgi 6l¢iilerinin parametrelerini uygun
sekilde segmemiz i¢in bir yol sunar.

Anahtar Kelimeler: Entropi, Ortak bilgi 6l¢iisti, Aktarim entropisi, Entropi kestirimcileri, Gauss siiregleri, [ki durumlu sistem

Abstract

Information flow between the systems can be quantified by using the measures that are derived from
entropies by observing the state variables. In this study, the mutual information and the transfer
entropy of the coupled Gaussian processes and the entropy of the bistable system have been
estimated for this purpose. Information measures of the systems have been obtained by the
histogram, kernel density estimator, k-nearest neighbor entropy estimator and kpN entropy
estimator for the different parameters. Normalized bias and normalized standard error have been
calculated to determine the performance of the estimation of the entropy measures. The optimal
parameters of the entropy estimators of information measures have been obtained. It is shown that
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k-nearest neighbor entropy estimator has the best performance for the coupled Gaussian processes.
Additionally, the entropy of a nonlinear system i.e. the bistable system has been estimated. While
kernel density estimator and k-nearest neighbor entropy estimator have succeeded in achieving the
estimation of the entropy in the bistable system, it is shown that normalized bias and normalized
standard error of histogram and k-nearest neighbor method have high ratios. The entropy
estimations of the coupled dynamical systems have been estimated with considerable accuracy when
the optimal parameters of the entropy estimations have been used. The transfer entropy of a real
dataset has also been estimated via these methods. We have discussed the statistical significance of
the estimation methods of transfer entropy by using a hypothesis test. The study provides a way to
determine information measures that quantify the uncertainty of the systems and information flows

between the systems, accurately.

Keywords: Entropy, Mutual information, Transfer entropy, Gaussian processes, Entropy estimators, Bistable system

1. Giris

Shannon bilgi kuramina gore entropi rasgele bir
degiskeni gozlemleyerek elde edilen bilgi
miktarini veya kaldirilan belirsizligini élger [1].
Entropi veri sikistirma ve kodlama ya da kanal
kapasitesi hesaplama alanlarinda siklikla
kullanilir. Literatiirde, entropi temel alinarak
tliretilen pek ¢ok 6l¢ii vardir. Bu 6l¢giilerden biri
olan ortak bilgi 6l¢iisii (mutual information),
rasgele bir degiskeni gozlemlenmesi ile ilisgkili
diger bir rasgele degiskenin belirsizligindeki
azalmayi saptar [2]. Bir digeri, aktarim entropisi
(transfer entropy), iki rasgele degiskenin
arasindaki bilgi akisini sistemin dinamik
olasiliklarini da g6z 6niine alarak saptayan bilgi
Olciistidiir [3]. Bu olgiiler kullanilarak 6zellikle
dogrusal olmayan sistemler arasindaki bilgi
akisinin nicelendirebildigi bilinmektedir [4]-[6].

Aktarim entropisi endiistriyel siireglerin bilgi
akisin1 6lgmede ve sistemlerin birbirine neden
sonug¢ iliskisi ile baghh olup olmadigini
ayristirmada kullanilir [4]. Bu 6l¢ii sayesinde
sinirbiliminde elektroensefalografi (EEG) gibi
6l¢iim teknikleri kullanarak noéronlar arasindaki
bilgi akisi tespit edilmeye ¢alisiimistir [5]. Son
yillarda, aktarim entropisi sinirbilimindeki
néronlarin iletimini saglayan alt siireglerin veri
akisin1 belirlemek icin de kullanilan bir 6l¢li
olmustur [6]. Basta aktarim entropisi olmak
iizere bilgi 6l¢iilerini dogru kestirmek sistemler
arasindaki bilgi akisini dogru 6lgmek icin 6nemli
bir problemdir. Pratikte entropi kestirimcisinin
seciminde veriye uygun Ool¢liniin secilmesi,
kullanilacak kestirimci tipinin belirlenmesi, veri
kiimesindeki dogrusal olmayan bilesenler ve
veri kiimesindeki uzun zamanlh korelasyon gibi
belirsizliklerin saptanmasi dnemlidir [7].

Entropi ve ondan tiiretilen o6lctler kestirilirken
genellikle sonlu sayida gozlemden elde edilen
olasiik  yogunluk fonksiyonlar1 kullanilir.
Histogram ya da ¢ekirdek yogunluk kestirimi
gibi parametrik olmayan kestirimci tiplerinde
oncelikle olasilik  yogunluk fonksiyonlar:
kestirilerek olgliler hesaplanir. Parametrik
olmayan Kkestirimci tiplerinde gézlemlenen veri
diisiik boyutta ise ve yeterli sayida gozlem var
ise, bilgi kurami Oolgiileri ytliksek dogrulukla
kestirilir. Ancak bu tip kestirimcilerde
gozlemlenen veri sayisinin yeterli sayida
olmamasi durumunda ya da boyut sayisi arttik¢a
kestirim basariminin diistiigii bilinmektedir [9].

Alternatif olarak, komsuluk tabanli entropi
kestirim yontemlerinde, sonlu sayida nokta
dogrudan kullanilarak entropi Kkestirilir [8].
Bunlardan en temel olani k-en yakin komsuluk
entropi kestirimcisi, verinin yerel olarak diizgiin
dagildigini varsaymaktadir. Veri uzayinda belirli
bir yoénliilik olmas1 halinde bu varsayim
gercekligini yitirmektedir. Bu kisitlamanin
gevsetilmesi icin, kpN entropi kestirimcisi
verinin yerel olarak Gauss dagilimina sahip
oldugunu varsayar. Bu tip kestirimci ile bir veri
noktasinin civarindaki yerel dagilim Gauss
cekirdek fonksiyonu ile kestirilirken, verinin
genel karakteri k-en yakin komsuluk kestirimi
ile belirlenmektedir. Genel olarak bakildiginda,
komsuluk tabanl kestirimci tipleri yerel olarak
diizgiin dagilimh veriler i¢in yiliksek dogrulukla
kestirilir ve parametrik olmayan Kkestirimci
tiplerine gore entropi ve benzeri 6lgiileri daha
hizh bir sekilde kestirir [9]. Ote yandan
gozlemlenen veride bir yonlilik var ise
komsuluk tabanli Kkestirimcilerin basariminin
diisiik oldugu bilinmektedir.
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Bilgi kuram o6lgiileri kestirilirken goézlemlenen
nokta sayisi, olasiliklar1  hesaplamak i¢in
kullanilan aralik sayisi, komsuluk sayis1 ya da
cekirdek yogunluk kestiriminin tipi gibi
parametreler oOnemli rol oynar ve bu
degiskenleri uygun araliklarda ya da tiplerde
belirlemek kestirimin dogrulugunu arttirir. Bilgi
akisini nicelendiren bu 6lgiilerin dogrulugunun
ylksek olmasi onemlidir ve dogrulugu yiiksek
olan kestirimcinin secilmesi gereklidir.

Literatiirde  oOzellikle  aktarim  entropisi
Olciistiniin -~ dogru  kestiriminin  zorlugu
vurgulanmistir. Her kestirimcinin kendine ait
ince ayarlar1 oldugundan herhangi bir veri
kiimesi icin Kkestirilen aktarim entropisinin
kestirim yonteminin alternatif en iyi ¢6zimi
olmadigindan bahsedilmistir. Bu amacla;
histogram, uyarlamali aralikli ve genislikli
histogram kestirimcisi ve ¢ekirdek yogunluk
kestirimcileri kullanilarak birbirine baglanmig
Gauss siiregleri ve Lorenz dinamik sistemleri i¢cin
aktarim entropisi kestirimleri yapilmistir [10].
Xiong vd. [7], dogrusal, cekirdek yogunluk ve k-
en yakin komsuluklu entropi kestirimcilerin
performanslarin1  entropi, kosullu entropi
(conditional entropy) ve entropiden tiiretilen
bilgi depolama (information storage) olciileri
icin karsilastirlmistir. Kestirimcilerin sapmasi
ve sinirlari, birbirine baglanmis Gauss stiregleri
icin detaylica incelenmistir [7]. Son yillarda
aktarim entropisi Perron-Frobenious islecleri
kullanilarak da kestirilmistir [11]. Olasilik ve
olasilik yogunluk fonksiyonlarini gézlemlenen
noktalardan kestirmek yerine veriden Perron-
Frobenious isleclerinin degismeyen dagilimlar
cikartilmis ve aktarim entropisi hesaplanmistir.
Birbirine baglanmis ayrik zamanlh ve siirekli
zamanl sistemlerin farkl giiriiltii seviyeleri i¢cin
aktarim entropileri hesaplanmigtir. Onerilen
yontem Kk-en yakin komsuluklu entropi
kestirimcisi ve ¢ekirdek yogunluk kestirimcisi ile
karsilastirilmistir [11].

Bu calismanin amaci, dogrusal ve dogrusal
olmayan sistemlerde bilgi olclilerini kestirmek
icin kullanilan teknikleri kiyaslamak, bu sayede
kestirimcilerin en iyi parametrelerini belirlemek
ve bilgi dl¢lilerini en yiiksek dogruluk orani ile
elde etmektir. Bu dogrultuda entropi, ortak bilgi
Ol¢iisli ve aktarim entropisi Olgiileri; histogram,
cekirdek  yogunluk fonksiyonu kestirimi
yonteminin yani sira, k-en yakin komsuluk ve
son yillarda onerilen kpN entropi yontemi
yardimiyla kestirilmistir. Histogramin

kestirilmesi yoluyla bilgi Olgiilerinin kestirimi
literatiirde siklikla kullanilmaktadir [10, 19, 20].
Cekirdek yogunluk kestirimi yodntemi ile
entropinin hesaplanmasi parametrik olmayan
kestirim yaklasimina bir 6rnektir. Bu nedenle bu
calismada iki farkli c¢ekirdek yogunluk
fonksiyonu secildiginde kestirim basariminin
nasil degisecegi incelenmistir. k-en yakin
komsuluk yontemi ile bilgi dl¢iileri ¢ok hizli bir
sekilde hesaplanir. kpN yodntemi ¢ekirdek
yogunluk fonksiyonu kestirimi ve komsuluk
tabanli bir entropi yontemini igeren kestirim
yaklasimina bir érnektir. Komsuluk tabanl ve
cekirdek yogunluk-komsuluk birlesiminden
olusan yontemlerin kiyaslamasii yapabilmek
icin k-en yakin komsuluk ve kpN yoéntemleri
incelenmistir.

Kestirimcilerin dogrulugunu test etmek icin bilgi
olctileri teorik olarak bilinen birbirine baglanmig
Gauss stregleri kullanilmis ve kestirimlerin
parametrelere bagh nasil degisecegi detaylica
incelenmistir. Buna ek olarak, dogrusal olmayan
iki durumlu sistemin entropi Kkestirimleri
yapilmistir. Kestirimcilerin bagsarimlari
normalize olmus kestirim yanllig1 ve normalize
olmus standart hata kriterleri ile olciilecektir.
Kestirilen  bilgi  Olgiileri  igin  kestirim
parametrelerinin dogru secilmesiyle basarim
orani yiiksek entropi kestirimi yapilabilecegi
tespit edilmistir. Dogrusal ya da dogrusal
olmayan sistemlerde en iyi performansa sahip
entropi kestirimcileri gosterilmistir. Son olarak,
altta yatan dinamigin bilinmedigi gercek bir veri
kiimesi icin bahsedilen entropi Kkestirim
yontemleri  kullanilarak  aktarim  6lgiisi
kestirilmistir. Bu durum i¢in kestirim basarim
analizleri hipotez testleri yardimi ile yapilmistir.

2. Bilgi Kuramu Olgiileri

Verilen bir § ¢ R {izerinde tanimlanan siirekli
rasgele degisken X icin diferansiyel entropi
asagidaki sekilde tanimlanir [2]:

hX) = — jg £.(0) log f,(x)dx . 1)

Burada, f,(x), X degiskeninin olasilik yogunluk
fonksiyonudur. Ayrica fy(x) fonksiyonunun

tiirevinin sonlu oldugu kabul edilmektedir
(| <L VLe RY).
ki siirekli rasgele degisken icin X;, X,

tanimlanan ortak bilgi ol¢iisti, degiskenlerden
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birini gozlemleyerek digeri hakkinda belirsizligi
6lcmemize yarar [2]:

1(X1,X,) = h(X)) + h(X3) — h(X1,X;)  (2)

Burada h(X4,X;), (X;,X,) degiskeninin bilesik
entropi tanimini ifade eder. Aktarim entropisi,
iki rasgele degisken arasindaki bilgi akisini
dinamik olasiliklar1 da géz oniine bulundurarak
saptayan bilgi dl¢lisidiir [3]. Gézlenen X, ¢ikisi
orneklenirse, X;'in n anindan n—k ven—+¢
anina kadar olan gosterim sirasi

k
ng = [Xl,n'Xl.n—l' 'Xl,n—k+1]'

X = [Xpm Xope1, o 1 Xo g +1] ile ifade edilir.
Buna gore aktarim entropisi,

TEX1—>X2 =h (Xz,n+1rxg,?1) +h (ng‘l)l’ng"z)

—h (Xpmin, XS0, X50) -0 (X)) (3)

marjinal ve bilesik entropi terimlerinin toplami
cinsinden yazilir. Burada, X;,4; X,degiskenin
n + 1 anindaki gézlemini ifade eder. Ortak bilgi
olgiisii  simetrik bir dlgidir (I(Xy, X,) =
1(X3,X,)). Bilginin akisini yénlii olarak ifade
etmez. Aktarim entropisi ise degiskenlerden
birinin ge¢mis degerlerini gozlemleyerek digeri
hakkinda ne miktarda bilgi edinebilecegimizi
6lemeye yarayan pozitif yonlii bir bilgi dl¢listidiir
(TEx,-x, > 0,TEx,x, >0). Genel olarak

simetrik  degildir  (TEx,.x, # TEx,-x, ):
Sistemler arasindaki ortak bilgi o6l¢lisii ve
aktarim entropisi olgiileri, histogram
kestirimcisi ve kpN entropi kestirimcisi
yonteminde marjinal ve Dbilesik entropi
terimlerinin toplami kestirilerek elde

edilecektir. Cekirdek yogunluk kestirimcisi ve k-
en yakin komsuluklu entropi kestirimcisinde ise,
ortak bilgi 6l¢lisii ve aktarim entropisi 0Ol¢iisii
dogrudan kestirilecektir.

3. Kestirimci Yontemleri

6 teorik degeri bilinen ya da bilinmeyen
kestirilmek istenen degiskeni ifade etsin. Sonlu
saylda 6zdesce dagitilmis bagimsiz X4, X5, ..., X,
olctimlerinden 6 i¢in bir kestirim yapilmak
istensin. T(-) Kkestirimcinin fonksiyonunu
gostermek  lzere, 0 =TX, Xy, ... X,), 0
degiskenine yakin olmasi beklenen nokta
kestirimidir. b =E[f]—68=0 ise, 8, 6'nin
yansiz bir kestirimcisidir. b #0 ise kestirimci

yanhdir denir. o kestirilen & degerlerinin
standart sapmasini gostersin. 8 kestirimcisinin
ortalama karesel hatas1 (MSE)

MSE(8) = b*+0Z, 6+0 “4)
ile tamimlanir. Acgik ki, kestirimci yansiz ise,
MSE( §)=a§2 ‘dir. MSE o6zdesce dagitilmis
bagimsiz orneklerle yapilan bir Kkestirimin
basarimini 6l¢gmek i¢in standarttir. Basarimlari

6lemek icin, normalize olmus kestirim yanlilig1
(NKY), normalize olmus standart hata (NSH) ve

normalize olmus ortalama karesel hatasi
(NMSE)
Nky(8) =020 g2 5)
% ©)
NSH(9) g 07#0
—~ 2
Nmse(9) =2 g4 g (7)

degerleri kullanilmaktadir [17]. Eger kestirimci
yansiz ise, bu olgililer farkl Kkestirimcileri
kiyaslamak icin kullanilabilir. NKY degerlerinin
disiik oldugu Kkestirim parametreleri icin

NSH( ) ~ |[NMSE(8)/6 ‘dir

kestirimcinin basarim performans1 hakkinda
dogrudan bilgi verir. iki farkli kestirimcinin tam
bir kiyaslamasini yapabilmek igin NKY
degerlerinin diisiik oldugu parametrelerde NSH
degerleri kiyaslanmalidir.

dolayisiyla

Kestirilmek istenen olasilik yogunluk fonksiyonu
hakkinda herhangi bir 6n bilgi yoksa parametrik

olmayan entropi Kkestirimcileri yardimiyla
oncelikle olasilik yogunluk fonksiyonu kestirilir.
Kestirilen  olasiik  yogunluk  fonksiyonu

kullanilarak entropi ve ondan tiiretilen Olgiiler
hesaplanir. Buna karsilik dogrudan kestirim
yontemlerinde, entropi ve entropiden tiiretilen
Olgiiler, gézlem noktalarini dogrudan kullanan k-
en yakin komsuluk Kkestirimcisi ile elde edilir.
Hem noktalar1 dogrudan kullanarak hem de
yerel veriden Gauss c¢ekirdek fonksiyonlar
kestirerek entropiyi elde etmek de miimkiindiir.
Bu c¢alismada parametrik olmayan entropi
kestirimcilerinden siklikla kullanilan histogram
ve cekirdek yogunluk Kkestirimcileri ile k-en
yakin komsuluklu entropi kestirimcisi ve kpN
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entropi kestirimcileri ayni veri istiindeki
kestirim basarimlari agisindan kiyaslamistir.

3.1. Histogram kestirimcisi

S c¢ R% olmak iizere ve § kiimesi & caph
birbiriyle ortismeyen B, € M,m =12,..,M
bolintilerinden olussun. Bilinmeyen f,(x)
olasilik yogunluk fonksiyonunu N adet 6rnekten
histogram yontemi ile kestirilmek istenirse

fx(x,Bn)
_ B, icerisindeki nokta sayist
sy N vol(B,,)
I(x; € By) i=12,.,N (8)

ile hesaplamir. Burada, I1(:) belirtec¢
fonksiyonudur, vol(-) ise B, boliintisinin
hacmini  gosterir. Histogram kestirimcisi
kullanilarak olasiik  yogunluk fonksiyonu
kestirilirse aralik genisligi ve aralik siirlarinin
dogru saptanmasi 6nemli bir rol oynar [12].
Kestirilen  olasiik  yogunluk  fonksiyonu
fx(x,By), denklem 8te yerine koyularak
entropi kestirilecektir:

M
A0 = =) LGB logfe(xBr) . (9)
m=1

3.2 Cekirdek yogunluk kestirimcisi

Bu yontemde olasilik yogunluk fonksiyonu daha
onceden tanimlanmis baz fonksiyonlarinin
agirhkli  toplamlarindan  olusan  ¢ekirdek
yogunluk fonksiyonlar1 kullanilarak Kkestirilir.
X € R% rasgele degiskeninden N adet 6rnek
alalim. Bu oOrneklerden ¢ekirdek yogunluk
fonksiyonlar1 yardimiyla olasiik yogunluk
fonksiyonu Kkestirilir. En genel halde d-boyutlu
cekirdek yogunluk kestirimcisi

N
1
feGe 1) = ﬁz Kax—x)  (10)

ile tanimlanir [12]. Burada, H d X d boyutlu

kesin pozitif simetrik genislik matrisini gosterir
1 1

[12]. Ky(x) = |H| 2K (H_Ex),K fonksiyonundan

olusan cekirdek yogunluk fonksiyonudur ve K

fonksiyonu [ K(x)dx = 1 sartim saglar. Gauss
cekirdek tipi kestirimcinin ¢ekirdek fonksiyonu

d

K@ =(5=) G

2m

(11)

ile Epanechnikov ¢ekirdek yogunluk kestirimcisi
ise

K = () T (1 - x2) x

[u(x; +1) —u(x-1)], (12
x; = [x1, %2, 00, %q]"
ile wverilirr Burada wu() birim basamak

fonksiyonunu gostermektedir. Kestirilen
f(x, H), denklem 1’de yerine konularak entropi
kestirilecektir. d-boyuttan olusan c¢ekirdek
yogunluk fonksiyonlar1 kullanildiginda genislik
matrisinin H ve ¢ekirdek yogunluk fonksiyonun
tipinin  se¢ilmesi Kkestirimci performansini
belirler.  Cekirdek yogunluk kestirimcisi
gozlemlenen veri diisiik boyutlu ve yeterli sayida
gozlem noktasi varsa dogru sonug verir. Ancak
boyut sayis1 arttikca c¢ekirdek yogunluk
kestirimcisi veriye uygun bir cekirdek yogunluk
fonksiyonuna yakinsamayabilir.

3.3 k-en yakin komsuluklu entropi
kestirimcisi

Denklem 1’de tamimlanan X € R? rasgele
degiskenin entropisini kestirmek i¢in olasilik
yogunluk fonksiyonundan f,(x) olan siirecten
sonlu sayida N adet 6rnek aldigimizi diisiinelim.
Bu érneklerden x; € R%,i =1,2,..,N entropi
kestirilmek istenirse,

h(X) = —E[log f, (x))]

N
- 1 (13)
h(X) = _ﬁz log £, (x;)

i=1

yazabiliriz [13]. Burada f,(x;) bilinmeyen
olasilik yogunluk fonksiyonudur. Kozachenko ve
Leonenko’ya gore, denklem 13’de entropiyi elde
etmek icin once f,(x;) kestirilmelidir [13]. Bu
entropi kestirimcisinde amag, her bir x; noktasi
icin k-en yakin komsularinin olasiliklarini
yazarak f,(x;) olasilik yogunluk fonksiyonunu
elde etmektir. x; noktasinin e-kiiresi igerisinde
olma olasiligy,
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fk(f)df
N —1\d F;(e)
- k( k ) de
(1= Fi(e)ht

de (F() " x (14

ile verilir. Burada, fi (¢) x; noktasinin k. en yakin
komsu noktasina olan uzakliginin €’a gore olan
olasilik yogunlugudur. F;(e) e-kiiresinin olasilik
kiitle fonksiyonudur. Olasilik kiitle fonksiyonun
logaritmasinin ortalama degerinin
Ellog Fi(e)] = ¥(k) —p(N) (15)
oldugu gosterilebilir. Burada, ¥(-) digamma
fonksiyonudur. Bununla birlikte olasilik kiitle
yogunlugu

Fi(e) = f CES (16)
B(€e,x;

ifadesiyle yazilir. Eger f,(x;) dagilim yerel
olarak diizgiin ise, olasilik kiitle yogunlugu igin,
Fi(e) = v fi(x;) . 17
yazilabilir. Burada v = c4ef d-boyutlu € gapl
kiirenin hacmidir. c¢; metrige bagh sayisal
carpant  temsil eder. Olasihlk yogunluk
fonksiyonu fe(x) = Fi(€) / cq €® seklinde
diizenlenerek yazilabilir. Olasiik yogunluk
fonksiyonunun logaritmast alinip ortalama
degeri hesaplanirsa

Elog f;(x;)] = (k) — p(N) (18)
—E[logcy] — d E[log €; ]
elde edilir. Entropi Kkestirimi denklem 18
kullanilarak
h(X) = —E[log £, (x))] (19)

N
=—yY(k) + Y(N) +logcy +% Zl:logei

seklinde yazilabilir. Burada, €; x;noktasi ile k. en
yakin komsusunun arasindaki uzakliktir. Benzer
bir kurguile, bilesik entropi agagidaki denklemle
ifade edilir:

h(X1,X5) = =) + p(N) + - (20)
Ay, +y
~tlogca, ca,, + 0 N loge;.

Ortak bilgi Olgiisii ise benzer bir yaklasimla
Kraskov vd. tarafindan kestirilmistir [8]:

[(X1,X5) = (k) + P(N) + - (21)

1
N ¢

13

j ¥ (1, ) + % (0, )]

Ny, (0 ve n,, (i) sirasiyla €, ve €, gapl kiireler
icerisindeki noktalarin sayisidir. Ayrica, aktarim
entropisi k-en yakin komsuluklu entropi
kestirimcisi yardimiyla ifade edilmistir [14]:

N
— 1
TBy,ox, = 90O+ Z[ (12, (D + 1)

N

) n(xlyn‘xzyn)(i)+1) (22)

Y

N

T’(xz,nﬂfxz,n) (l) + 1)]

Burada, 7y, (i), n(xl,wa,n)(i) ve n(xz,n+1rx2,n)(i)

sirasiyla €xpmr EGinazn) V€ €(xpniitan) caph
kiireler icindeki nokta sayisini ifade eder.
Dagilimdaki gézlem sayis1 N ve komsuluk sayisi
k bu kestirimci tipi kullanildiginda belirlenmesi
gereken parametrelerdir.

k-en yakin komsuluklu entropi kestirimcisinde
entropi, ortak bilgi 6l¢iisii ve aktarim entropisi
gozlem noktalari1 dogrudan  kullanilarak
kestirilir. Eger veri yerel olarak diizgtin dagiliml
ise Olgiiler yiiksek dogrulukla kestirilecektir. Bu
kestirimcinin avantaji, veri yiiksek boyutlu olsa
bile entropi ve benzeri o6l¢iilerin ¢ok hizli bir
sekilde hesaplanabilmesidir. Fakat, kaotik
sistemlerin garip cekerleri gibi verinin yerel
olarak diizgiin dagilmadig1 ve uzayda yonliliik
gosterdigi durumlarda kiigiik veri kiimeleri i¢gin
bu tip kestirimcinin yiiksek dogrulukla sonuglar
verilmesi beklenmemelidir.

3.4 kpN entropi kestirimcisi

k-en yakin entropi kestirimcisinde noktalarin
secilen bir veri noktasi civarinda diizgiin
dagildig1 varsayilarak entropi Kkestirilmistir.
Lombardi ve Pant'in oOnerdigi kpN entropi
kestirimcisinde ise hem ¢ekirdek yogunluk hem
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de k-en yakin komsuluklu entropi kestirimcisi
yardimiyla entropi kestirilir [9]. Her bir nokta
icin olasilik kiitle fonksiyonu yerel Gauss
cekirdek yogunluk fonksiyonlar1 kullanilarak
hesaplanir. Kestirimci her x; noktasinin en yakin
pr noktast i¢in en iyi yerel ¢ekirdek
fonksiyonunu hesaplar. Olasiik  yogunluk
fonksiyonlar1 k-en yakin komsuluklu entropi
kestirimcisinde oldugu gibi, x; noktasi ve
noktanin k. en yakin komsusu arasindaki
uzakliga bagh olarak hesaplanir. B(e, x;) kiiresi
icerisindeki olasilik yogunluk fonksiyonun Gauss
dagilimli oldugu kabul edilmistir. Bilinmeyen
olasilik yogunluk fonksiyonu
Tpr-1

L)~ 5 1'[)1d|r|d_ (-0sGTr o) (23)
ile ifade edilir. Burada, p ortalama vektoriinii ve
I' Kkovaryans matrisidir. B(e, x;) kiresi

icerisindeki olasilik yogunluk fonksiyonu yerel
Gauss fonksiyonlari cinsinden yazilabilir:

gx)

fe(®) = fi(x;) 9(x)

(24)
g(x) = e—o.S(x—u)TF‘l(x—u),
g(x;) denklemindeki I, x; noktasimin py
komsulugunun kovaryans matrisidir. Olasilik
kiitle yogunlugu ise
Gi

F = fx(xz)m,

(25)
G; = JB (E'Xi)g(x)dx

ifadesine esit olur. Olasilik yogunluk fonksiyonu

cekilip  logfi(x;)’nin  beklenen  degeri
hesaplanirsa
h(X) = —Elog f,(x)] = (k) + - (26)

N N
1 1
= PWN) — NZ log g(x;) + ﬁz log G;
i=1 i=1

kestirimcisi elde edilir. Benzer bir yaklasimla,
dagilimdaki gozlem sayis1 N, komsuluk sayis1 k
ve ¢ekirdek yogunluk kestirimcisinde kullanilan
nokta sayisi p, gibi parametrelerinin secimi bu
kestirimci tipi i¢in incelenecektir. Her bir
noktanin olasiik kiitle fonksiyonunun py
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komsulugunu yerel Gauss ¢ekirdek yogunluk
fonksiyonlar1 ile kestiren kpN entropi
kestirimcisi, yerel olarak diizgin dagilimh
olmayan veriler icin entropiyi daha dogru
kestirmektedir.  Ustelik  verinin  olasihk
dagiliminda kuyruklar1 var ise, bu Kkestirimci
Gauss tipi ¢ekirdek yogunluk fonksiyonu da
kullandigindan verinin kuyruklarim1 daha iyi
temsil ederek entropiyi daha dogru kestirir.

4. Benzetim ve Sonuglar

Bu kisimda entropi, ortak bilgi 6l¢iisii ve aktarim
entropisi kestirimlerine iliskin benzetimler
Intel® Xeon® E5630 islemcili 16 ¢ekirdekli 48 GB
hafizali bir is istasyonunda paralel benzetimlerle
ve Python programlama dili kullanilarak
yapilmistir.

Birbirini Gauss giiriiltii ile stiren dogrusal
sistemlerin bilgi 6l¢iilerini kestirmenin yani sira,
dogrusal olmayan ve beyaz girilti artish
glrilti terimine sahip rasgele bir sistemin
entropi 6l¢iisii de kestirilmistir. Gauss dagilimlar
icin iyi sonu¢ vermesi beklenen c¢ekirdek
yogunluk  kestirimcisi ve kpN entropi
kestirimcisinin dogrusal olmayan bir sistemdeki
entropi kestirimlerinin basariminin nasil olacag:
tartisilacaktir. Ayrica dogrusal olmayan bir
sistemde yerel olarak diizgiin dagiliml olasilik
yogunluk fonksiyonlar1 i¢in iyi ¢alisan k-en
komsuluklu entropi kestirimcisin basarimi da
incelenmek istenmistir. iki durumlu sistemin
entropisi kestirimi i¢in en iyi parametreler elde
edilecektir. Ayrica kestirimcilerin basarimini
kiyaslayabilmek  i¢in, aktarim  entropisi
kestiriminin sentetik olmayan bir veri lstiinde
incelenen kestirimcileri kullanarak istatistiksel
Onem analizi sunulmustur.

4.1 Birinci dereceden vektorel
baglanim modelleri

ardisik

Gauss beyaz giiriiltii artirimu ile stirtilmiis d adet
dogrusal ardisik baglanim modelleri ile birbirine
baglanan sistemler tanimlansin:
Xny1 = AXp + 15 (27)
Burada, X, = X1 Xzm - Xan] € R? 7

anindaki durum vektoriinii, A € R%*¢ gercel
elemanlardan olusan kararli baglanti matrisini

ve M, = [771,nr772,n, ...,r]d,n]T Gauss girilti
vektoriinii temsil eder. Shannon bilgi kuramina
gore ortalamasi u vektorl ve kovaryans matrisi
I olan ¢ok degiskenli Gauss dagiliminin entropisi
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h(X) = 0.5log((2me)"det[I']) nats  (28)

cinsinden ifade edilir [2]. det[I'], I' matrisinin
determinantidir. Denklem 2 kullanilarak ortak
bilgi 6l¢iisii ise

1(X1,X2) = h(Xy,) + h(Xpp) + -

. h(Xl,n'XZ,n) (29)

det[(Xy,)] det[T(X5,,)]

=0.51
O Get[T (Xp Xo)]

olur. Birbirine baglanmis Gauss siireclerinin
aktarim entropisi ise,

TEx,x, = h(Xonin X0) - (X$0) + -+

w+h (X(f) ngrz) —h (Xz,n+1'Xg{,)r)uX§I.{rz)

2,n

detr (XX der(xX8)]  (30)

=0.5log 1Mo X1 [ ae[r(xD)]

ifade edilir [15]. Denklem 29’da ve 30’da
kovaryans matrisinin elemanlar1 hesaplanarak
sistemler arasindaki ortak bilgi ol¢lisii ve
aktarim entropisinin teorik degeri elde edilir.

Denklem 27 kullanilarak olusturulan 3 adet
sistemi ele alalm ve A matrisi A=
[0,500; 0,50,60;0,20,7 0,3] segilsin. Denklem
27’da tanimlanan Gauss giriiltii vektorlerinin
ortalamas1 u = [0,0,0]"ve kovaryans matrisi
I = diag{1, 1,1} ahnmistir. Bu sistem icin teorik
olarak denklem 29 kullanilarak I(X;,X,) =
0.025 nats, 1(X1,X3) = 0.011 nats, I(X,,X3) =
0.188 nats’'tir. Denklem 29da k=+¢=1
segilirse, TEx,ox, = 0.092 nats, TEx,ox, =
0.038 nats, TEx,.x, = 0.282 nats, TEx,-x, =
0 nats hesaplanmistir. Histogram, c¢ekirdek
yogunluk ve k-en yakin komsuluklu entropi
kestirimci tiplerinde N = 256’'dan N = 2048'ye
kadar farkli gozlem sayisi i¢in kestirilmistir. kpN
entropi kestirimcisi, gozlem sayis1 N, k-
komsuluk sayisi ve p, komsuluk sayisi gibi 3
farkli parametreye sahiptir. Gozlem sayisi
arttikca bu kestirimcinin performansinin arttigi
bilinmektedir [9]. Bu yiizden gbzlem sayisi sabit
tutularak ve yeterince biiyilik bir gozlem sayisi
icin (N = 8192), kestirimler hesaplanacaktir.
Bilgi olciileri kpN entropi kestirimcisinin farkl k
ve p, komsuluk degerleri icin kestirilmistir.

Parametreler igin Kestirimler 1000 Kkez

tekrarlanmistir.

Bilgi Olciilerinin teorik degerleri bilindiginden,
kestirim hatasinin ortalamasi ve varyansi 0.05
ve altinda oldugu seviyeler kabul edilebilir
varsayllmistir. Herhangi bir Kkestirimci tipi
kullanilarak elde edilen bilgi 6l¢iilerinin kestirim
hatalar1 kabul edilebilir seviyenin altinda ise
kestirimcinin basarimi ytiksektir.

Ilk olarak ortak bilgi él¢iisii ve aktarim dl¢iisii
degisen aralik caplar1 € ve N i¢in histogram
yontemi ile denklem 8 kullanilarak kestirilmistir.
Araliklar arasinda értiisme yoktur ve 273 < ¢ <
2Vdir. Sekil 1 ve 2'de ortak bilgi 6l¢iisiiniin NKY
ve NSH degerleri gosterilmistir. Nokta sayis1 ve
aralik capi arttikca sistemler arasindaki ortak
bilgi 6lclisiiniin  NKY degerlerinin azaldig1
gozlenmistir.

Ayrica Sekil 2 incelendiginde ortak bilgi
olciisiintin NSH degerlerinin de aralik cap1 ve
nokta sayisi arttikca azaldigi goriilmektedir.
Sekil 1'de gosterilmeyen € > 2 ¢ap degerleri icin
NKY degerleri hesaplanmistir. Histogram
kestirimcisi ile hesaplanan bilgi Olgiilerinin
aralik capinin siirekli olarak artmasi NKY'nin
siirekli azalmasina neden olmaz. Aralik capi,
gozlemlenen olas1 tiim durumlarin araligindan
daha biiytik ise, histogram kestirimcisi her bir
boyutta tek bir araliga sahip olur. Bu durumda
ancak veri uzayda diizgiin dagilmh ise,
histogram Kkestirimcisi basarili olabilir. Aksi
takdirde, Sekil 1'de gosterilmeyen & > 2 c¢ap

degerleri i¢in, histogram Kkestirimcisi ile
kestirilen  ortak  bilgi  odlgiisiiniin  NKY
degerlerinin arttigt goézlenmistir. Histogram

kestirimcisi kullanilarak kestirilen ortak bilgi
olgiisinde N =211 ve &= 1.68 oldugunda
minimum NKY ve NSH degerleri elde edilir.

Sekil 3 ve 4 incelendiginde, benzer bir sonugla,
cap ve nokta sayisi arttik¢a sistemler arasindaki
aktarim entropisinin NKY degerleri azalir. NKY
degerleri tiim N degerleri ve ¢ > 1 oldugunda
kabul edilebilir oldugu goriilmektedir. Sekil 4’te
aktarim  entropisinin  NSH  degerlerine
bakildiginda N > 2% ve ¢ > 1’den kestirimlerin
kabul edilebilir oldugu tespit edilmistir.

Denklem 27’deki sistemlerin aktarim entropisi
histogram kestirimlerinin minimum NKY ve NSH
degerleri N = 2! ve £ = 2 oldugu Sekil 3’te ve
4’te acik¢a gorilmektedir. Birbiri ile dogrudan
bagl olmayan X, ve X3 sistemlerinin ortak bilgi
6lcilisii ve aktarim entropisi 6lgiilerinin yanhlik
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ve standart hata degerleri diger sistemler
arasindaki ortak bilgi o6lciisii ve aktarim
entropisi dl¢iistine gore daha yiiksek deger aldig1
gozlenmistir.

Ortak bilgi 6l¢iisii ¢ekirdek yogunluk kestirimcisi
ile kestirilirken denklem 11 ve 12’de tanimlanan
Gauss ve Epanechnikov cekirdek kullanilmistir.
Genislik matrisinin H diyagonal elemanlarin
uzunlugu 0.1 < |h| <1 ve |h| = |hyq] = |hyy|
olacak sekilde secilmistir. Ortak bilgi 6l¢iistinde
2 boyutlu cekirdek yogunluk fonksiyonu ve
aktarim entropisinde 3 boyutlu ¢ekirdek
yogunluk fonksiyonu kullanilmistir. Sekil 5, 6, 7
ve 8 de ortak bilgi dlgiistiniin kestirimlerinin
NKY ve NSH degerleri ve Sekil 9, 10,11 ve 12’ de
aktarim entropisinin kestirimlerinin NKY ve
NSH degerleri sunulmustur.

Sekil 5 incelendiginde birbirine baglanmis Gauss

o6lciisiiniin NKY degerleri N’den bagimsiz olarak
ve |h| > 0.3 i¢in kabul edilebilir seviyededir.
Sekil 6’ya bakildiginda ortak bilgi 6l¢iisiiniin NSH
degerleri kayda deger oOlgiide digstktiir.
Beklenildigi lizere Gauss giirtltii ile siiriilmiis
sistem c¢ikislarina iliskin Gauss ¢ekirdek
yogunluk fonksiyonu ile Kkestirilirse basarim
orant  yiiksektir. Epanechnikov  yogunluk
kestirimcisi secildiginde N’ den bagimsiz olarak
ve |h|>0.6 ise ortak bilgi 6lciisiiniin
kestirimlerinin NKY degerleri kabul edilir
araliktadir (Sekil 7). NSH degerleri sabit bant
genisliginde 6rnek sayisi arttikca fazla degismez.
Fakat bant genisliginin artmasi ortak bilgi dl¢iisti
kestirimlerinin NSH degerini azaltir (Sekil 8).
N’den bagimsiz olarak ve |h| = 0.9 secilmesi
daha uygundur. Sekil 6 ve 8 karsilastirildiginda
NSH degerlerinin Gauss ¢ekirdek kestirimcisi ile
elde edilen NSH degerlerine gore daha yiiksek

stireclerinin Gauss cekirdek  yogunluk  oldugu gézlenmistir.
fonksiyonu ile Kkestirildiginde ortak bilgi
NKY(i(X1, X)) NKY(I(X1, X3)) NKY(i(X;, X3))
2
1
w 271
2—2
2—3
28 29 210 211 28 29 210 211 28 29 210 211
N N N
I ] X ]
0 10 20 30 40 50 60 70

Sekil 1. Sistemler arasindaki ortak bilgi 6l¢iisiiniin histogram kestirimcisi kullanilarak farkl (N, €)
parametreleri icin NKY degerleri

NSH(I(X1, X2))

28 29 210 211

NSH(I(X1, X3))

28 29 210 211

NSH(I(X2, X3))

28 29 210 211

N N N
I 3 - ]
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Sekil 2. Sistemler arasindaki ortak bilgi 6l¢iisiinlin histogram kestirimcisi kullanilarak farkli (N, €)

parametreleri icin NSH degerleri
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NKY(TEx, -x,) NKY(TEx, x.) NKY(TEx,x,) NKY(TEx,-x,)

s

0.25

0.125
23 29 210 211 23 29 210 211 23 29 210 211 28 29 210 211
N N N N
I ] y , |

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Sekil 3. Sistemler arasindaki aktarim entropisinin histogram kestirimcisi kullanilarak farkli (N, €)
parametreleri i¢cin NKY degerleri

NSH(TEy, »x,) NSH(TEx,x,) NSH(TEx,.x,) NSH(TEx,-x,)

2

w 0.5
0.25
0.125

28 29 210211 28 29 210211 28 29 210211 28 29 210211

(=]

N N N N
e 1 i ]
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Sekil 4. Sistemler arasindaki aktarim entropisinin histogram kestirimcisi kullanilarak farkli (N, €)
parametreleri icin NSH degerleri

NKY(I(X1, X2)) KY(i(X1, X3)) NKY(I(X2, X3))

=0

8 29 210 211 28 29 210 211 28 9 210 211
N N N
. . . , |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Sekil 5. Sistemler arasindaki ortak bilgi 6l¢iistiniin Gauss ¢ekirdek yogunluk kestirimcisi kullanilarak
farkli (N,|h|) parametreleri i¢cin NKY degerleri
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NSH(I(X1, X2)) NSH(I(X1, X3)) NSH(I(X3, X3))

8 29 210 211 28 29 210 211 28 29 210 211
N N N

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18

=0

Sekil 6. Sistemler arasindaki ortak bilgi 6l¢iisiintin Gauss ¢ekirdek yogunluk kestirimcisi kullanilarak
farkli (N, |h|) parametreleri icin NSH degerleri

NKY( I(Xl,Xz NKY(I( X1 X3)) NKY(.’(Xz,X3))

8 29 210 211 28 29 210 211 28 29 210 211
N N N

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Sekil 7. Sistemler arasindaki ortak bilgi 6l¢ilisiiniin Epanechnikov c¢ekirdek yogunluk kestirimcisi
kullanilarak farkli (N, |h|) parametreleri icin NKY degerleri

NSH(I(X1, X2)) NSH(I(X1, X3)) NSH(I(X2, X3))

el

8 29 210 211 28 29 210 211 28 29 210 211

N N N
I . : !
0 2 4 6 8 10 12 14

Sekil 8. Sistemler arasindaki ortak bilgi 6l¢iisiiniin Epanechnikov ¢ekirdek yogunluk kestirimcisi
kullanilarak farkli (N, |h|) parametreleri i¢cin NSH degerleri
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NKY(TEx, - x,) NKY(TEx, - x,) NKY(TEx, - x,) NKY(TEx, - x,)

8 29 210 211 28 29 210 211 28 29 210 211 28 29 210 211
N N N N

0 5 10 15 20 25 30

Ihl

Sekil 9. Sistemler arasindaki aktarim entropisinin Gauss ¢ekirdek yogunluk kestirimcisi kullanilarak
farkli (N, |h|) parametreleri icin NKY degerleri

NSH(TEx, 5 x,) NSH(TEx, - x,) NSH(TEx, - x,) NSH(TEx, > x,)

8 29 210 211 28 29 210 211 28 29 210 211 28 29 210 211

N N N N
I : |
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Sekil 10. Sistemler arasindaki aktarim entropisinin Gauss c¢ekirdek yogunluk Kkestirimcisi
kullanilarak farkli (N, |h|) parametreleri i¢cin NSH degerleri

NKY(TEx, - x,) NKY(TEx, - x,) NKY(TEx, - x,) NKY(TEx, - x,)

Ihl

8 29 210 211 28 29 210 211 28 29 210 211 28 29 210 211
N N N N
I , , |
0 10 20 30 40 50 60

Sekil 11. Sistemler arasindaki aktarim entropisinin Epanechnikov ¢ekirdek yogunluk kestirimcisi
kullanilarak farkli (N, |h|) parametreleri icin NKY degerleri
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NSH(TEX X)) NSH( TEX Sxs)

210 211 28

8 29 210 211 28 29
N N

NSH(TEx, -x.) NSH(TEx, - x,)

29 210 211 28 29 210 211

N N

0.00 0.02 0.04

0.06 0.08 0.10

Sekil 12. Sistemler arasindaki aktarim entropisinin Epanechnikov cekirdek yogunluk kestirimcisi
kullanilarak farkli (N, |h|) parametreleri icin NSH degerleri

Benzer bir sekilde, aktarim entropisi Gauss
cekirdek yogunluk fonksiyonu ile kestirilirse
NKY degerleri N’den bagimsiz olarak ve |h| >
0.4 icin kabul edilebilirdir (Sekil 9). Sekil 10’da
NSH degerleri 0.05’den kiigiiktiir. Epanechnikov
cekirdek kestirimcisi kullanildiginda N > 210
|[h] > 0.9 ise NKY ve NSH degerleri kabul
edilebilir seviyededir (Sekil 11 ve 12).

Gauss giriiltii ile siiriilmiis sistem ¢ikislarinin
entropi Olgiilerinin sonsuz kuyruklu Gauss tipi
cekirdek tipi kestirilmesi NKY ve NSH
degerlerini  dusiirtir. Sekil 7 ve 11
karsilastirildiginda ortak bilgi 6l¢iisii ve aktarim
entropisi kestirilirken sirasiyla 2-boyutlu ve 3-
boyutlu bir Epanechnikov c¢ekirdek yogunluk
fonksiyonu kullanildiginda boyut sayisi arttikga
NSH degerinin arttig1 gozlenmistir.

k-en yakin komsuluklu entropi kestirimcisi i¢cin
degisen oOrnek ve komsuluk sayisina gore
kestirimler yapilmistir. Ayrica, bu kestirimci igin
komsuluk sayis1 1 < k < 10 segilmistir. Sekil 13
ve 14’te ortak bilgi 6lgiilerinin NKY ve NSH
degerleri, Sekil 15 ve 16’da aktarim
entropilerinin  NKY ve NSH degerleri
gosterilmistir. Sekil 13’te ortak bilgi 6l¢iisiiniin
NKY degerleri incelendiginde degerleri N > 210
ve k>7 icin yapilan Kkestirimler kabul
edilebilirdir. N > 21° ve k > 7 secilirse ortak
bilgi olgiisii kestirimlerinin NSH
degerleri 0.02’in altinda kalmaktadir (Sekil 14).
Sekil 15 incelendiginde denklem 22 kullanilarak
yapilan kestirimlerde NKY degerleri N = 210 ve
k > 7 i¢in olduke¢a disiiktiir. Sekil 16’da ortak
bilgi dl¢lisiine paralel bir sekilde, NSH degerleri

icin 0.02’den kiiciiktiir. Ote yandan genel olarak
k-en yakin komsuluklu entropi kestirimcisinin
NKY ve NSH degerleri, histogram ve ¢ekirdek
yogunluk kestirimcisine kiyasla daha kiiciik
kalmistir. Verinin dagilimi yerel olarak diizgiinse
k-en yakin komsuluklu entropi kestirimcisi
yeterince biiylik N ve komsuluk sayis1 k igin
glrblizdiir. (Kestirimci parametrelerinin
degisiminden fazlaca etkilenmez.)

kpN entropi kestirimcisi icin sistemler arasi
ortak bilgi olglisi ve aktarim entropisi
kestirilirken 0.01< pyx/N<0.1 ve 1<k <10
olacak sekilde secilmistir. Kestirimlerin NKY ve

NSH degerleri Sekil 17, 18, 19, 20'de
gosterilmistir. N arttifinda, ortak bilgi
Olclistinlin  ve aktarim entropisinin kpN

kestirimcisi icin NKY degerleri azalmistir. Baska
bir deyisle Kkestirimcinin tutarli oldugu
gorilmiistir. py/N orani 0.05 ve tiim k degerleri
icin ortak bilgi o6lciisii kestirimlerinin NKY
degerleri kabul edilirdir (Sekil 17). % =0.1ve
k=10 ise NSH degerleri minimum deger alir
(Sekil 18) oraninin degismesi NSH degerlerini

biiyiik olgude degistirmezken, k degerleri
arttikca kestirimlerin NSH degerleri azalir. Sekil
19'da, % oranit arttikca ve tiim kigin NKY

degerleri kabul edilebilir seviyededir. Benzer bir
sekilde, NSH degerleri tiim (p/N, k) degerleri
icin diistik seviyededir (Sekil 20).

Denklem 27’in dogas1 geregi, yerel dagilimlar
Gauss oldugundan, kpN entropi kestirimcisinin
basarimi yiiksektir.
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NKY(I(X1, X)) NKY(I(X1, X3)) NKY(I(X2, X3))

29 210 211 28 29 210 211 28 29 210 211
N N N

I . : ]I

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

10

1
28

Sekil 13. Sistemler arasindaki ortak bilgi 6lciisiintin k-en yakin komsuluklu entropi kestirimcisi
kullanilarak farkli (N, k) parametreleri icin NKY degerleri

NSH(I(X1, X2)) NSH(I(X1, X3)) NSH(I(X3, X3))

8 29 210 211 28 29 210 211 28 29 210 211
N N N

I . : . ]I

0.00 0.05 0.10 015 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

Sekil 14. Sistemler arasindaki ortak bilgi 6l¢iisiiniin k-en yakin komsuluklu entropi kestirimcisi
kullanilarak farkli (N, k) parametreleri icin NSH degerleri

NKY(TEx, - x,) KY(TEx, - x,) NKY(TEx, - x,) NKY(TEx, - x,)

B 29 210 211 28 29 210 211 28 29 210 211 28 29 210 211

N N N N
L : |
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Sekil 15. Sistemler arasindaki aktarim entropisinin k-en yakin komsuluklu entropi kestirimcisi
kullanilarak farkl (N, k) parametreleri icin NKY degerleri

448



DEU FMD 23(68), 435-457, 2021

NSH( Tf:_)(la)(2 NSH(TEx14x3 NSH(TE)(Zﬂ)(3 NSH(T.E)(ZA)(1

B

29 210 211 28 29 210 211 28 29 210 211 28 29 210 211

N N N N
I : |
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Sekil 16. Sistemler arasindaki aktarim entropisinin k-en yakin komsuluklu entropi kestirimcisi
kullanilarak farkli (N, k) parametreleri icin NSH degerleri

NKY( I(Xl,Xg NKY(I(Xl,Xg NKY( I(XQ,X3

001 0.05 0.10.01 0.05 0.10.01 0.05

Pi/N Pi/N priN
[ . : |
0 2 4 9) 8 10 12 14

Sekil 17. Sistemler arasindaki ortak bilgi 6l¢listiniin kpN entropi kestirimcisi kullanilarak érnek sayisi
N = 8192 sabit tutularak farkli (p, /N, k) parametreleri icin NKY degerleri

NSH(I(X1, X2)) NSH(I(X1, X3)) NSH(I(X2, X3))

001005 0.10.01 0.05 0.10.01 0.05
pr/N pr/N Pr/N

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

Sekil 18. Sistemler arasindaki ortak bilgi 6l¢iisiiniin kpN entropi kestirimcisi kullanilarak 6rnek sayisi
N = 8192 sabit tutularak farkli (p; /N, k) parametreleri icin NSH degerleri

449



DEU FMD 23(68), 435-457, 2021

NKY(TEx, - x,) KY(TEx, - x,)

0.10.01 0.05

0.01 0.05
pi/N

0.10.01 0.05
PN

KY(TEx, - x,) NKY(TEx, - x.)

0.10.01 0.05 0.1

PrIN PuIN

0.0 0.5 1.0

15 2.0 2.5

Sekil 19. Sistemler arasindaki aktarim entropisinin kpN entropi kestirimcisi kullanilarak 6rnek sayisi
N = 8192 sabit tutularak farkl (p, /N, k) parametreleri i¢cin NKY degerleri

NSH(TEx, - x,) NSH(TEx, 5x,)

NSH(TEx, 5 x.) NSH(TEx, -x,)

0 01 0.05
Pr/N

0.10.01 0.05
Px/N

0.000 0.005 0.010 0.015

0.10.01 0.05 0.10.01 0.05
Pi/N PiN
0.020 0.025 0.030 0.035 0.040

Sekil 20. Sistemler arasindaki aktarim entropisinin kpN entropi kestirimcisi kullanilarak érnek sayisi
N = 8192 sabit tutularak farkli (p, /N, k) parametreleri icin NSH degerleri

Genel olarak bakildiginda, tiim kestirimci tipleri
icin N arttikca, Kkestirim performanslarinin
basarimi beklenildigi gibi artmistir. Histogram
kestirimcisinde kestirimlerin daha az NKY ve
NSH degerinde olmasiigin £'nun dogru secilmesi
onemlidir. Gauss dagilimh giiriltiiye sahip
birbirine baghh sistemlerin bilgi &l¢iileri
kestirilirken =~ Gauss  ¢ekirdek  yogunluk
fonksiyonunu kullanmak beklenildigi tizere
avantajlidir. Gauss dagilima sahip veri ile farkl
bir cekirdek yogunluk fonksiyonu
kullanildiginda NKY ve NSH degerleri Gauss
cekirdek tipine gore daha yiiksek gelecektir.
Epanechnikov ¢ekirdek fonksiyonunun boyutu
arttikca NKY degerlerinin arttign gorilmiistiir.
Yeterince ornek ile kestirildiginde k-en yakin
komsuluklu entropi kestirimcileri kullanilirsa en

az hataya sahip kestirimler elde edilir. kpN
kestirimcisinde, k ve p; komsuluklarinin dogru
secimi kestirimlerin NKY degerini azaltirken, py,
komsuluk degerinin degismesi NSH degerini
degistirmez. NSH komsuluk sayisinin artmasi ile
azalir. Hem ¢ekirdek hem k-en yakin komsuluklu
entropi Kkestirimcisi yontemlerini kullanan kpN
entropi kestirimcisi kullanilirsa Gauss dagilimlar
icin kabul edilir kestirimler elde ederiz.

Ayrica denklem 27 ile ifade edilen sistemlerde
birbirini dogrudan etkilemeyen sistemlerin
I(X1,X3) ve TEx, _x, kestirimlerinin NKY ve NSH
degerleri  birbirini  dogrudan  etkileyen
sistemlere gore daha yiiksek degerler almistir.
Dagilimin  yerel olarak diizgiin oldugu
durumlarda, yeterli sayida gézlem sayisi i¢in, k-
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en yakin komsuluklu entropi Kkestirimcisi
kullanilarak entropiden tiiretilen dlgilerin
basarili olarak kestirildigi gozlenmistir. Bu
sistemler icin durumlarin dagilimlar1 Gauss
oldugundan Gauss c¢ekirdek kestirimcisi
kullanildiginda basarimin yiiksek olacagi agiktir.

4.2 iki durumlu sistem

iki durumlu sistemin denklemi

dx = 0.5(x — x3)dt + Va dW (t). (31)
ile verilsin. Burada, a sabit bir degiskeni,
W (t) Gauss artigh giiriiltii terimini ifade eder. Bu
sistemin durumlarinin duragan haldeki olasilik
yogunluk fonksiyonu  f(x) Fokker-Planck
denklemi kullanilarak

1, x*

ity

2a (3 2)

flx) = — e

(s )
formunda elde edilir (Bakimz Ek) [16]. L,(x)
degistirilmis birinci tiir Bessel fonksiyonudur.
iki durumlu sistemin entropisinin teorik degeri
denklem 1 kullanilarak hesaplanabilir.

Dogrusal olmayan bir sisteme iliskin kestirimci
performanslart iki durumlu sistemin ¢ikislar:
kullanilarak test edilmistir. Denklem 31, farkl
gozlem sayilarn igin 2256 < N < 4048 At =
0.1 sn alimarak Euler-Maruyama ¢oziiciisii ile
cozillmistiir [22]. ilk 2000 gbzlem sayis1 gegici
hal cevabi sayilarak entropi kestiriminde dikkate
alimmamistir. @ = 1 ve farkh baslangi¢ kosullari
icin benzetimler 1000 kez tekrarlanmistir.
Denklem 1 ve 32 kullanilarak sayisal olarak
hesaplanan entropi degeri h(X) =
1.351 nats’dur.

Histogram yontemi ile kestirilen sonuglarda ¢ <
1 i¢in entropinin NKY degeri ¢ arttik¢a azalir.
N’den bagimsiz olarak ve € =1 igin entropi
kestirimlerinin NKY degerleri diisiik seviyededir
ve tiim parametreler icin NSH 0.01'den kiigiiktiir.
Sekil 21'de entropi Gauss c¢ekirdek yogunluk
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fonksiyonu ile kestirilmistir. NKY degerlerini
minimize eden farkli N,|h| parametreleri
oldugu goriilmektedir. NSH degerleri tiim
kestirim parametreleri icin kabul edilebilir
seviyedir (Sekil 21).

iki durumlu sistemin entropisinin Epanechnikov
cekirdek fonksiyonu kullanilarak kestirimleri
yapilmis, entropinin NKY ve NSH degerleri Sekil
22’de sunulmustur. Epanechnikov yogunluk
kestirimcisinde genis bir (N, |h|) parametre
aralig1 icin NKY degerleri 0.02’den distiktir ve
NSH degerleri 0.01’den kiigiiktiir. Epanechnikov
cekirdek fonksiyonu sinirli bant genisligine
sahip oldugundan iki durumlu sistemin
entropisini daha yiiksek dogrulukla kestirmistir.
Ciinkii sistemin durumlari simirli bir aralikta
yogunlasmaktadir, olasilik yogunluk
fonksiyonunun etekleri Gauss’a goére daha hizl
azalir. Sekil 23’te benzetimlerde kullanilan
(N, k) parametreleri i¢in k-en yakin komsuluklu
entropi kestirimcisinin NKY ve NSH degerleri
sirastyla sunulmustur. Entropinin NKY degerinin
yliksek (entropi kestiriminin yanli)) oldugu
gozlenir ve entropi kestiriminin NSH degeri
olduke¢a diisiiktiir (Sekil 23). Sekil 24’te kpN
kestirimcisinin entropi kestirim NKY ve NSH
degerleri sunulmustur. kpN kestirimcisinde NKY
ve NSH degerleri 0.02’den kiigiiktiir. kpN entropi
kestirimcisi iki durumlu sistemin entropisini
ylksek basarimla kestirmistir.

Sekil 25’te a’in artan degerleri i¢in histogram,
Gauss ¢ekirdek yogunluk, Epanechnikov
cekirdek ve kpN entropi yontemleri ile kestirilen
entropi kestirimlerinin ortalamasi ve normalize
olmus ortalama karesel hatasi gosterilmistir.

Bu benzetimde N = 2048 icin, kullanilan
kestirimcilerin parametreleri a’in her degeri icin
sabit tutulmustur. Histogram icin ¢ = 1, Gauss
cekirdek fonksiyonu icin |h| = 0.1,
Epanechnikov ¢ekirdek fonksiyonu igin |h| =
0.2, k-en yakin komsuluk sayis1 k = 10, kpN
entropi kestirimcisi i¢in k =10, pi/N = 0.1
olarak belirlenmistir.
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NKY(R{X)) x1071 | NSH(A(X)) x102 _
1.4 1.8
1.2 15
1.0 1.2
0.8 1.0
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0.4 0.5
0.2 0.2
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Sekil 21. iki durumlu sistemin entropisinin Gauss ¢ekirdek yogunluk kestirimcisi kullanilarak farkl
(N, |h|) parametreleri i¢cin (a) NKY degerleri ve (b) NSH degerleri

NKY(h(X)) x107 NSH(R(X)) %x10-2 o
1.4 1.8
1.2 1.5
1.0 1.2
0.8 1.0
0.6 0.8
0.4 0.5
0.2 0.2
0.0 0.0

(b)

Sekil 22. iki durumlu sistemin entropisinin Epanechnikov cekirdek yogunluk Kkestirimcisi
kullanilarak farkli (N, |h|) parametreleri icin (a) NKY degerleri ve (b) NSH degerleri

NKY(h(X)) -1 NSH(A(X)) -2
X107 500 <1077 54
10
1.8
40.0
1.5
7 300 1.2
¢ 1.0
20.0
4 0.8
0.5
10.0
0.2
1w 0.0 0.0
28 29 210 211
N
(a)

Sekil 23. iki durumlu sistemin entropisinin k-en yakin komsuluklu entropi kestirimcisi kullanilarak
farkli (N, k) parametreleri i¢cin (a) NKY degerleri ve (b) NSH degerleri
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NKY(h(X)) %10-1
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Sekil 24. iki durumlu sistemin entropisinin kpN entropi kestirimcisi kullamilarak érnek sayis1 N =
2048 farkli (py /N, k) sabit tutularak parametreleri i¢in (a) NKY degerleri ve (b) NSH degerleri
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Sekil 25. (a) iki durumlu sistemde artan giiriiltii
seviyelerine gore histogram, Gauss ¢ekirdek
yogunluk fonksiyonu, Epanechnikov ¢ekirdek
yogunluk fonksiyonu, kpN yontemi kullanilarak
elde edilen (a) entropi Kkestirimlerinin
ortalamasi. Grafikte kesikli ¢izgi entropinin
teorik degerini gdstermektedir. (b) entropi
kestirimlerinin normalize olmus ortalama
karesel hatasi.

Sekil 25 incelendiginde, giirtiltii arttik¢a kestirim
yanliliginin tiim kestirimcilerde yaklasik olarak
ayni seviyede oldugu goriilebilir. Histogram
kestirimcisinde giiriiltii  arttikca  kestirim
yanliliginin artip azaldigi géze carpmaktadir.
NMSE degerleri Gauss cekirdek, Epanechnikov
cekirdek yogunluk, kpN kestirimcileri icin tiim
giliriilti  seviyelerinde oldukeca  dustiktiir.
Histogram Kkestirimcisinde etkinligini girilti
seviyesine bagl olarak degismektedir. Bu agidan
bakildiginda histogram kestirimcisinin digerine
kiyasla daha az giirbiiz oldugu séylenebilir.

Ozet olarak, histogram tabanhi Kkestirimcide
dogrusal olmayan sistemler arasindaki bilgi
olctileri kestirilirken, kestirimlerin basarimlari
aralik capina ve nokta sayisina baghdir. Sonlu
bant genisligine sahip Epanechnikov ¢ekirdek
yogunluk Kkestirimcisinin, durum olasilik
fonksiyonlarinin kuyruklar1 Gauss dagilimina
gore daha hizli azalan iki durumlu sistem ig¢in
kullanilmas: halinde beklenildigi gibi yanlhiligin
azaldig1 gozlenmistir. Bu nedenle Gauss ¢ekirdek
kestirimcisinin NKY degerleri Epanechnikov
cekirdek kestirimcisi ile karsilastirildiginda daha
ylksektir. Veri dagilimi yerel olarak diizgiin olan
sistemlerde, boyut sayis1 ne olursa olsun hizl bir
sekilde entropi bazh 6lciileri yliksek dogrulukla
kestiren k-en yakin komsuluklu entropi
kestirimcisinin, dogrusal olmayan iki durumlu
sistem icin entropiyi yanli olarak kestirdigi
saptanmistir. kpN entropi kestirimcisi yerel
olarak Gauss ¢ekirdek fonksiyonunu ve global
olarak da k-en yakin komsuluklu entropi
kestirimcisini kullandigindan dogrusal olmayan
sistemlerde de entropiyi yiiksek dogrulukla
kestirmistir. Entropi tabanli odlgiiler hizli bir
sekilde Kkestirilmek isteniyorsa hesaplama yiikii
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acisindan k-en yakin komsuluklu entropi

yontemleri kullanilmalidir. Buna Kkarsilik,
kestirimlerin ~ yanli  olabilecegi  dikkate
alinmalidir. kpN yontemi entropiyi yiiksek
dogrulukla  kestirirken  hesaplama yiikii

acisindan kiyaslanan diger yontemlere gore
daha agirdir.

4.3 Sicaklik-Elektrik Tiiketimi Veri Kiimesi

Kestirimcilerin basarim analizleri gergek bir veri
kiimesi lizerinde de test edilmistir. Sekil 26’da
gosterilen veri kiimesi Tiirkiye’de bolgesel bir
enerji dagiticisindan alinmistir. Hava (dis ortam)
sicakhigt ve elektrik tiiketimi arasindaki
nedensellik iliskisi incelenmek istemistir. Bu veri
kiimesi i¢in sicaklik artisinin elektrik tiikketimi
artisina neden oldugu, baska bir deyisle,
Sicaklik °C — Elektrik Tiketimi [MW]
nedensellik iliskisi bilinmektedir [18].

600

Elektrik TUketimi [MW]
& w
= 2
= =

w
=]
=

200

Srcakhk °C

Sekil 26. Sicaklik °C -
Elektrik Tiketimi [MW] iliskisini gosteren
gercek bir veri kiimesi.

Bu durumda kestirilen entropi vb. Olgiilerin
teorik degerleri bilinmediginden kestirimcilerin
basarim analizinde veri kiimesinden vekil veri
kiimeleri tiiretilecek ve hipotez testleri
kullanilarak bu iligkiye ait istatiksel 6nem analizi
yapilabilir [21]. Gozlemlenen iki farkli zaman
serisi icin kestirilen aktarim entropisi, bu iki
degiskenin birbirine bagimhi ya da bagimsiz
oldugunu istatistiksel olarak 6lger.

Bu durumda aktarim entropisinin kestiriminde
hata dagilimi bilinmediginden,

“Hy: Sicakliktaki degisimlerin enerji tiikketimi
lizerinde bir etkisi yoktur.”

sifir hipotezi kestirim siirecinden bagimsiz
olarak reddedilebilmelidir. Nedensellik iligkisini
bozmak icin elektrik tiiketimi dizisi, E, sabit

tutulurken, sicakliga iliskin veri dizisi S zamanda
rastgele yeniden dizilerek elde edilen vekil seri
dizisi (S*) icin, sifir hipotezi

:7'[0: TES*—PE > TES—>E
ile denktir[23,24].
H,'1n testi igin 10000 adet vekil veri dizisi S* i¢in
aktarim entropisi TEs:_ g incelenen kestirimciler
kullanilarak hesaplanmistir.  Sifir hipotezinin
reddi icin istatistiksel 6nem sabiti as, = 0.05
secilmistir. pg, hipotez testi ile elde edilen
sonuglarin anlamlihgini 6lcer.
Tablo 1'de segilen parametreler icin tiim
kestirimci tiplerinde  pg; degerleri degisen
gozlem sayilar igin verilmistir (ps;, < ag;,
oldugunda sifir hipotezi reddedilir).

Tablo 1'e bakildiginda, gozlem sayisi arttikca

kestirimcilerin ~ sifir  hipotezini reddettigi
gorilmiistir. Histogram ve Gauss c¢ekirdek
yogunluk yontemlerinde N > 2048;

Epanechnikov ve kpN yontemlerinde N > 4096
icin sifir hipotezi dogru sekilde reddedilir.
Histogram, Gauss ve Epanechnikov, kpN
kestirim yontemlerinde altta yatan olasilik
yogunluk fonksiyonlarinin  dogru temsil
edilebilmesi icin yiiksek gozlem sayilar1 gerekir.
Bu nedenle, nedenselligin belirlenmesinde
gozlem sayisinin yiiksek olmasi gerekliligi Tablo
1’den agik¢a goriilmektedir. k-yakin komsuluk
yonteminde Tablo 1'deki tiim gozlem sayilari
icin sifir hipotezi reddedilir. Bu durumda,
yanlligina ragmen k-yakin komsuluk yontemi
hizli bir sekilde aktarim entropisinin kestirimi
araciligiyla yukaridakine benzer hipotezlerin
reddinde, bagka bir deyisle siirecler arasinda
nedensellik iliskisinin belirlenmesinde, etkin
olarak kullanilabilir.

5. Sonug

Bu makalede bir ya da birden fazla sistemin
cikislar1 kullanilarak entropi, ortak bilgi 6l¢tisii
ve aktarim entropisi oOlg¢lisii Kkestirilmis ve
Olciilerin farkli kestirim yontemlerinin basarimi

incelenmistir. Entropi ve ondan tiiretilmis
Olciilerin  kestiriminde, c¢ekirdek yogunluk
kestirimcileri icin parametre se¢imi

gozlemlenen oOrnek sayisi, bant genisligi ve
cekirdek fonksiyonu tipi dikkate alinarak
yapilmaldir. Ayrica, k-en yakin komsuluklu
entropi ve kpN entropi kestirimcileri igin
gozlemlenen 6rnek sayisi ve komsuluk sayisinin
belirlenmesi ve histogram kestirimcisinde
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Tablo 1: Farkh gézlem sayilari icin yapilan 3, testi ve py;, sonuglari. Koyu degerler testin reddedildigi

durumlar1 gostermektedir.

Kestirimci Kestirimci N =1024 N = 2048 N = 4096
Yontemleri Parametreleri Py Py Py
Epanechnikov CYF |h| = 4.5 0.493 0.248 0.026
Gauss CYF || =29 0.244 0.041 0.001
Histogram e=4 0.209 0.036 0.002
kpN k=3, p/N =0.1 0.172 0.103 0.028
kNN k=3 0.037 0.003 0.002
gozlemlenen ornek  sayis;,  bollintiilerin  kestirmemiz ekonomiden, biyolojiye,
caplarinin saptanmasit Onemlidir. Etkilesim  mekanikten elektrige her alanda karsilasilan

halindeki rassal sistemler dogrusal ise k-en
yakin komsuluklu entropi kestirimcisi, dogrusal
degilse Epanechnikov ¢ekirdek yogunluk ve kpN
entropi kestirimcisi kestirim basarimi agisindan
etkindir. Cekirdek yogunluk ve kpN entropi
kestirimcileri gozlemlerin yerel dagilimina ¢ok
baghdir. Dogrusal sistemler icin Gauss ¢ekirdek
kestirimcisi uygunken, smirli bir kiime icine
dagilmis veri iireten sistemler i¢cin Epanechnikov
kestirimcisi benzeri sinirli bir kiime iizerinde
tanimli ¢ekirdeklere dayanan kestirimciler
uygun olmaktadir. Dogrusal sistemlerde gozlem
sayis1 genellikle kestirim basariminin artmasi
icin en 6nemli parametredir. Bant genisligini
kontrol eden ¢, |h|, pi/N parametreleri belirgin
bir en iyi deger gostermemistir. Oysa dogrusal
olmayan sistemlerde ¢, |h|, p/N belirgin bir en
iyi degere isaret etmekte, daha az veri ve daha
dogru bir bant genisligi secimi ile yiiksek
basarim miimkiin olabilmektedir. Birbiri ile bagh
sistemlerin entropi olgiilerinin kestiriminin
basarimi, sistemlerin birbirine nasil bagh
olduklari ile de iligkilidir. Daha uzak komsuluklu
sistemler arasinda ortak bilgi 6l¢lisii ve aktarim
entropisi kestirimlerinin bagsarimlar1 daha diisiik
gozlenmistir.

Gergek veri kiimelerinde nedensellik iliskisinin
belirlenebilmesi i¢in, aktarim entropisinin
iliskiyi  koruyacak sekilde kestirilebilmesi
onemlidir.  Incelenen  kestirimcilerin  bu
anlamdaki basarimi kullanilan gézlem sayisina
siki sekilde baghdir. k-en yakin komsuluk
yonteminin az sayida gozlem ile nedensellik
iliskisini istatistiksel ©nem ag¢isindan dogru
sekilde belirleyebildigi gosterilmistir.

Etkilesim halindeki
arasindaki Dbilgi

karmasik  modellerin
akisint en dogru sekilde
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karmasik sistemlerin davranisini anlamamiza
151k tutacaktir.

Ek: iki durumlu Sistemin Olasihk Yogunluk
Fonksiyonu

dx = F(x, t)dt + G(x, t)dW (t)

33
x(0) = x, ~ fo(xo) 3)

x € R", xq

rassal diferansiyel denklemi ile tanimlanmis bir
sistem olsun. Burada, F(x,t) sistemin
siriiklenme dinamigini, G(x,t) ise difiizyon
terimidir.  Baslangi¢c  kosulunun  dagilimi
f(x0,0) = fo(xg) olmak tzere, bu formda
tanimlanmis bir sistemin olasiik yogunluk
fonksiyonu f (x, t),

of (x,t)
ot Zzaxax ”f)+

o ;116 (F.f) Vt>0, x€ R

(34)

denklemini saglar. En genel formda Fokker-
Planck (FP) isleci,

L_l
f_z

n

aZ
Z 0xi0xj(

j=1

a;(0)())
i=1

o 0
Sy E@WO) -0 69)
i=1

ile verilir [16]. fs:(x), stirekli haldeki olasilik
yogunluk fonksiyonunu géstersin. Bu durumda
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1 n n az
Lfg = EZZ 3 ax]- (aij(x)fst)
i=1j=1
n
0
=D 5 F@f) =0 (36)
i=1
olur. Denklem 36 L; i=12,..,Nksmi
diferansiyel operatorleri cinsinden
yazilabiliyorsa,
n
Lfie = ) LB fu®)
i=1
9fse(x)
0 22— o (37)

afs .
fie G, BiGOfur(0) + 110 22D = 0, i1, 2,...N
denklemlerini saglar. Diferansiyel denklemlerin
¢ozumu

M Bi(s)

fe@=c| [ew- [ 20

i=1

ds)  (38)

ile verilir. Denklem 31 icin denklem 36’daki
operator

%fy @
fo= 225205 -] (39)
formundadir. Denklem 39 diizenlenerek,
a ad
(G- + 3L o )

elde edilir. iki durumlu sistem igin £; = >

Bi(x) = _71 (x—x%) vey(x) = g olur. Denklem
38 iki durumlu sistem i¢in hesaplandiginda

1[ x%2 x*
fse(x) = c1 exp(— E[_7 + T] ) (41)

elde edilir. | f;;(x)dx = 1 oldugu icin,

[ 1] x2  x*
clfexp —E—7+T dx—1=0

(42)

denklemini saglayan normalizasyon katsayisi

2 -1
= es8a

(12 () + ()

bulunur. Denklem 43’teki ¢; denklem 41’de
yerine konularak diizenlendiginde denklem 32
elde edilir.

(43)
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