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Kategorik Veriler icin Kanigimh Poisson ve Karigimh Lojistik Regresyon
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Ozet: Kangimli model yaklasimi veri kimesinin heterojen bir yap gosterdigini varsaymaktadir. Sz konusu
hetergjenlikten dolay veri kimesinde ekstra-varyasyon meydana gelmektedir. Veri kiimesi kendi igerisinde homojen alt
populasyonlara béliinerek, hetercjenlik gideriimekiedir. Bbylece alt populasyonlar igi homojenlik sadlanirken, alt
populasyonlar arasi hetercjenlik ortaya konmaya calisilir. Kategorik veriler igin Kangimh Poisson ve lojistik regresyon
modelleri kullaniimaktadir. Kanigimh Poisson regresyon sayima dayalt olarak elde edilen verilerin analizinde, karigimli
lojistik regresyon ise binary, siralayici ve siniflayici verilerin analizinde kullamimaktadir. Kangimlt Poisson ve lojistik
regresyon modellerinde parametre tahminleri, EM algoritmasi kullanilarak en yiksek olabiliik ydntemi ile elde -
edilmektedir, EM algoritmasinin, E agamasinda bilinmeyen alt populasyon sayisi eksik gzlem olarak kabul edilip,
buntanin sayisi tahmin edilir. M agamasinda ise ofabilirlik fonksiyonu maksimize edilip bilinmeyen parametreler en
yliksek olabilirlik yntemi ile elde edilir.

Anahtar kelimeler: Agin yayihm, EM algoritmasi, en ylksek olabilirlik, sayima dayalr veriler

Investigation of Theoretical Properties of Mixture Poisson and Logistic
Regressions for Categorical Data

Abstract: Mixture model approach assumes thal data set has heterogensous variation. Extra variation occurs in data
set due to this mentioned heterogeneity. The heterogeneity is solved by dividing the data set intc homogeneaus sub-
populations. By doing this, homogeneity is obtained in sub-populations and heterogeneity is situated among sub-
populations. Mixture Poisson and logistic regression models are used for categorical data. Mixture Poisson regression is
used for the analysis of based count data, whereas mixture logistic regression is used for the analysis of binary, ordinal
and nominal data. Parameter estimations of Mixture Poisson and mixture logistic regression models are obtained by
maximum likelihood method using expectation and maximization (EM) algorithms. In E step of EM algorithm, the number
of unknown sub-populations is considered as missing observation, and - their numbers are estimated. In M step, .

maximum likelihood estimations of unknown parameters are obtained by maximizing log-likelihcod function.
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Giris

Karigimli medellemede (mixture modelling), veri
kiimesinin tek bir populasyondan dedil birden fazla alt
populasyondan elde edilmis heterojen bir yapi gosterdigi
varsayllir. Bagka bir deyisle veri kimesi, heterojen bir
populasyon oOzelligini gostermektedir. (Breslow, 1992;
Wang ve ark., 1996; Muthen ve Muthen., 2002). B&ylece
veri kiimesi kendi igerisinde homojen alt populasyonlara
ayrilarak, sdz konusu hetergjenlik dikkate almyor.
Kangimh modellerde amag, gbzlenen degiskenlerin kag alt
populasyona ait oldugunun belirlenmesi ve hangi gtizlem
dederinin hangi alt populasyonda bulunmasi gerektigine
karar veriimesidir. Alt populasyonlara, gézlenemeyen
siniflar (latent class) adi verilmektedir (Wang ve ark.,
1998; Muthen ve Muthén, 2002; Ckut ve ark., 2002;
Yesilova ve Atithan, 2007). Dolayisiyla bitin dediskenler
igin tek bir parametre tahmini yerine, her alt populasyon
igin ayr! parametre tahmini yapiimaktadir {Yesilova, 2003).
Yani her alt populasyon igin parametre tahmin degerleri
degismektedir. Sinirli sayida alt populasyondan olugtugu
varsaytlan veri kimelerinin  modellenmesinde sonfu
karigimli {Finite mixture model) modeller kullanbr.

Kangimh medeller bitin dagihslarda kullanilabilmekte
ve Poisson dadiliginda kullanidmasi durumunda, kangimli
Poisson model olarak adlandinimaktadir. Kansik Poisson
regresyon modeli olan kangimli Poisson regresyon
(Mixture Poisson Regression=MFPR), Poisson dagiim
gdsteren bagimh dediskende asim  yayiim  oldudu

durumlarda  kullarilmaktadir,.  Asin yayiim  Poisson
dagilimimin, varyansinin ortalamasindan bllylk olmasi
olarak tanimlanmaktadir. MPR'de, asin yayihm genellikle
gbzienemeyen heterojentigin (latent heterogeneity) neden
oldugu hir durumdur.

Kategorik verilerin analizinde kultanilan karngimh lojistik
regresyon ydntemi (Mixture Logistic regression=MLR), veri
kiimesinde ekstra binomiyal varyasyon oldugu durumlarda
kullarmimaktadir (Wang ve ark., 1996; Wang ve ark., 1998;
Wang ve Putterman, 1998; Yesilova, 2003). Lojistik
regresyonda, gézlenen varyansinin beklenen varyansdan
bilylk olmasi asin yaythim ya da ekstra-binomiyal
varyasyon olarak tammianmaktadir (Dean, 1992).

MPR ve MLR y&ntemlerinde parametre tahminleri, EM
(Expectation Maximization) ve QN (Quasi-Newton)
algoritmalarim  esas alan  tahminleme  yoéntemleri
kullanilarak elde edilmektedir. EM yaklagiminda, E ve M
agamalanni kullanarak, bilinmeyen parametre vektériinin
en yiksek olabilirlik (Maximum likelihood=ML) tahminleri
elde edilmektedir. E asamasinda, gtzlenmis veriler
lizerinde kogullu beklenen degerler kullarlarak eksik
verilerin tahmini yapilmaktadir. Burada eksik veriler,
gozlenemeyen (latent) sinflardir M asamastnda,

- parametre tahminleri, log clabililik forksiyonun beklenen

degerinin maksimize edilmesi ile elde edilmekledir
(Lambert, 1992; Wang ve ark., 1996; Jansen, 1993;
Dalrymple ve ark., 2003; Yegilova ve Atlihan, 2007).

Bu ¢alismada, kangimli Poisson ve kangsimh lojistik
regresyon ydntemlerinin teorik ozelliklerinin incelenmesi
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amaclanmigtir. ik olarak her iki regresyona iligkin model
tammlianmasi ve log olabilirlik fonksiyonlarinin nasil elde
edildigi verilmigtir. Ikinci agamada, regresyon modellering
ait log olabilirik fonksiyonlar Uzerinden, EM algoritmasi
kullanarak, bilinmeyen parametrelerin ML tahminlerinin
elde edilmesi incelenmigtir.

Karisimhh  Poisson regresyon modeli; Poisson
regresyonunda model,
E(Y,|X,) =% =exp(X;B),i=12,. (1)

biciminde yazilmaktadir (Yesilova, 2003; SAS,2007;
Yesilova ve Athihan, 2007). Esitik 1'de, Poisson
ortalamasi (%,) ile ortak degiskenler arasindaki iligki, bir

baglanti (link) fonksiyonu ife verilmistir. Karigiml model
icin kesikli karisim dagihig,

p(Y) = & P(y/v exp(B)m, (2)

bigiminde yazilabilir (Wang ve ark., 1996; Wang ve ark.,
1998). Esitlik 2'de, B regresyon katsayilarina ait vektor(i,

v, gamma dagihmir tesadifi etkiyi gosterirken, y, gbzlemn
degerleri ise v, exp(f'x) ortalamah Poisson dadilimindan

elde edilmektedir. Bununla birlikte Esitlik 2'de K alt
populasyon sayisimi ve wm,, K'nci alt populasyonun

karigma clasihgim gdsterir (Wang ve ark., 1996; Wang ve
ark., 1998; Yesilova, 2003).

Yi{yyy,} Poisson  dagiimina  sahip  gbzlem
degerlerinden olusan veri kimesi homojen tek bir
populasycnu  temsil etmeyip birden fazla ailt

populasyondan olusan heterojen bir veri kiimesi olabilir.
Basgka bir ifade ile veri k(imesinde gdzlenemeyen alt
populasyonlar bulunabili. Bu durumda y, dederlerine
iliskin marjinal olasiltk fonksiyonu (Okut ve ark., 2002;
Yesilova, 2003),

S(y)=ZPC=IR(Y =y|C=k)= £ m f(y.1,)

seklinde yazilabilir. Poisson dagiligh veri setinin, K kadar
alt populasyona ait heterojen bir 8rnek olmast durumunda

K''nci alt populasyona giren i'inci sans dediskeninin
olasiige,
m, =Pl =k)

bi¢iminde verilebilir. Bu durumda,

olmaktadir. Bistiin veriler igin log olabilirlik fonksiyonu,

5 c, logPo(y,/A,)

Fk=1

L= i ;_‘c,.k logm, +,
ialkal I

) (3)
bigiminde verilebilir (Dempster ve ark., 1977, Wang ve
ark., 1996; Wang ve ark., 1998). Esitlik 3'te, Po, Poisson
dagilmini, C gdzlenemeyen gbzlemler (alt populasycn
sayisi) olup,

C={cy. i=12mn k=1,2...,K}

20

Burada ¢, ,

{

olarak verilebilir.

¢, =k ¢, ek

c, =0, diger durumlarda

Karigimh Poisson regresyonda asin yayihm: Karigimii
Poisson regresyonun ortalamasi ve varyansi {Wang ve
ark., 1996, Wang ve ark., 1998),

E(y)) = E(E(y; | K =K) = Emh, (4)

Var(Y,) = E{Var(Y, | K =k)} + Var{E(Y, | K =k)} {5)

K K K 2
=5 12—( A)
El“k k{Elﬂk K E_:l“k K

bigiminde verilebilir. 4 ve 5 numarah esitliklerde varyans
ortalamadan biylk oldugundan dolayi asin yayillim séz
konusu olur. Veri setinin heterojen olmadidl veya asin
yayilhm gostermedigi durumlarda, ortalama ile varyans
arasindaki iligki,

E(Y;) = Var(Y;)
ve 5 numarali esitlikteki varyans formiliinde,
Var(Y, |JK=k)=0

olur. Bdylece ortalama ile varyans arasindaki egitlik
saglanmig olur.

Karigimh Poisson regresyon igin EM algoritmasi ve en
yiiksek olabilirlik yontemi: Kangimh Poisson regresyon
modeli igin EM algoritmasimin agamalar agadidaki gibi
verilebilir (Wang ve ark., 1986; Wang ve ark.,, 1998;
Dalrymple ve ark., 2003).

Birinci agamada, B ve =™ baglangig dederleri & ve g,
tolerans degerlerine gre belirlenir.
E agsamasinda, B wve '™ baglangic dederleri
verildidinde gbzlenmig veriler (X, Y) ve parametrelerin
bagiangi; degerleri Uzerinden, C eksik gbzlemleri elde
edilir. C,(B™.=") kullanilarak ¢, 'nin k'inci unsurunun

kosullu olastihgl,

")

T[Lrl(yi/xi' \
élnkﬂ(Yi/Ni-“ )

(L1}
k

k=L2...K

o

(Be.m)= ®

i.k 0

k

bicirminde verilebilir.
M asamasinda,

'

{ci(Bm“n[‘”) =(ZipenZig ) 1 i=1,2,00n

kosullu clasihkiar veriimisken, parametre tahminleri, esitlik
Jte verilen log olabilirlik fonksiyonun f ve ='ye gbre
maksimize ediimesi ile,

Q=(ﬁm'-|3|ﬁ”“,ﬂ'r“

)= E{(L(Y.C,B,p,X))/Y,x_B"n‘ nLll)} (7)
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Q=Q,+Q,

ve buradan, Q,ve Q,,

_ak (0} __f0)

Q= £ % e (B, Jlog(m) (8)
o K ) (0

Qz=i§”§lci.k(ﬂ » T, )IOg(Yi/lk) {9)
elde edilir. Esitik 8 ve 9da verilen [3 ve & tahmin
edicileri, Q, ve Q,esitliklerinin = ve p’va gbre
turevlerinin alinasi ile,
@=i[-°}-l-'i‘—-“]=o,k=1,...,1<—l (10)
om, =l @, @,
8Q, nk, 8 _
o - L2 g Plro=0 (11)
bigiminde elde edilir. Esitlik 10 kullanilarak 7, ,
. _la.
fo==3&,, k=l ,K-1 {12)

ni=t

bigiminde elde ediimektedir {Wang ve Putterman., 1998,
Wang ve ark., 1996; Wang ve ark,, 1998). Yukarnda
verilen esitik 11'de kapalh formunun ¢dziminOn zor
olmasindan dolayl, parametre tahminleri i¢in Quasi-
Newton yaklagtmi kullanilarak E ve M agamalari,

0 {0 )
1. asamada, B =(B§°’,...,B}f’) = (n, s ’)
baslangig deferlerinin € ve ¢, tolerans deferlerine gbre
belirlenmesi,

ve

2. asamada (E- agamasi), esitlik 6 kullamlarak

(13)

- . - =,
ci=(ci.,,‘..,ci.x) i=1,2,..n

degerleri hesaplaniir. &, ’nin hesaplanmasinda asir
tagmayl engellemek igin esitlik 6'da verilen fonksiyonun

pay paydasi, payda toplaminin en blyik dederine
bélundir.

3. asamada (M- agsamasi),

a) Esitlik 10 kullanilarak # parametresinin hesaplanmas)

b) yan- Newton algoritmasi kullanilarak 11 numarah
esitligin ¢dzUminden f parametresinin hesaplanmasi.

4. agamada, agagidaki kosullardan en az biri dogru ise,

B =, " =# olur ve 1. asamaya gidilir, aksi durumda
c'ye gidilir.
1) |p-p|2= (14)

2) Jr-n2e (15)

3) |L(Y,X,ﬁ,ﬁ)—L(Y,X,B“”,n‘"’)

(16)

2 gy
¢) p parametreleri igin, #'ler baslangig degerleri olarak
ahnir ve var-Newton algoritmas! kullanilarak gézlenmis
L(Y,X,p,n) log olabilifik fonksiyonu maksimize edilip,

islem sonlandmbr. (Wang ve ark., 1996,1998; Wang ve
ark., 2001; Dalrymple ve ark., 2002).

Kangimh lojistik regresyon modeli: ‘Karigimh lojistik
model igin kesikli kangim dadiim (Wang ve Putterman,
1996), .

P(y) = 2 B, (y/v, exp(B ), (17)

bigiminde yazilabilir. Esilik 17'de =x,, Kwino alt
populasyonun kansma olasiigl; y, cevap degdigkeni; x,
agiklayicl dedisken vektdrir; B, bilinmeyen parametre
vektorli; v, gamma dagihgina sahip tesadOfi bir etki
olmaktadir. Y;, binom dagilig gésterir ve,

P(Y{=yi/pi)=[;f]p? (=py (18)

bigiminde yazilir. Logit badlantt fonksiyonu,
logit{m)=f'x

olarak yazilabilir (Frome ve ark., 1973; 8AS,2007). Biitan
veriler igin log-olabilirlik fonksiyonu,

LY. XBm =5 3 ¢ logm, +£ ¢, loghi(y;/Bx) (19

bigciminde yazilabilir. Esitlik 19'da bi, binom dagihmim
gostermekiedir.

Karnisimh lojistik regresyonda asin yayilim: Kéraslmll
lojistik regresyon modeli igin Y, badimsiz gdzlemlerin

ortalamas! ve varyansi sirasi ile (Wang ve Putterman,
1996),

E(Y,)=E(E(Y;[T))=n, =(£E—|P;j”i})5 i,
Var(Y,) = E(Var(Y, | 1,)) = n,,(1 - 7,) (20)

bigiminde verilebilir. ikili bagimh degiskenleri arasinda
korelasyon olmas: durumunda gézienen varyans,
Var(Y;) = E(Var(Y, | [1,)) + Var(E(Y, T1,))

=0 % em, (1 - él.:&n“)u(ni —1)/n)Var(E(Y, | T1,))
=, (1 - &) + ((n, = 1}/ 0, YVar(E(Y; | T1,))

(21)

. bigiminde gdsterilir ve

21

i 2
Var(E(Y; [T1;)) = n} {i €,y "'(zk: CiI:TtiL) }
i1 =t

bigiminde yaziabilir. Bu durumda Esitlik 20'de verilen
beklenen varyans ile Esitlik 21'de verilen gdzienen



A. YESILOVA, H. OKUT, B. KAKI

varyans birbirine esit degildir. G&zlenen varyans heklensn
varyanstan ya blylk ya da kUgik olmaktadir. Gozlenen
varyansin beklenen varyanstan biylk ¢ikmasi asin
vayillim olarak adlandiriimaktadir.

Karisiml lojistik regresyon modeli igin EM algoritmasi
ve en yiiksek olabilirlik yontemi: MLR modeli icin EM
algoritmasinin asamalar asadidaki gibi verilebilir (Wang
ve Putterman, 1996).

Birinci agamada, B ve " baglangig defierleri ¢ ve g,
tolerans degerlerine géire belirlenir.
E asamasinda, B ve =" baglangic degerleri

verildiginde gdzlenmis veriler (X, Y) ve parametrelerin
baglangig degerleri iizerinden, C eksik gtzlemleri elde

edilir. €, (B™,n™) kullanilarak ¢, nin Kinci unsurunun
kosullu olasilig,

T‘kbi()’i/xs’ Lu))

T k=12,,K
Elnkb:(yi/xi,nk’)

g, = (ﬁ‘“’,n{f’) = (22}

biciminde verilebilir.
M asamasinda,

{ci (B‘"’,nff’)=(zi_,,...,zi_x)'; i=1,2,..,n

kosullu olasiliklan verilmigken, parametre tahminleri, egitiik
19'da verilen log olabilirlik fonksiyonun B ve n'ye gore
maksimize edilmesi ile,

Q=(p®,p|B”, 1"} = E{(L(Y,C,B,p, X))/ Y, X, B, n"} (23)
Q= Q1 + Qz

ve buradan, Q,ve Q,,

Q =3} e (B )log(m) (24)
i=lk=l

Q,= -%"L',éci.k (Bum,;;'k"')logbi(y;/m. i ) (25)

elde edilir. Esitik 24 ve 25'de verilen B ve # tahmin

edicileri, Q, ve Q,esilliklerinin 7 ve p'yva gore

tarevlerinin alinasi ile,

Qg k=K -1 (26)

oy

e (@)

ép

bigiminde elde edilir. Esitlik 26 kullaritarak , ,

frk=l£éi_“ k=l....K-1 {28)
I i=t

bigiminde elde edilmektedir (Wang ve Putterman,, 1998,
Wang ve ark., 1996, Wang ve ark., 1998). Yukarida

verlen esitlik 27'de kapall formunun c¢dzUmiinln zor
olmasindan dolayl, parametre tahminleri igin Quasi-
Newton yaklasimi kullanifarak E ve M agamalari,

1. asamada,p” = (B,.B0) ve x®=(x®.m®)
baglangic dederlerinin & ve g, tolerans dederlerine gbre
belirlenmesi,

2. asamada {E- agsamast), esitlik 22 kullanilarak

&= (&) =120 (29)

dederleri hesaplanilir. ¢, 'min  hesaplanmasinda asin
tasmay engellemek igin esitlik 22'de verilen fonksiyonun

pay paydasi, payda toplamimin en biylk dederine
balindr,

3. agamada (M- agamasl),

a) Esitlik 26 kullanilarak & parametresinin hesaplanmasi

b} yar- Newton algoritmast kullamilarak 27 numarall
esitiiin ¢dzlmtinden § parametresinin hesaplanmasi.

4, asamada, agadidaki kogullardan en az biri dogru ise,

B =f, ™ =4% olur ve 1. asamaya gidilir, aksi durumda
c'ye gidilir.

1) ||B-;3f°l|]23 (30)
2) |r-="|2e (31}
3) |L(Y.X,B,fc)— L(Y.X,ﬁ‘"’,n‘"')Ia & (32)

c) B parametreleri igin, #’'ler baglangig dederleri olarak
alinir ve yari-Newton algoritmast kullanilarak gézlenmis
L{Y.X.p.n) log olabilirik fonksiyonu maksimize edilip,

islem soniandinlir, (Wang ve ark., 1996,1998; Wang ve
ark., 2001; Dalrymple ve ark., 2002).

Sonug: Bagimh degiskenin kategorik oldugu durumlarda,
uygulanan regresyon yénteminin dogrulugu bakimindan,
asin yayihmin belirlenmesi blylik énem tagimaktadir. Bu
baglamda, veri kimesinde asin yayiim oldugu duremlarda
kansimll maodel yaklagimi yaygin olarak kullaniimakiadtr.
Bu galigmada, kategorik badimlt degiskenin
modellenmesinde kullarlan karigimh Poisson ve karigimli
lojistik  regresyon  yontemlerinin teorik  &zellikleri
incelenmigtir. Her iki yontemde, veri kiimesinde clusan
agin yayihimi, veri kiimesini kendi igerisinde homojen alt
populasyeonlara ayirarak gidermektedir.
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