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Simplisel Leibniz Cebirler Uzerine
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OZET: Bu makalenin temel amaci, Leibniz cebirler kategorisinde simplisel objeyi tanimlayarak,
simplisel Leibniz cebirler kategorisi ile Leibniz cebirler iizerinde ¢aprazlanmis modiiller kategorisinin
denkligini gostermektir.
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On Simplicial Leibniz Algebras

ABSTRACT: The main purpose of this paper is to define the simplicial object in the category of Leibniz
algebras and to show the equivalence of the category of simplicial Leibniz algebras and the category of
crossed modules on Leibniz algebras.
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GIRIS

Caprazlanmis modiil kavrami ilk olarak (Whitehead, 1949) tarafindan 19. yiizyilin ortalarinda
relatif homotopi gruplarinin cebirsel yapilari lizerine yaptigi ¢alismada ortaya atilmigtir. O zamandan
itibaren bu kavram diger alanlarda da 6nemli bir yer tutmustur. Bu konuda yapilan ¢alismalardan bazilari
(Aytekin ve ark., 2012; Emir ve ark., 2019; Sahan, 2019) dir. Giiniimiizde ¢aprazlanmis modiiller, temel
cebirsel yapilardan biri olarak diisliniilebilir. Caprazlanmig modiillerin homotopi teorisi, gruplar
tizerinde homoloji ve kohomoloji, cebirsel K-teori, devirli (cyclic) homoloji, kombinatoriyel grup teori
ve diferensiyel geometri dahil olmak iizere matematigin bir¢ok alaninda 6nemli rolii vardir. Bu
calismalarin yanisira simplisel gruplar ilk olarak (Kan, 1958) tarafindan tanimlanmistir. Daha sonra
(Ellis, 1993) simplisel Lie cebirlerini tanimlayarak Moore kompleksi 1 olan simplisel Lie cebirlerinin
kategorisi ile Lie caprazlanmig modiiller kategorisinin dogal denkligini ispatlamistir. Ellis aym
makalesinde Moore kompleksi 2 olan simplisel Lie cebirler kategorisiyle Lie 2-¢aprazlanmis modiiller
kategorisinin dogal denkligini de gostermistir. Ayrica yapinin homotopiksel ve homolojiksel
ozelliklerini de incelemistir.

Leibniz cebirler (Bloh, 1965) tarafindan D-cebirler ismiyle tanimlanmistir. Fakat Leibniz cebirler
(Loday, 1993) in Leibniz cebirlerin (ko)homolojisi hakkinda yaptig1 calismasi ile popiiler olmustur. Bu
yiizden Leibniz cebirleri Loday cebirleri olarak da adlandirilir. Leibniz cebirler Lie cebirlerinin bir
genellemesi olarak disiiniilebilir, temel farklilik ise Leibniz parantezinde (bracket) anti-Simetri
0zelliginin saglanmamasidir. Ayni zamanda bu yapinin Matematik ve fizikte pek cok uygulamasi vardir
(Sahan ve ark., 2019). Diger taraftan Leibniz cebirler lizerinde ¢aprazlanmis modiiller kategorisi (Casas,
1999) tarafindan literatiire sunulmustur. Sonrasinda pek cok bilim insani tarafindan konu ile ilgili
caligmalar yapilmistir. Bunlardan bazilar1 (Casas ve ark., 2008; Atik ve ark., 2017; Casas ve ark.,
2018)’dur.

MATERYAL VE YONTEM

Leibniz Cebirler ve Caprazlanmis Modiiller

Bu boliimde literatiirde var olan temel tanim ve 6zelliklere yer verilecektir. k , birimli ve degismeli
bir hakla olmak iizere makale boyunca tiim Lie ve Leibniz cebirleri k iizerinde tanimlanmig olarak
diisiiniilecektir. Bu boliimde (Loday ve ark., 1993) temel referans olarak alinacaktir.

Tamm: L bir k -modiil ve [—, —] :LxL — L bir lineer fonksiyon olsun. Eger Leibniz 6zdesligi olarak

adlandirilan her X,Yy,Z €L igin

[x[y.2]]=[Ixv].2]-[[x2].¥]

esitligi saglaniyorsa L ye Leibniz cebir denir.
Ornekler: 1) Her Lie cebiri bir Leibniz cebiridir.

2) A bir asosyatif k -cebirve D: A— A her a,be€ A i¢in

D(a(Db))=DaDb=D(D(a)b)

sartini saglayan bir k -cebir doniisiimii olsun. Bu durumda her X,y € A igin
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[,] AxA—> A
(x,y) =[x y]=xD(y) - (Dy)x

carpimut ile birlikte A bir Leibniz cebirdir.

Tammm: L ve L' iki Leibniz cebir ve h:L—L" bir k-lineer fonksiyon olsun. Bu durumda her
LLI'eL igin h[I,I"]=[h(1),h(I")]ise h bir Leibniz cebir homomorfizmi (veya kisaca Leibniz

homomorfizmi) olarak adlandirilir.
Bu tanimlama yardimiyla objeleri Leibniz cebirler ve morfizmleri Leibniz cebir homomorfizmleri
olan Leibniz cebirler kategorisi olusturulur ve bu kategori Lbnz ile gosterilir.

Tamm: L ve M iki Leibniz cebir olsun. Eger

LxM —>M MxL—->M
ve
(I,m)—'m (I,m) > m'

bilineer fonksiyonlart her |,1'e L ve m,m'e M igin
E,) '[m,m']=['m,m']—['m',m]
[m',m']—[m,m']I

[m,m']I —[m',m']

E,) [m,' m']

E,) [mm"]
E) m7=(m) ~(m")
E)) '(m")=('m) - “'m
E,) ' ("m)=""m—("m)

sartlarin1 saglhiyorsa L, M {izerine etkiyor (veya Leibniz etkisi) denir.

Verilen bir L nin M {izerine etkisi yardimiyla

MxL:{(m,I):meM VeleL}

yari-direkt carpimi olusturulabilir. Burada elemanlarin ¢arpimi her I,I'e L ve m,m'e M i¢in
[(m, 1), (m~1)]=([m,m]+ "m+m",[1,17])

seklindedir.
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Tammm: L ve M iki Leibniz cebir olsun. Eger 0: M — L Leibniz cebir homomorfizmi L nin M
lizerine etkisi ile birlikte her | e L vem,m'e M i¢in

CM,) 8('m)=[1,a(m)] ve 3(m")=[a(m),1],
CM,) “™m'=[m,m]=m"™
sartlarini sagliyorsa (M , L,a) tigliistine Leibniz cebirlerin ¢aprazlanmis modiilii (veya kisaca Leibniz

caprazlanmis modiil) denir.

(M , L,@) ve (I\/l ; L',a') iki ¢aprazlanmis modiil olsun. Bu durumda
£ =(u7):(M,L,3) (ML)
Leibniz ¢aprazlanmis modiill homomorfizmi
—= L MxL—>M LxM—m—M
- 0 ) H (.4 p

=~ L/ M x L' = M' L' M’ - M’

diyagramlari1 degismeli olacak sekilde var olan ¢£:M — M "ve n:L — L' Leibniz cebir homomorfizm
ciftidir. Yani

dir. Boylece XMod(Lbnz) ile gosterilen Leibniz ¢aprazlanmis modiiller kategorisi olusturulabilir.

Ornekler: 1) Herhangi bir L Leibniz cebir icin (L, L,id) ligliisii bir Leibniz ¢aprazlanmis

moduldiir.

2) L bir Leibniz cebir N, L nin bir ideali olsun. Bu durumda her ne N igin

inc.:N—>L
n—n
icine doniistimii ve her e L ven,n'e N i¢in
LxN —>N NxL—N

| Ve |
(I,n) > [l,n]= 'n (n,) =>[n,I]=n
etkileri ile birlikte (N, L, inC.) ticliisii bir Leibniz ¢aprazlanmis modiildiir.
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3) LveM iki Leibniz cebir ve ¢:M — L Leibniz cebirlerin bir merkezi genislemesi, yani
¢:M — L orten morfizmasinin ¢ekirdegi M nin merkezinde olsun. L nin M iizerine olan etkisi her
leLvemeM icin

LxM —>M MxL—>M
ve
(I,m)> 'm=[g7(1),m] (m)—>m'=[m,g¢*(1)]
seklinde tanimlansin. Boylece (l\/l L, ¢) ticliisii bir Leibniz ¢aprazlanmis modiildiir.

BULGULAR VE TARTISMA

Simplisel Leibniz Cebirler

Bu boliimde simplisel Leibniz cebirler tanimlanarak bu objelerin yardimiyla simplisel Leibniz
cebirler kategorisi olusturulacaktir. Ayrica bu kategorinin Leibniz cebirler kategorisiyle dogal denkligi
de verilecektir.

Tamm: L={L;,L,,...,.L,,..} Leibniz cebirlerin bir ailesi olsun.
d":L,>L,yves":L, > Ly

Leibniz homomorfizmleri olmak iizere 0<i <n i¢in simplisel 6zdeslikler denilen

dd; = d; 40, i<
Sj—ldi ’i<j
d'S': 1 1
i id i=jveyai=j+1
Si0i1 P>+l
Sisj: Sj+15i 1 |SJ

Ozdeslikler saglaniyorsa ((Ln)neN ,di,SJ—) ticlistine simplisel Leibniz cebir denir. Burada d; ves;

sirastyla yiiz ve dejenere operatorleri olarak adlandirilir. Diyagram olarak ((Ln )neN ,d;.s j) simplisel

Leibniz cebiri
. do,dy,da
: L}_ do.dy
L:...L, _ Ly 1...Ly Ly Ly
: - s0,51 %

seklinde gosterilebilir.

Ornek: L bir simplisel Leibniz cebir olsun. Her ne N igin L, =L ve d =s;=id olmak iizere

(( L, )nEN /0.8 ) bir simplisel Leibniz cebirdir. Bu iigliiye sabit simplisel Leibniz cebir denir ve k(L,0)

ile gosterilir.
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L ve L' birer simplisel Leibniz cebir olsun. f :L — L" simplisel Leibniz cebir morfizmi, d; ve s; yiiz
ve dejenere operatorleri ile degismeli f :L, — L," Leibniz cebir homomorfizmlerinin bir ailesidir.
Yani; herbir i ve n i¢in,

df,=f _d vefs =sf
dir. Boylece Simp(Lbnz) ile gosterilen simplisel Leibniz cebirler kategorisi olusturulabilir.
Moore Kompleks ve Parcalanmis Objeler

L bir simplisel Leibniz cebir olsun.

n-1
NL, =L, ve NL, = | Cekd,

i=0

olmak tizere d,; nin NL,, ye kisitlanmigi olan
0:NL, - NL4

homomorfizmini tanimlayalim. Bu durumda

0

NL:---—>NL, —20 5 NI, , —%t 5% N, —9 NI,

zinciri simplisel Leibniz cebirin Moore kompleksi olarak adlandirilir ve (NL,0) veya kisaca NL ile
gosterilir. Eger n> K icin NL,, =0 ise simplisel Leibniz cebirinin boyutu k dan kiigiik veya esittir denir

ve <k seklinde gosterilir. Boylece Moore kompleksinin boyutu <k olan simplisel Leibniz cebirler
kategorisi olugturulur ve bu kategori Simp, (Lbnz) ile gosterilir.

Asagidaki tanimin Lie cebirleri i¢in olan durumun incelenmesi (Ellis, 1993) tarafindan verilmistir.

Tamm: 0<i <k igin L ler birer Leibniz cebir olmak iizere

dpd1.d2

ile tanimlanan simplisel Leibniz cebire k -parcalanmis simplisel Leibniz cebir denir. k -pargalanmis
simplisel Leibniz cebirler kategorisi Tr,Simp(Lbnz) ile gosterilir. Simp(Lbnz) kategorisinden

Tr Simp(Lbnz) kategorisine kisitlama ile verilen
tn : Simp(Lbnz) — Tr, Simp(Lbnz)

parcalanmis funktoru vardir. Ayni zamanda bu funktorun k -iskelet funktor olarak adlandirilan st, sol

eki ve k -koiskelet funktor olarak adlandirilan cost, sag eki vardir. Bu ekler diyagram olarak
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TrkSimp(Lbnz)C(t)(—S)_tkSimp(Lbnz)#TrkSimp(Lbnz)
Tk Sty

seklinde gosterilir.
Teorem: Leibniz ¢aprazlanmis modiiller kategorisi XMod(Lbnz) ile Moore kompleksinin boyutu 1 olan

simplisel Leibniz cebirler kategorisi Simp(Lbnz) dogal denktir.

Ispat: L Moore kompleksinin boyutu 1 olan simplisel Leibniz cebir, L, ve L, iki Leibniz cebir olsun.
M =Cekd, alalim ve 0, d; in M ye kisitlanmis1 olsun. Ly in M iizerine etkisi her 1 e Ly veme M
igin
L,xM > M MxL, - M
ve
(I,m)—> 'm=[syl,m] (m,1) >m' =[m,s,l]

seklinde tanimlansin. Bu etki yardimiyla (I\/I , LO,G) bir Leibniz ¢aprazlanmis modiil olacaktir. Ciinkii,

her leLy vem,m'e M igin

E,) '[mm]=]sl,[mm]
=[[sohm],m*]=[[sol,m],m]
=['mm']-["m"'m]

E,) [m,' m'J =[m.[sol,m1]
~[[ms/L.m]-[[mmsd)
:[m',m']—[m,m‘]I

E)[mm" [=[m,[m's]]
:[[m,m'],sol]—[[m,sol],m']
=[m,m7] ~[m',m']

olup diger etki sartlar1 da benzer sekilde gosterilebilir. O halde verilen etki Leibniz etkisidir. Simdi
caprazlanmis modiil sartlarini inceleyelim. Her | e Ly vem,m'e M i¢in

CM,) 8('m)=20[sl, m]
:[dlsol’dl(m)]
=[l,am)] (Qd,s, =id)

o(m')=a[m,s,l]
:[d1(m)’d130|]
~[a(m).1]
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CM,) “™m'=[s,a(m),m’']
=[s,d;m,m’]
=[s,d;m—m+m,m’']
=[s,d;m—m,m']+[m,m’]
=[d,s;m—d,sm,d,sm]+[mm] (Qd,s =id, s,d, =d,s,)
=d,[s;m—sm,sm]+[m,m’]

=[m.m’]

m?™ =[m,s,o(m"]
=[m,s,d;m'-m'+m’]
=[m,s,d;m'—=m']+[m,m’]
=[d,s;m,d,s;m"—d,s;m']+[m,m']
=d,[s,m,s;m=sm]+[m,m’]
[mm

olup (M, Ly, ) iigliisii bir Leibniz ¢aprazlanmis modiildiir. Boylece
U :Simp (Lbnz) — XMod(Lbnz)
funktoru elde edilir.
Tersine, 0: M — L, bir ¢aprazlanmis modiil olsun. L, in M iizerine etkisi yardimiyla
MxL,={(ml):meM velely}

yari-direkt ¢arpimi olusturulabilir. Her I,1'e L, vem,m'e M igin

[(m, 1), (m~1)]=([m,m]+ "m+m",[1,17])

olacaktir. Diger taraftan

do: MxLy— L
(mD =1
dp MxLy— Ly
(m, 1) > o(m) +1
Sp - Ly > MxL,
I— (0,1)

morfizmlerini ele alalim. Bu morfizmler simplisel 6zdeslikleri sagladig1 i¢in
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do.dy
L——=

So
1-pargalanmis simplisel Leibniz cebirdir. Sonug olarak

V : XMod (Lbnz) — Simp (Lbnz)

funktoru elde edilir. Bdylece, bu funktorlar
Y .
XMod(Lbnz)?Slmpﬂ(Lbnz)

seklinde gosterilir.

SONUC

Yapilan incelemelerden sonra simplisel Leibniz cebirler tanimlanarak 6zellikleri hakkinda bilgi
edinilmistir. Bu baglamda, Moore kompleksinin boyutu 1 olan simplisel Leibniz cebirler kategorisiyle
Leibniz ¢aprazlanmis modiiller kategorisinin denkligi verilmistir. Bu denklik bir kategoride olan bir
ozelligin incelemeye gerek duyulmaksizin digerinde de var oldugunu gostermesi agisindan oldukga
Oonemlidir.
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